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Úvod



Úvod - Úloha

Základńı úloha, kterou řeš́ıme v obyčejných diferenciálńıch

rovnićıch, je

dy(x)

dx
= f(x, y(x)) , y(x0) = y0 .

Snaž́ıme se naj́ıt tedy řešeńı (hodnotu) y(x) pro libovolné x.
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Úvod - Numerická úloha

Protože neuḿıme v numerice řešit úlohy spojitě, muśıme p̌ridat k

této úloze ještě délku kroku h.

Tedy budeme nacházet řešeńı jenom pro x0 + ih, kde i ∈ {0, 1, ...}.
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Úvod - Podḿınky

Podle řádu diferenciálńı rovnice poťrebujeme znát daný počet

podḿınek. Je-li tedy řád rovnice s, pak muśıme ḿıt s podḿınek.

Podḿınky můžeme ḿıt bud’

1. počátečńı - známe s podḿınek v bodě x0,

2. okrajové - známe s na okraj́ıch výpočetńı oblasti,

3. sḿı̌sené - kombinace výše uvedených,

4. zadané rovnićı.
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Základńı metody



Základńı metody - Eulerova metoda

Použ́ıvá Taylor̊uv rozvoj y(x+ h) okolo bodu x do prvńıho řádu

y(x+ h) = y(x) + hy′(x) +O(h2) = y(x) + hf(x, y(x)) +O(h2) .

Tedy použ́ıvá aproximaci

y(x+ h) ≈ y(x) + hf(x, y(x)) .
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Základńı metody - Metoda sťredńıho bodu

Také použ́ıvá Taylor̊uv rozvoj y(x+ h) do prvńıho řádu, ale pro

aproximace y′(x) využ́ıvá mezi bod x+ h/2.

y′(x) = f(x+
h

2
, y(x) +

h

2
f(x, y)) ,

tedy Eulerovu metodu pro y(x+ h/2). Výsledná rovnice je pak

y(x+ h) = y(x) + hf(x+
h

2
, y(x) +

h

2
f(x, y)) .
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Základńı metody - Heunova metoda

Nejďŕıve odhadne směrnici y′(x) v bodě x+ h pomoćı Eulerovy

metody, spoč́ıtá směrnici v bodě x a pomoćı pr̊uměru pak

aproximuje y′(x) jako

y(x′) =
1

2
(f(x, y) + f(x+ h, y(x) + hf(x, y))) .

Výsledný vzorec je tedy

y(x+ h) = y(x) +
h

2
(f(x, y) + f(x+ h, y(x) + hf(x, y))) .
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Pokročileǰśı metody



Pokročileǰśı metody - Runge-Kuttovy metody

Hledá řešeńı jako

y(x+ h) = y(x) + h

s∑
i=1

biki,

kde

k1 = f(x, y)

k2 = f(x+ c2h, y + h(a21k1))

...

ks = f(x+ csh, y + h(as1k1 + as2k2 + · · ·+ as,s−1ks−1)).
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Pokročileǰśı metody - RK4

Př́ıklad pro Runge-Kuttovu metodu 4. řádu

k1 = f(x, y) ,

k2 = f(x+ h/2, y + hk1/2) ,

k3 = f(x+ h/2, y + hk2/2) ,

k4 = f(x+ h, y + hk3)

a

b1 =
1

6
, b2 =

1

3
, b3 =

1

3
, b4 =

1

6
.
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Pokročileǰśı metody - Implicitńı metody

Využ́ıvá implicitně zadaného bodu y(x+ h). Kup̌ŕıkladu implicitńı

Eulerova metoda

y(x+ h) = y(x) + hf(x+ h, y(x+ h)).

Pokud je f(x, y(x)) lineárńı v y, tak je naj́ıt řešeńı to jednoduché,

pokud je ale nelineárńı je poťreba pokročilý řešič, což je neefektivńı.
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Pokročileǰśı metody - Metody prediktor-korektor

Spoč́ıtáme jednoduchou metodou ỹ(x+ h) - krok P-predictor.

Spoč́ıtáme ỹ′(x+ h) = f(x+ h, ỹ(x+ h)) - krok E-valuation.

Oprav́ıme y(x+ h) pomoćı implicitńı metody, kde ḿısto y′(x+ h)

budeme uvažovat ỹ′(x+ h) - krok C-orrector.

Evaluaci a korekci můžeme provádět kolikrát poťrebujeme.
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Soustava



Soustava - Úloha

Nyńı řeš́ıme úlohy

d~y(x)

dx
= f(x, ~y(x)) , ~y(x0) = ~y0 .

Řešeńı poč́ıtáme postupně po složkách, tedy triviálńı rozš́ı̌reńı.
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Soustava - Př́ıklad

Necht’

y′1(x) = f1(x, y1, y2) , y1(x0) = α1 ,

y′2(x) = f2(x, y1, y2) , y2(x0) = α2 .

Pak řešeńı y1(x+ h) a y2(x+ h) Eulerovou metodou je

y1(x+ h) = y1(x) + hf1(x, y1(x), y2(x)) ,

y2(x+ h) = y2(x) + hf2(x, y1(x), y2(x)) .
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Vyš̌śı řád



Vyš̌śı řád - Úloha

Nyńı řeš́ıme úlohy

dny(x)

dxn
= f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) .

Poťrebujeme tedy i n podḿınek (at’ už počátečńıch nebo

okrajových či jiných).
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Vyš̌śı řád - Převod úlohy

Použijeme substituci

z1 = y(x) ,

z2 = z′1 = y′(x) ,

z3 = z′2 = y′′(x) ,

...

zn = z′n−1 = y(n−1)(x) ,

f(x, z1, z2, . . . , zn) = z′n = y(n)(x)

a následně řeš́ıme jako soustavu rovnic.
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Program



Program - Úloha

Budeme řešit obyčejnou difereciálńı rovnici prvńıho řádu

dy(x)

dx
= y sin(x) ,

s počátečńı podḿınkou

y(x0) = y0 .
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Program - Analytické řešeńı

Metody budeme porovnávat s analytickým řešeńım:

y(x) = C1 exp(− cos(x)) ,

kde

C1 =
y0

exp(− cos(x0))
.
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Program - Metody

Ze základńıch metod použijeme

I Eulerovu,

I sťredńıho bodu,

I Heunovu.

Z pokročilých pak

I Runge-Kuttovu metodu 4. řádu,

I implicitńı Eulerovu metodu,

I metodu prediktor-korektor Eulerovy metody (počet opakováńı

označuje proměná m).

Program je ke stažeńı zde
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv10/odr_pocatecni_problem.m


Program - Poznámky

Zaj́ımavé, že v tomto p̌ŕıpadě neńı implicitńı Eulerova metoda lepš́ı

jak explicitńı (tedy klasická).

Stoj́ı také za povšimnut́ı, že metoda prediktor-korektor se

zvyšuj́ıćım se m konverguje k implicitńı Eulerově metodě.
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