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Úvod



Úvod - Úloha

Máme funkci f(~x) a snaž́ıme se naj́ıt určitý integrál této funkce.

Tedy máme oblast B a hledáme

I =

∫
B
f(~x)d~x .

Tato oblast muśı být konečná.

Pokud chceme spoč́ıtat integrál do nekonečna, je nutné použ́ıt

substituci. Podobně také pro singularity.
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Úvod - Náročnost

Podobně jako v analýze, integrovat je těžš́ı než derivovat.

Snaž́ıme se naj́ıt dobrý poměr mezi rychlost́ı a p̌resnost́ı.

Občas je to jediný způsob jak źıskat určitý integrál funkce.
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1D



1D - Úloha

Máme tedy funkci jedné proměné f(x) a znaž́ıme se vypoč́ıtat

integrál na konečném intervalu 〈a, b〉, tedy

I =

∫ b

a
f(x)dx .
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1D - Převod na derivaci

Pro r̊uzné p̌ŕıpady je vhodné p̌revést úlohu na diferenciálńı rovnici

dI

dx
= f(x), I(a) = 0,

hledám tedy I(b).

Vhodné pro nepěkné funkce, často spektrum zá̌reńı (malé ṕıky a

pak nic).
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1D - Aproximace

Druhou možnost́ı je využ́ıt (podobně jako u derivaćı) aproximace

funkce pomoćı interpolace nebo minimalizace.

Tyto aproximace jsme pověťsinou schopni rychle a p̌resně

integrovat.
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Kvadraturńı vzorce



Kvadraturńı vzorce - Úvod

Rozděĺıme interval 〈a, b〉 na ekvivalentńı podintervaly, tedy pokud

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b,

xi+1 − xi = h i ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} ,

pak tyto intervaly jsou rovny 〈xi, xi+1〉 , i ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Pak integrál můžeme aproximovat jako

I ≈ h
n∑
i=0

αif(xi) .

Jednotlivé metody se pak lǐśı volbou αi.
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Kvadraturńı vzorce - Rozděleńı

1. základńı formule - na celém intervalu stejný vzorec

1.1 podle použit́ı krajńıch bodů

1.1.1 uzav̌rené - použ́ıvaj́ı krajńı body

1.1.2 otev̌rené - nepouž́ıvaj́ı krajńı body (ťreba singularity)

1.2 podle použit́ı bodů mimo interval

1.2.1 interpolačńı - pouze body v intervalu

1.2.2 extrapolačńı - využiji i body mimo interval

2. složené formule - interval rozděĺım na menš́ı vzorce, kde

použijeme základńı formuli
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Kvadraturńı vzorce - Odvozeńı vzorc̊u

1. pomoćı Lagrangeovy interpolace

2. pomoćı metody neurčitých koeficient̊u

3. složeńım dvou a v́ıce metod
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Kvadraturńı vzorce - Rombergova integrace

Využ́ıvá extrapolace hodnoty integrálu I(h2) pro h→ 0.

Poč́ıtá pro r̊uzné délky kroku h a pak extrapoluje p̌resněǰśı výsledek.

Jedná se o iteračńı zp̌resněńı (tedy extrapolujeme pro menš́ı krok

na základě napoč́ıtáńı pár hodnot integrál̊u).
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Gaussovy kvadratury



Gaussovy kvadratury - Úvod

Narozd́ıl od klasických kvadraturńıch vzorc̊u (tedy kde máme

ekvidistantně rozdělený interval) nyńı uzlové body určujeme

pomoćı kǒrenů určité ťŕıdy polynomů.

Podobně jako u interpolace se snaž́ıme minimalizovat počet

vyhodnoceńı funkćı, abychom měli co nejp̌resněǰśı výsledek.
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Gaussovy kvadratury - Typy

Máme několik ťŕıd polynomů pro výpočet kǒrenů

1. Legendrovy polynomy,

2. Čebyševovy polynomy,

3. Laguerrovy polynomy,

4. Hermiteovy polynomy.
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Gaussovy kvadratury - Postup

Postupuje se tak, že danou funkci interpolujeme daným typem

polynomu, pro ten už známe integrál.

Respektive v praxi se to dělá tak, že máme p̌ripravený algoritmus

na výpočet integrálu (každý typ polynomů má určitý interval na

které integrujeme), transformuje původńı body na náš interval a

vypoč́ıtáme funkčńı hodnoty v tomto intervalu a dosad́ıme do

algoritmu.
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V́ıce dimenźı



V́ıce dimenźı - Úvod

Mějme oblast B a hledáme

I =

∫
B
f(x)d~x .

Tato oblast muśı být konečná (ale nemuśı být kompaktńı, atd.).

Pokud je nekonečná, muśı interval rozdělit a substituovat.

Opět tedy źıskáváme na konci č́ıslo (̌reš́ıme určitý integrál).
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V́ıce dimenźı - Problémy

Ve v́ıce dimenźıch je všechno komplikované.

Často je problém s hranićı integrálu.

Problém je také s pamět́ı a rychlost́ı (každá dimenze nám počet

bodů umocňuje).
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V́ıce dimenźı - Pomoćı symetrie

Pokud máme symetrickou úlohu (v určitém ohledu), můžeme

provést transformaci do jiných soǔradnic a sńıžit tak dimenzi úlohy.
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V́ıce dimenźı - Převod na 1D integrály

Pokud je oblast dostatečně pěkná (a také i funkce), můžeme

postupně integrovat v 1D.
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V́ıce dimenźı - Monte Carlo

Často se složitěǰśı integrály řeš́ı pomoćı metody Monte Carlo.
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Programy



Programy - Úloha

Úkolem bude zintegrovat funkci

f(x, y) = exp(−(x2 + y2))

p̌res jednotkový kruh okolo nuly (tedy x2 + y2 <= 1), tedy∫
x2+y2<=1

exp(−(x2 + y2))dxdy .
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Programy - Metody

Použijeme několik způsobů výpočtu takového integrálu

I pomoćı zabudované funkce v Matlabu,

I rozkladu do 1D integrál̊u (použijeme složené Simpsonovo

pravidlo),

I využit́ı symetrie úlohu a p̌revodu integrálu do polárńıch

soǔradnic ∫ 2π

0
dφ

∫ 1

0
r exp(−r2)dr ,

I pomoćı metody Monte Carlo.

Program je ke stažeńı zde.
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