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Děleńı



Děleńı - Źıskané data

zadané data
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Děleńı - Źıskané data

Obecně máme dva způsoby, jak jsme źıskali data

1. známe analytický p̌redpis funkce, urč́ıme si diskrétńı hodnoty

na ose x a v těchto bodech si vypoč́ıtáme chováńı funkce

(tedy funkčńı hodnoty a pop̌ŕıpadně i derivace),

2. máme pouze namě̌rené hodnoty, nemůžeme si tedy zpětně

volit diskrétńı hodnoty ani dopoč́ıtávat daľśı chováńı funkce.
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Děleńı - Interpolace

interpolace
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Děleńı - Interpolace

Interpolace je taková funkce (ǩrivka), která procháźı všemi

zadanými body (funkčńımi hodnotami) a pop̌ŕıpadně v nich má i

stejné chováńı jako původńı data (stejné derivace).

Předpokládejme, že máme n bodů, ve každém bodě máme zadánu

funkčńı hodnoty a daľśıch m podḿınek, pak počet volných

parametr̊u (ve funkci, kterou chceme interpolovat) bude často

mnohem menš́ı než n+ n ·m (tedy pro obecný polynom plat́ı, že

jeho stupně je mnohem menš́ı než toto č́ıslo).
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Děleńı - Minimalizace

minimalizace
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Děleńı - Minimalizace

Oproti interpolaci tato funkce nemuśı procházet všemi zadanými

body (ani v nich splňovat daľśı podḿınky).

Předpokládejme, že mám opět n bodů, ve každém bodě známe

funkčńı hodnoty (tedy máme n hodnot). Pak počet volný

parametr̊u ve funkci bude zpravidla daleko menš́ı než n (tedy

kup̌ŕıkladu stupeň polynomu bude mnohem menš́ı než n).
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Interpolace



Interpolace - Úvod

Máme zadané body x0 < x1 < · · · < xn. V těchto bodech známe

parametry funkce f(x) (funkčńı hodnoty f0, f1, · · · , fn, derivace

funkce a daľśı).

Hledáme takovou interpolačńı funkci f̃(x), která bude ḿıt v daných

uzlových bodech stejné chováńı (paramtery) jak funkce původńı.

Mezi těmito body se ale může chovat naprosto jinak.

V numerických metodách tedy hledáme funkčńı hodnotu f̃(x) pro

libovolné x.
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Interpolace - Děleńı - extra- vs. inter-

interpolace
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Interpolace - Děleńı - interpolace

Pokud hledáme funkčńı hodnotu f̃(x) pro x ∈ [x0, xn], tedy uvniťr

intervalu, ve kterém interpolujeme, mluv́ıme o interpolaci.
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Interpolace - Děleńı - extra- vs. inter-

extra- -polace
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Interpolace - Děleńı - extrapolace

Pokud hledáme funkčńı hodnotu f̃(x) pro x /∈ [x0, xn], tedy mimo

interval, ve kterém interpolujeme, mluv́ıme o extrapolaci.

Extrapolace je často nevyzpytatelná, to znamená, že špatně

odhaduje chováńı funkce.
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Interpolace - Děleńı - lokálnost

Interpolaci můžeme dále dělit podle toho, zda jednou interpolačńı

funkćı prolož́ıme celý interval [x0, xn], pro r̊uzné podintervaly

použijeme r̊uznou interpolačńı funkci.
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Interpolace - Děleńı - lokálnost

zadaná data

x1 x2 x3

Mějme zadané body a v nich chováńı funkce.
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Interpolace - Děleńı - lokálnost

lokální

x1 x2 x3

Interpolaci pak můžeme provést lokálně, tedy kdy bereme v úvahu

pouze dva sousedńı body a ignorovat chováńı funkce v ostatńıch

bodech.
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Interpolace - Děleńı - lokálnost

globální

x1 x2 x3

Nebo naopak můžeme provést globálńı interpolaci, tedy kdy

uvažujeme chováńı funkce ve všech bodech.
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Interpolace - Rozděleńı dat

x1

y1
y1'
y1''

y2
y2'
y2''

y3
y3'
y3''

y4
y4'
y4''

y5
y5'
y5''

y6
y6'
y6''

y7
y7'
y7''

y8
y8'
y8''

x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

libovolná globálnost

Nav́ıc si můžeme interval rozdělit na podintervaly, ve kterých se už

použije globálńı interpolace (pro daný interval).
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1D



1D - Př́ıklady

Nyńı se pod́ıváme na p̌ŕıklady r̊uzných interpolaćıch.

Obecně budeme uvažovat n bodů x1 < x2 < · · · < xn a v nich

zadané parametry funkce (tedy obecně funkčńı hodnoty a derivace

libovolného řádu).

Podle typu interpolace budeme vyb́ırat jak body tak i parametry.
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1D - Př́ıklady

x1

y1
y1'
y1''

y2
y2'
y2''

y3
y3'
y3''

y4
y4'
y4''

y5
y5'
y5''

y6
y6'
y6''

y7
y7'
y7''

y8
y8'
y8''

x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

zadaná data

Pro p̌ŕıklad r̊uzných interpolaćıch si vezmeme osum bodů a za

parametry funkčńı hodnotu, prvńı a druhou derivaci.
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1D - Lagrangeova interpolace

x1

y1
y1'
y1''

y2
y2'
y2''

y3
y3'
y3''

y4
y4'
y4''

y5
y5'
y5''

y6
y6'
y6''

y7
y7'
y7''

y8
y8'
y8''

x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

Lagrangeova interpolace

Jednou ze základńıch interpolaćıch je Lagrangeova.
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1D - Lagrangeova interpolace

Ta záchovává funkčńı hodnoty. Interpoluje polynomem stupně

n− 1 (tedy v tomto p̌ŕıpadě polynomem stupně 7).

Hledáme tedy takový polynom f̃(x) = a1 + a2x+ · · · anxn−1,

který splňuje

f̃(xi) = yi , ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} .

21



1D - Lagrangeova interpolace - konstrukce

Předchoźı p̌redpis nám dává možnost konstruovat výsledný

polynom pomoćı lineárńıch algebraických rovnic.

To je ale velice zdlouhavé a neefektivńı. Nejčastěji se tak

Lagrangeova interpolace konstruuje pomoćı Nevillova algoritmu.
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1D - Hermiteova interpolace

x1

y1
y1'
y1''

y2
y2'
y2''

y3
y3'
y3''

y4
y4'
y4''

y5
y5'
y5''

y6
y6'
y6''

y7
y7'
y7''

y8
y8'
y8''

x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

Hermiteova interpolace

Jedna z pokročilých interpolaćı.
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1D - Hermiteova interpolace

Kromě funkčńıch hodnot zachovává i derivace. Uvažujme tedy, že

máme v každém bodě m parametr̊u (tedy funkčńı hodnoty a m− 1

derivaćıch nejnižš́ıho řádu), pak stupeň polynomu je n ·m− 1.

Obecně tedy hledáme polynom f̃(x) = a1 + a2x+ · · · an·mxn·m−1,

který splňuje

f̃(xi) = yi ,

f̃ ′(xi) = y′i ,

...

f̃ (m−1)(xi) = y
(m−1)
i

pro ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.
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1D - Spline

x1

y1
y1'
y1''=0

y2
y2'
y2''=0 y3

y3'
y3''=0

y4
y4'
y4''=0

y5
y5'
y5''=0

y6
y6'
y6''=0

y7
y7'
y7''=0

y8
y8'
y8''=0

x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

spline

Jedná se o lokálńı typ interpolace.
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1D - Spline

Často se použ́ıvá, pokud známe jenom funkčńı hodnoty, ale

zároveň chceme, aby (lokálńı) interpolačńı funkce byly ”hladké”p̌ri

p̌rechodu mezi intervaly.

To se nejčastěji dělá tak, že nastav́ıme druhou derivaci jako

nulovou a odvod́ıme tvar interpolačńı funkce, která to splňuje.
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1D - Lokálńı interpolace Hermiteova typu

x1

y1
y1'
y1''

y2
y2'
y2''

y3
y3'
y3''

y4
y4'
y4''

y5
y5'
y5''

y6
y6'
y6''

y7
y7'
y7''

y8
y8'
y8''

x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

lokální interpolace Hermiteova typu

Jedná se o pokročilou lokálńı interpolaci.
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1D - Lokálńı interpolace Hermiteova typu

x1

y1
y1'
y1''

y2
y2'
y2''

y3
y3'
y3''

y4
y4'
y4''

y5
y5'
y5''

y6
y6'
y6''

y7
y7'
y7''

y8
y8'
y8''

x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

lokální interpolace Hermiteova typu

Jedná se o pokročilou lokálńı interpolaci.
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1D - Lokálńı interpolace Hermiteova typu

Tentokrát využ́ıváme znalosti nižš́ıch derivaćı (stejně jako u

klasické Hermiteovy interpolace).

Interpolaci ale provád́ıme lokálně, ale zároveň nám zaručuje

spojitost funkčńıch hodnot a p̌ŕıslušných derivaćıch p̌ri p̌rechodu

mezi podintervaly.
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1D - Čebyševova interpolace

Předchoźı metody mohou použ́ıvat libovolně rozḿıstěné body xi,

ale nejčastěji se voĺı ekvidistantně. To ale vede ke zbytečnému

vyč́ıslováńı funkce a taky často k oscilaćım (pro vyš̌śı stupně

polynomu).

Čebyševova interpolace oproti tomu voĺı body chyťre, č́ımž

zamezuje oscilaćım a snižuje počet nutných vyhodnoceńı funkce.
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V́ıce dimenźı



V́ıce dimenźı - Úvod

V této úloze se snaž́ım aproximovat funkci v́ıce proměnných f(~x).

Konstrukce takové interpolačńı funkce je náročněǰśı.
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V́ıce dimenźı - Možnosti

Jedna z nejjednouš̌śıch možnost́ı je zafixovat všechny dimenze

(tedy zvolit fixńı bod) kromě jedné a v ńı pak 1D interpolovat.

Takto postupovat dokud neńı provedena interpolace ve všech

dimenźıch.

Ale často se použ́ıvaj́ı lokálńı interpolace, nejčastěji spline a lokálńı

interpolace Hermiteova typu.

32



Minimalizace



Minimalizace - Úvod

Oproti interpolaci se nyńı snaž́ıme hledat funkci minimalizuj́ıćı

chybu v určité ťŕıdě funkćı.

Tř́ıda funkćı má pověťsinou menš́ı počet volných parametr̊u, než

kolik máme zadaných bodů (oproti interpolace, kde byla rovnost).

Definici chyby si můžeme volit sami, jako p̌ŕıklady mohou složit

maximová norma, euklidovská, atd.
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Minimalizace - Konstantńı funkce

zadaná data

4.5 4.5

3.0

4.5

7.5

9.0

8.0

6.5

Předpokládejme nyńı tyto data, budeme cht́ıt naj́ıt konstatńı

funkci, která minimalizuje chybu.
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Minimalizace - Konstantńı funkce

6.0

průměr

4.5 4.5

3.0

4.5

7.5

9.0

8.0

6.5

Jednou z možnost́ı je udělat pr̊uměr funkčńıch hodnot.

35



Minimalizace - Konstantńı funkce

pseudomedián

4.5 4.5

3.0

4.5

7.5

9.0

8.0

5.5

6.5

Druhou častou možnost́ı je určit medián. Ten je sice méně

náchýlný na chyby v datech ale je těžš́ı ho spoč́ıtat.
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Minimalizace - Libovolnou funkćı

Obecně můžeme samožrejmě minimalizovat libovolnou funkci.

Mějme body xi a původńı data yi, pak se snaž́ıme naj́ıt funkci

φ(x), tak aby platilo

φ(x) = min
φ

(error(yi, xi, φ)),

kde error je obecně definová funkce pro výpočet chyby

minimalizace.

Za error můžeme brát ťreba euklidovskou normu

error(yi, xi, φ) =

√∑
i

(yi − φ(xi))2 .
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Minimalizace - Libovolnou funkćı

Pro obecnou ťŕıdu funkćı (ze které voĺıme φ(x)) se jedná o

relativně složitý problém.

Situace se velice zjednoduš́ı pro ťŕıdu polynomů. To vede na

soustavu lineárńıch algebraických rovnic.
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Důvody



Důvody - Nevědomost

Máme diskrétńı hodnoty (data), neznáme a chceme vědět

I funkčńı hodnoty mezi diskrétńımi hodnotami,

I derivaci, at’ už v daných bodech nebo mezi body,

I odhad chováńı funkce (extrapolace pro nekonečno, atd).
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Důvody - Náročnost

Funkci známe v libovolném bodě, ale jej́ı výpočet je náročný.

Chceme tedy funkci aproximovat, tak aby byl výsledek dostatečně

dobrý.

Výpočet derivace nebo integrálu (primitivńı funkce) je složitý,

proto nejďŕıve funkci aproximujeme něč́ım, co uḿıme lehce

zintegrovat nebo zderivovat.
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