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Metody

Zastaveńı
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Úvod



Úvod - LAR

Mějme základńı úlohu

A~x = ~b, (1)

kde A ∈ Rn,n je regulárńı matice, ~b ∈ Rn je vektor pravé strany a

~x ∈ Rn je hledaný vektor řešeńı.

Provedeme nyńı ekvivaletńı úpravy

A~x = ~b ⇔ ~0 = ~b−A~x ⇔ ~0 = ~b−A~x− ~x+ ~x ⇔
⇔ ~x = ~b−A~x+ ~x ⇔ ~x = ~b−A~x+ I~x ⇔
⇔ ~x = ~b+ (I−A) ~x.

tedy ~x, které splňuje (1), splňuje i tuto rovnici.
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Úvod - Iterace

Na rovnici

~x = ~b+ (I−A) ~x

neńı nic zaj́ımavého, dokud nezadefinujeme rekuretńı tvar

~xk = ~b+ (I−A) ~xk−1 , ∀k ∈ N

a počatečńı odhad ~x0.

Tato posloupnost vektor̊u, pak konverguje ke skutečnému řešeńı

lim
k→∞

~xk = ~x

za určitých podḿınek kladených na matici A.
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Úvod - Prostá iterace

Metodě založené na rovnici

~xk = ~b+ (I−A) ~xk−1 , ∀k ∈ N

a počatečńımu odhadu ~x0 ř́ıkáme metoda prosté iterace.

Tato metoda je velice jednoduchá, ale konverguje velice pomalu a

pro málo typů matic.
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Rozděleńı



Rozděleńı - Princip

Nyńı budeme uvažovat, že matici A rozděĺıme na součet dvou

libovolných matic M a N, tedy

A = M + N.

Úloha (1) p̌rejde tedy do tvaru

M~x = ~b−N~x,

kde označ́ıme ~x na pravé straně jako ~xk a na levé ~xk−1, č́ımž

dostaneme rekurentńı p̌redpis pro řešeńı

M~xk = ~b−N~xk−1. (2)

Abychom takovouto soustavu vy̌rešili, je nutné aby matice M byla

regulárńı, to je také jediný požadavek na rozložeńı.
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Rozděleńı - Matice

Nyńı se pod́ıváme na základńı rozklad matice A.

Matici A rozděĺıme na součet ťŕı matic

A = L + D + U,

kde L je dolńı 4 matice (bez diagonály), D je diagonálńı a U je

horńı 4 matice (bez diagonály).

Jedná se pouze o součet matic (tedy ne jako u LU dekompozice,

kde to byl součin), tedy pouze o vyjmut́ı prvk̊u z matice A.
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Rozděleńı - Matice

A = L + D + U,

A =


a11 a12 · · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · · a2(n−1) a2n
...

...
. . .

...
...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n
an1 an2 · · · an(n−1) ann



L =


0 0 · · · 0 0

a21 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · 0 0

an1 an2 · · · an(n−1) 0
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Rozděleńı - Matice

D =


a11 0 · · · 0 0

0 a22 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · a(n−1)(n−1) 0

0 0 · · · 0 ann



U =


0 a12 · · · a1(n−1) a1n

0 0 · · · a2(n−1) a2n
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 a(n−1)n
0 0 · · · 0 0
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Rozděleńı - Možnosti

Nab́ıźı se nám ťri možnosti (s ohledem na požadavek regulárnost),

jak volit matici M a N

1. M = D a N = L + U,

2. M = L + D a N = U,

3. M = D + U a N = L.
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Metody



Metody - Jacobiho metoda

Pokud použijime prvńı rozděleńı, tedy M = D a N = L + U,

źıskáme Jacobiho metodu.

Ta je výhodná p̌redevš́ım kv̊uli tomu, že jsme schopni jednoduše

matici M invertovat, jelikož je to diagonálńı matice. Můžeme tedy

rovnici (2) p̌repsat rovnou jako

~xk = M−1
(
~b−N~xk−1

)
,

resp.

~xk = D−1
(
~b− (L + U) ~xk−1

)
.
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Metody - Inverze diagonálńı matice

Diagonálńı matici D invertuje jednoduše tak, že na diagonálu

uḿıst́ıme p̌revrácené hodnoty prvk̊u, tedy

D =


d11 0 · · · 0

0 d22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · dnn

 ⇒ D−1 =


1
d11

0 · · · 0

0 1
d22

· · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1
dnn

 .
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Metody - Gaussova-Seidelova metoda

Body 2 a 3 pokryjeme Gaussovou-Seidelovou metodou, jelikož jsou

velice podobné. Matice M bude vždy trojúhelńıková matice, na

vy̌rešeńı soustavy

M~xk = ~b−N~xk−1,

tedy budeme poťrebovat metody prob́ırané minulou hodinu (p̌ŕımé

metody).

Matici N a vektor ~xk−1 známe a jejich násobek dá opět vektor,

označ́ıme si tedy pravou stranu jako ~e = ~b−N~xk−1.
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Metody - Gaussova-Seidelova metoda

Poťrebujeme tedy vy̌rešit soustavu

M~xk = ~e,

kde M je trojúhelńıková. V klasické aritmetice bychom tuto matici

invertovali a źıskali. V aritmetice s konečnou p̌resnost́ı ale raději

použijeme zpětný běh, kv̊uli stabilitě.
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Zastaveńı



Zastaveńı - Úvod

Jak jsem si řekli, vektor ~xk konverguje k vektoru řešeńı ~x. V

numerice ale nemůžeme poč́ıtat do nekonečna a i kdybychom to

dělali, t́ım že poč́ıtáme s konečnou p̌resnost́ı, nemuseli bychom se

dostat k p̌resnému řešeńı.
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Zastaveńı - Podḿınky

Muśıme tedy položit kritérium, kdy iterace zastavit. Nab́ıźı se nám

spousta možnost́ı

1. počet iteraćı

2. rozd́ıl po sobě jdoućıch řešeńı ~xk a ~xk−1

3. rozd́ıl po sobě jdoućıch řešeńı ~xk a ~xk−1 podělený ~xk

4. výpočet ∣∣∣∣A−1∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣A~xk −~b∣∣∣∣∣∣
5. rozd́ıl oproti skutečnému řešeńı, tedy ~b−A~xk
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Zastaveńı - Počet iteraćı

Jedná se velice jednoduchý postup, kdy zafixujeme počet

opakováńı.

Nemáme ale odhad, jak p̌resný máme výsledek.

Nav́ıc pro jednoduché úlohy může doj́ıt zbytečným iteraćım nav́ıc,

jelikož už nemůže źıskat lepš́ı výsledek.
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Zastaveńı - Rozd́ıl dvou řešeńı

Jedná se opět o jednoduchý zastavovaćı algoritmus.

Jeho myšlenka spoč́ıvá v tom, že pokud se dvě po sobě řešeńı nelǐśı

v normě v́ıce jak o ε (nějaké malé reálné č́ıslo), tak může iterace

zastavit.

Tedy dokud plat́ı ||~xk − ~xk−1|| > ε, pak pokračuj s iteracemi.
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Zastaveńı - Rozd́ıl dvou řešeńı

Problém nastavá pro r̊uzně ”velké”vektory. Nebot’ vektory

~v1 =

100

100

100

 , ~v2 =

99

99

99


a

~v1 =

10

10

10

 , ~v2 =

9

9

9


maj́ı r̊uznou absolutńı chybu ale stejnou relativńı (tedy p̌renost). V

prvńım p̌ŕıpadě by bylo zapoťreb́ı v́ıce iteraćı než u druhého (i když

chceme stejně dobrý výsledek).
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Zastaveńı - Rozd́ıl dvou řešeńı podělený

Tento neduh oproti pouhému rozd́ılu dvou řešeńı napravuje

algoritmus, kde iterujeme dokud plat́ı

||~xk − ~xk−1||
||~xk||

> ε .

D́ıky tomu už nezálež́ı na velikosti (v normě) vektor̊u.
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Zastaveńı - Pomoćı vzorce

Pokud použijeme podḿınku∣∣∣∣A−1∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣A~xk −~b∣∣∣∣∣∣
||~xk||

> ε ,

tak dostaneme nejlepš́ı možný odhad p̌resnosti.

Jedná se také o dobrý odhad chyby, ale jinak je to až moc náročné

na výpočet.

Málo kdy se tedy použ́ıvá (jelikož muśıte výpoč́ıtat nebo odhadnout

norma inverzńı matice, což je ekvivalentńı, jako úlohu vy̌rešit).
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Zastaveńı - Rozd́ıl oproti skutečnému řešeńı

Označ́ıme si

~r = ~b−A~xk .

Existuje pak několik způsobů, kdy zastavit

1. ||~r|| < ε,

2. ||~r||||~b|| < ε,

3. ||~r||
||A||·||~xk||+||~b|| < ε.

Prvńı podḿınka ale trṕı opět nep̌rizpůsobeńı škálováńı (tedy jako

Rozd́ıl dvou řešeńı), daľśı dva body jsou velice dobré na

zastavováńı a jsou často použ́ıvány.
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SOR



SOR - Successive over-relaxation

Označ́ıme v Gaussově-Seidelově metodě rozd́ıl po sobě jdoućıch

řešeńı

∆xk = ~xk − ~xk−1,

d́ıky tomu, můžeme napsat

~xk = ~xk−1 + ∆xk .

U metody SOR Successive over-relaxation (tedy superrelaxačńı

metoda) se toto delta násob́ı parametrem ω.
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SOR - Postup

Napoč́ıtáme tedy ~xGS
k pomoćı Gaussovy-Seidelovy metody a

následně provedeme opravu a źıskáme tak nové řešeńı

~xk = ~xk−1 + ω
(
~xGS
k − ~xk−1

)
.

Parametr ω může nabývat hodnot (0, 2〉, jelikož by ale ω < 1

zpomalovalo konvergenci, voĺı se ω ∈ 〈1, 2〉.
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SOR - Optimálńı omega

Optimálńı ω pak odpov́ıdá

ωOPT =
2

1 +
√

1− ρ2(M−1N)
,

kde ρ(M−1N) je spektrálńı poloměr matice M−1N a matice M a

N pocháźı z Gaussovy-Seidelovy metody.

Zjistit spektrálńı poloměr je ale po věťsinou stejně obt́ıžné, jako

vy̌rešit danou soustavu. Často se tedy řešeńı s neoptimálńım ω

pomoćı odhadu spektrálńıho poloměru.
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Programy



Programy - Základńı programy

Spouštěćı program zde

1. Metoda prostých iteraćıch zde

2. Jacobiho metoda zde

3. Gaussova-Seidelova metoda zde

4. Superrelaxačńı metoda zde

+ zpětný běh pro dolńı trojúhelńıkovou matici zde.
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Programy - Porovnáńı počtu iteraćı

Spouštěćı program zde a k němu lehce upravené funkce metod

1. Metoda prostých iteraćıch zde

2. Jacobiho metoda zde

3. Gaussova-Seidelova metoda zde

4. Superrelaxačńı metoda zde

+ zpětný běh pro dolńı trojúhelńıkovou matici zde.
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/porovnani/iteracni_metody_porovnani.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/porovnani/metoda_proste_iterace_iterace.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/porovnani/jacobiho_metoda_iterace.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/porovnani/gaussova_seidelova_metoda_iterace.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/porovnani/sor_iterace.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/gaussova_seidelova_metoda.m


Programy - Porovnáńı r̊uzných zp̊usob̊u zastavováńı

Spouštěćı program zde a k němu upravená Gaussova-Seidelova

metoda se zastavováńım

1. podle počtu iteraćı zde

2. rozd́ılu posobě jdoućıch řešeńı zde

3. rozd́ılu posobě jdoućıch řešeńı podělné posledńım řešeńım zde

4. rozd́ıl pravých stran zde

5. rozd́ıl pravých stran podělený pravou stranou zde

+ zpětný běh pro dolńı trojúhelńıkovou matici zde.
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/zastavovani/zastavovani.m
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/zastavovani/gaussova_seidelova_metoda_b_Ax.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/zastavovani/gaussova_seidelova_metoda_b_Ax_b.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv04/gaussova_seidelova_metoda.m
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