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Č́ısla v poč́ıtači



Č́ısla v poč́ıtači - Celá č́ısla

jméno bity rozsah typy

byte 8 −128 až 127
int8 t (C/C++), shortint (Pascal),

int8 (Matlab/Python)

short 16 −32 768 až 32 767
int (C/C++), Smallint (Pascal),

int16 (Matlab/Python)

long 32 −(231) až 231 − 1
long (C/C++), integer (Pascal),

int32 (Matlab/Python)

Tabulka 1: Přehled vybraných typů celých č́ısel

I výhody: p̌resné výpočty, rychlé

I nevýhody: omezený rozsah, omezené operace

2



Č́ısla v poč́ıtači - Č́ısla s plovoućı čárkou

č́ıslo s plovoućı čárkou (floating-point), jinak tedy reálné č́ıslo (s

konečný počtem platných cifer):

±︸︷︷︸
znaménko

1.2345678︸ ︷︷ ︸
platné cifry

× 102︸︷︷︸
exponent

je nutné definovat speciálńı aritmetiku
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Č́ısla v poč́ıtači - Standard IEEE

standard IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers)

754 definuje

1. aritmetický formát

2. výměné formáty

3. zaokrouhlovaćı pravidla

4. operace

5. výjimky
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Č́ısla v poč́ıtači - IEEE formát

Každé konečné reálné č́ıslo (tedy č́ıslo s plovoućı čárkou) se zkládá

ze ťŕı celých č́ısel

1. s znaménko (a sign) - jednička nebo nula

2. c mantisa (a significand/a coefficient)

3. q exponent (an exponent)

společně s daným základem b (a radix) (2 nebo 10) lze takové č́ıslo

zapsat jako

(−1)s × c× bq.

Speciálně jsou vyhrazené kombinace pro obě nekonečna (±∞) a

pro nedefinované č́ıslo (not a number - NaN).

Často se provad́ı tzv. normalizace, kde řekneme, že každá mantisa

má na začátku 1. Tedy se muśı definovat i speciálně nula (ta neńı

normalizovaná).
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Č́ısla v poč́ıtači - Typy

jméno bity základ b mantisa c exponent q platné č́ıslice

single 32 2 24 8 7− 8

double 64 2 53 11 15− 16

Tabulka 2: Přehled vybraných typů celých č́ısel
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Č́ısla v poč́ıtači - Operace

Operace, které plat́ı i v aritmetice s plovoućı čárkou (pro x, y a z

jako reálné č́ısla s plovoućı čárkou)

I 1 · x = x,

I 0 · x = 0,

I x · y = y · x,

I x + x = 2x,

a které nemuśı vždy platit

I x · 1x = 1,

I (x + y) + z = x + (y + z).
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Č́ısla v poč́ıtači - Strojové epsilon

Strojové epsilon ε je definované jako

I počet platných cifer ale v dvojkové soustavě (těžko

p̌redstavitelné) (2−c, kde c je mantisa)

I rozd́ıl č́ısla 1 a nejbližš́ıho věťśıho č́ısla než 1.

Udává relativńı změnu posobě jdoućıch č́ısel.

Rozděleńı č́ısel p̌ri základu 2 (p̌ri změně exponentu se měńı násobek ε)

. . . , 1, 1+ε, 1+2ε, . . . , 2−ε, 2, 2+2ε, 2+4ε, . . . , 4−2ε, 4, 4+4ε, . . .

Strojové epsilon pro

I single precision εsp = 2−24 ≈ 5.96× 10−8,

I double precision εdp = 2−53 ≈ 1.11× 10−16.
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Č́ısla v poč́ıtači - Odhad strojového epsilonu - algoritmus

1. definujeme jednicka := 1.0 a epsilon := 0.1

2. dokud jednicka + epsilon > jednicka

2.1 zmenš́ıme epsilon dvakrát,

epsilon := epsilon/2

3. výsledný odhad strojového epsilon 2*epsilon (jelikož posledńı

epsilon už nezměnilo jedničku, tak se muśıme vrátit o jedno zpět)

Naprogramujte tento algoritmus a porovnejte výsledek se správným

strojovým epsilonem.
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Č́ısla v poč́ıtači - Odhad strojového epsilonu - výsledek

Výsledný program je ke stažený zde.

Výstup je následný

Vid́ıme, že odhad je to relativně solidńı.
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv02/strojove_epsilon.m


Č́ısla v poč́ıtači - Nejmenš́ı kladné č́ıslo

Druhým zaj́ımavým údajem může být nejmenš́ı kladné č́ıslo.

Každé menš́ı č́ıslo bude zaokrouhleno na nulu.

Kv̊uli normalizaci bude zač́ınat jedničkou a bude ḿıt nejvěťśı

možný záporný exponent.

Nejmenš́ı č́ıslo pro

I single precision minsp = 2−150 ≈ 1.1× 10−38,

I double precision mindp = 2−1074 ≈ 5.0× 10−324.
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Č́ısla v poč́ıtači - Odhad nejmenš́ıho kladného č́ısla - algoritmus

1. definujeme mozne nejmensi := 1.0

2. dokud mozne nejmensi > 0.0

2.1 zapamatujeme si nejmensi jako posledńı možné,

nejmensi := mozne nejmensi

2.2 zmenš́ıme mozne nejmensi dvakrát,

mozne nejmensi := mozne nejmensi/2

3. výsledný odhad nejmenš́ıho kladného č́ısla nejmensi

Naprogramujte tento algoritmus a porovnejte výsledek se správným

nejmenš́ım č́ıslem.
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Č́ısla v poč́ıtači - Odhad nejmenš́ıho kladného č́ısla - výsledek

Výsledný program je ke stažený zde.

Výstup je následný

Námi zjǐstěné nejmenš́ı kladné č́ıslo a udávané Matlabem se lǐśı. Je

ale schopen rozeznat to naše (které nezaokrouhĺı na nulu).
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv02/nejmensi_kladne_cislo.m


Chyby



Chyby - Typy chyb

Chybu p̌ri p̌revodu z matematického modelu na numerický označujeme

také jako chybu metody (truncation error).
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Chyby - Zaokrouhlovaćı

Při řešeńı úlohy na poč́ıtači (tedy s č́ısly s pohyblivou čárkou/s

konečnou p̌resnost́ı) docháźı k zaokrouhlovaćım chybám (roundoff

errors).

Důležité je, aby se tato chyba nestala v metodě osudnou.

Definujeme u jako polovinu strojové p̌resnosti, tedy u := ε/2.
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Chyby - Operace

Operace +, −, ∗ a / se provedou p̌resně a výsledek je zaokrouhlen,

tak aby byl opět v daném typu.

Tedy plat́ı

1. fl(x± y) = (x± y)(1 + ε1), |ε1| < u,

2. fl(x ∗ y) = (x ∗ y)(1 + ε2), |ε2| < u,

3. fl(x/y) = (x/y)(1 + ε3), |ε3| < u,

kde fl je zaokrouhleńı do daného typu.
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Chyby - Absolutńı a relativńı

Mějme x p̌resnou hodnotu a x̃ p̌ribližnou, pak znač́ıme

I absolutńı chybu A(x) := |x̃− x| a jej́ı horńı dohad

a(x) ≥ A(x),

I relativńı chybu R(x) := |x̃−x|
x a jej́ı horńı odhad

r(x) ≥ R(x).
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Chyby - Chyby operaćı

Odhad absolutńı a relativńı chyby sč́ıtáńı, resp. odč́ıtáńı je

a(x± y) = a(x) + a(y) ⇒ r(x± y) =
a(x) + a(y)

|x± y|
,

pro násobeńı

a(x ∗ y) = |x|a(y) + |y|a(x) ⇒ r(x ∗ y) = r(x) + r(y)

a děleńı

a(x/y) =
|x|a(y) + |y|a(x)a(x) + a(y)

y2
⇒ r(x/y) = r(x)+r(y).

18



Chyby - Kritické operace

Je vidět, že sč́ıtáńı, násobeńı a děleńı nemůže výrazně změnit

relativńı chybu.

Oproti tomu, pokud p̌ri odč́ıtáńı budeme pracovat s podobnými

č́ısly, může chyba r̊ust hodně.

Tedy pokud x→ y, pak r(x− y)→∞.
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Chyby - Rekurentńı vzorec

Definujeme následnou rekurentńı posloupnost

an+1 :=
34

11
an −

3

11
an−1

s počátečńımi hodnotami a0 = 1 a a1 = 1
11 .

Najděte p̌redpis pro n-tý člen. Porovnejte výsledky rekurentńıho

vzorce a vzorce pro n-tý člen pro n ∈ {5, 10, 20, 30}.
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Chyby - Rekurentńı vzorec - výsledek

Program naleznete zde.

Závislost relativńıho rozd́ılu rekurentńıho vzorce a vzorce pro n-tý

člen na n

Vid́ıme, že chyba roste exponenciálně (jelikož osa y je

logaritmická). To je dáno právě odč́ıtáńım podobných č́ısel.
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv02/posloupnost.m


Chyby - Závislost chyby na délce kroku

Nyńı zkuśıme spoč́ıtat derivaci funkce

f(x) := sin(x).

Tedy analyticky

f ′(x) := cos(x).

Použijeme dop̌rednou a centrálńı diferenci a vykresĺıme relativńı

chybu v závislosti na délce kroku h.
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Chyby - Závislost chyby na délce kroku - výsledek

Program naleznete zde.

Chováńı dop̌redné a centrálńı diference v závislosti na délce kroku h

Vid́ıme, že do určité hodnoty h je centrálńı diference (tedy metoda

vyš̌śıho řádu) lepš́ı, ale jakmile se dostane do kriticky krátkého h,

chyba se začne zvěťsovat.

Vlevo se jedná o chybu zaokrouhlovaćı, napravo o chybu metody.
23

http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv02/porovnani_chyb.m


Citlivost



Citlivost - Definice

Citlivost (jinak také podḿıněnost) je vlastnost dané úlohy

popisuj́ıćı vliv malé změny vstupńıch dat na změnu řešeńı.

Matematicky: Mějme dvě vstupńı data x a x̃ a k nim p̌ŕıslušné

řešeńı y, resp. ỹ, pak pokud je č́ıslo podḿıněnosti úlohy dané

Cp =

|y−ỹ|
y

|x−x̃|
x

muśı malé, úloha je dob̌re podḿıněná, v opačném p̌ŕıpadě je

špatně podḿıněná.
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Citlivost - Dob̌re a špatně podḿıněná úloha

Tedy pokud Cp ∼ 1 je úloha dob̌re podḿıněná, pokud Cp > 100

úloha je špatně podḿıněná.

Často i řeš́ıme špatně podḿıněné úlohy, je ale poťreba volit

speciálńı metody, které jsou odolné.

Pro Cp > ε−1 neńı úloha řešitelná v dané p̌resnosti.
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Stabilita



Stabilita - Definice

Stabilńı metoda je taková, kde chyba roste s počtem krok̊u

maximálně lineárně.

U nestabilńı metody dojde k akumulaci chyb, až dojde ke

katastrofálńı ztrátě p̌resnosti.

Nestabilita může být dána jak zaokrouhlovaćı chybou tak i chybou

metody. Často se vyskytuje p̌ri řešeńı diferenciálńıch rovnic.
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Stabilita - Pád meteoritu

Meteorit, který padá skrze atmosféru, je bržděn exponenciálně.

Jeho rychlost je dána diferenciálńı rovnićı

dv

dt
= −v(t).

Jej́ı analytické řešeńı je

v(t) = C exp(−t),

kde C je konstanta závislá pouze od počátečńı podḿınky.

Pod́ıvejte se na řešeńı této rovnice numericky pomoćı dop̌redné a

centrálńı diference s počátečńımi podḿınkou v(t = 0) = 1.
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Stabilita - Pád meteoritu - výsledek

Program naleznete zde.

Porovnáńı chováńı centrálńı diference oproti dop̌redné v pr̊uběhu

času (̌rešeńı rovnice)

Vid́ıme, že metoda centrálńı diference je nestabilńı a jej́ı chyba

časem roste exponenciálně (opět je osa y v pravém grafu

logaritmická).

Oproti tomu dop̌redná diference je stabilńı, i když je na začátku

hořśı než metoda prvńı.
28

http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv02/nestabilita_pad_meteoritu.m


Nav́ıc



Nav́ıc - Důkaz neplatnosti asociativity

Mějme n ∈ N a řekněme, že chceme seč́ıst následuj́ıćı řádu

Sn =

n∑
i=0

(
10

11

)i

.

Pokud by tato aritmetika byla asociativńı, nezáleželo by, jestli

sč́ıtáme sestupně nebo vzestupně.

Naprogramujte vzestupný i sestupný součet a výsledek porovnejte

pro n ∈ {10, 100, 200}. (Zkuste to pro single i double p̌resnost).
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Nav́ıc - Důkaz neplatnosti asociativity - výsledek

Program v double precision naleznete zde. Výstup pro n = 200

Vid́ıme, že rozd́ıl je až na 16. pozici (tedy, která už nemuśı být

směrodatná). Tedy tento algoritmus je v double precision asociativńı.

Program v single precision naleznete zde. Výstup pro n = 200

Oproti tomu v single precision je rozd́ıl už na druhé platné cif̌re, tedy

tady asociativita neplat́ı a zálež́ı jak sč́ıtáme.
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv02/neplatnost_asociativity_double.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv02/neplatnost_asociativity.m


Nav́ıc - Výpočet funkčńı hodnoty

Máme funkci

f(x) :=
1− cos(x)

x2
.

Vykresĺıme chováńı takovéto funkce v okoĺı 0.
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Nav́ıc - Výpočet funkčńı hodnoty - výsledek

Program naleznete zde.

Vykresleńı funkce na intervalu 〈−0.1; 0.1〉 pro tiśıc bodů (levý

obrázek) a pro milión bodů (pravý obrázek) (resp. jeho detail)

Vid́ıme, že okolo nuly, kde je funkčńı hodnota cos(x) bĺızká

jedničce, docháźı k nestabilitě, jelikož odč́ıtáme dvě podobná č́ısla.
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http://kfe.fjfi.cvut.cz/~zeman/NME/cv02/funkcni_hodnota.m
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