
Př́ıklad řešeńı úlohy s tridiagonálńı matićı
(řešeńı Poissonovy rovnice)

• Odvozeńı Poissonovy rovnice:
Elektrické pole ~E je d̊usledkem statické hustoty ρ volných náboj̊u, což je popsáno Maxwello-

vou rovnićı

∇ ~E =
ρ

ε0
,

kde ε0 je dielektrická konstanta.
Statické pole lze popsat skalárńım potenciálem φ jako

~E = −∇φ.

Z těchto rovnic vyplývá Poissonova rovnice

∇2φ = − ρ

ε0
,

která udává vztah mezi rozložeńım volných elektrických náboj̊u a elektrickým potenciálem.
V jedné dimenzi má Poissonova rovnice tvar

∂2φ

∂x2
= − ρ(x)

ε0
.

Tato rovnice má uvnitř určité oblasti prostoru jediné řešeńı, pokud jsou dobře specifikované
podmı́nky na okraji této oblasti. Podmı́nky jsou dobře specifikovány např́ıklad když známe
potenciál φ na hranićıch oblasti.

• Zadáńı úlohy:
Z Poissonovy rovnice chceme vypoč́ıtat elektrický potenciál uvnitř oblasti x ∈ [0, 1], když

je známa nábojová hustota ρ(x) v této oblasti a elektrický potenciál φ v obou krajńıch bodech
(x = 0 a x = 1) je nulový.

• Prvńı fáze řešeńı: Diskretizace

– Nejprve muśıme úlohu diskretizovat, tedy vyjádřit Poissonovu rovnici pomoćı konečných
diferenćı.

– Bud’ si konečnou diferenci pamatujeme, nebo odvod́ıme z Taylorova rozvoje:

φ(x+ h) = φ(x) + h
∂φ(x)

∂x
+
h2

2

∂2φ(x)

∂x2
+ O(h3),

φ(x− h) = φ(x)− h ∂φ(x)

∂x
+
h2

2

∂2φ(x)

∂x2
+ O(h3)

⇒ φ(x+ h) + φ(x− h) = 2φ(x) + 2
h2

2

∂2φ(x)

∂x2
+ O(h3)

⇒ ∂2φ(x)

∂x2
=

φ(x+ h)− 2φ(x) + φ(x− h)

h2
+ O(h).

Zanedbáme O(h) a máme konečnou diferenci která aproximuje druhou derivaci s přesnost́ı
1. řádu.
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– Numericky tedy budeme řešit rovnice

φ(x+ h)− 2φ(x) + φ(x− h)

h2
= − ρ(x)

ε0

neboli

φ(x) =
φ(x+ h) + φ(x− h) + h2ρ(x)/ε0

2
,

přičemž v́ıme že φ(0) = φ(1) = 0 a na celém intervalu [0, 1] máme zadánu nábojovou
hustotu ρ(x) a konstantu ε0.

– Rozděĺıme výpočetńı oblast pro jednoduchost jen na 4 podintervaly o délce h = 0.25.

φ(x+ h) + φ(x− h) = 2φ(x) + h2∂
2φ(x)

∂x2
(7)

neboli

∂2φ(x)

∂x2
=

φ(x+ h)− 2φ(x) + φ(x− h)

h2
. (8)

Numericky tedy musime resit rovnice typu

φ(x+ h)− 2φ(x) + φ(x− h)

h2
= − ρ(x)

ε0
, (9)

resp.

φ(x) =
φ(x+ h) + φ(x− h) + h2ρ(x)/ε0

2
, (10)

pricemz vime, ze φ(0) = 0, φ(1) = 0, a vsude uvnitr intervalu (0, 1) mame
zadanou hustotu ρ(x). Podivejme se, jak na to pokud bychom rozdelili in-
terval (0, 1) pouze na 4 casti (tedy h = 0.25).

φ(0) zname, zde neni co resit. K vypoctu φ(0.25) potrebujeme znat φ(0)
a φ(0.5) (ρ(0.25) samozrejme zname). K vypoctu φ(0.5) potrebujeme znat
φ(0.25) a φ(0.75). A nakonec k vypoctu φ(0.75) potrebujeme znat φ(0.5) a
φ(1), ktere opet jiz zname.

Dostaneme tak soutavu rovnic, ktera nam φ popisuje jako:

φ(0.25) =
φ(0.5) + φ(0) + h2ρ(0.25)/ε0

2

φ(0.5) =
φ(0.75) + φ(0.25) + h2ρ(0.5)/ε0

2

φ(0.75) =
φ(1) + φ(0.5) + h2ρ(0.75)/ε0

2

Oznacime x1 = φ(0.25), x2 = φ(0.5), x3 = φ(0.75) a b1 = cρ(0.25), b2 =
cρ(0.5), b3 = cρ(0.75), kde c = h2/(2ε0). Mame tedy soustavu

2

Hodnotu φ(0) známe (okrajová podmı́nka), takže v bodu x = 0 nic neřeš́ıme, dále

φ(0.25) =
φ(0.50) + φ(0) + h2ρ(0.25)/ε0

2
,

φ(0.50) =
φ(0.75) + φ(0.25) + h2ρ(0.50)/ε0

2
,

φ(0.75) =
φ(1) + φ(0.50) + h2ρ(0.75)/ε0

2

a konečně φ(1) opět známe.

– Poznámka: Pokud bychom rovnice chtěli řešit postupně, pak v prvńı a druhé bychom vždy
znali to co je černě ale ne to co je červeně. Rovnice tedy muśıme řešit skutečně najednou
jako soustavu.

• Druhá fáze: Řešeńı soustavy

– Dosad́ıme φ(0) = φ(1) = 0 a dále označ́ıme

x1 = φ(0.25), x2 = φ(0.5), x3 = φ(0.75),

b1 =
h2

2 ε0
ρ(0.25), b2 =

h2

2 ε0
ρ(0.5), b3 =

h2

2 ε0
ρ(0.75)

a máme soustavu

x1 = 1
2 x2 + b1,

x2 = 1
2 x3 + 1

2 x1 + b2,

x3 = 1
2 x2 + b3,

neboli maticově 
1 −0.5 0
−0.5 1 −0.5

0 −0.5 1




x1
x2
x3

 =


b1
b2
b3

 ,

což je soustava s tridiagonálńı matićı, kterou umı́me vyřešit standardńım postupem.
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• Poznámka: Při rozděleńı na v́ıce podinterval̊u (pro dosažeńı vyšš́ı přesnosti) dostaneme stejnou
soustavu s tridiagonálńı matićı, jen o vyšš́ı dimenzi: pro N interval̊u

1 −0.5 0 0 0 0
−0.5 1 −0.5 0 0 0

0 −0.5 1 −0.5 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 0 0 −0.5 1 −0.5
0 0 0 0 −0.5 1





x1
x2
x3
...

xN−2

xN−1


=



b1
b2
b3
...

bN−2

bN−1


.
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