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Abstrakt

Prace pojednava o hydrodynamickém modelovani plasmatu a ma dvé zakladni c¢asti.
Prvni se zabyva vypoctem absorpce laserové energie. Pro urceni sifeni fokusovaného
laserového svazku v plasmatu je pouzit algoritmus trasovani paprski. Hlavnimy me-
chanismy absorpce energie je inverzni brzdné zafeni a rezonancni absorpce. Tento mo-
del byl za G¢elem simulace interakce intenzivniho laserového svazku s ter¢ikem tvote-
nym jednou, pfipadné dvémi foliemi, implementovan do 2D Arbitrary Lagrangian-
Eulerian (ALE) hydrodynamického kédu. Druhé ¢ast prace je vénovéana remapovani
konzervativnich veli¢cin v ALE metodé. Navrhnuté remapovani pouziva po ¢astech
parabolickou rekonstrukci a je tfetitho radu presnosti na hladkém feseni. Uvadime
vysledky ziskané pouzitim tohoto remapovani v ALE metodé a v testu cyklického
remapovani.

Klicova slova: trasovani paprski, laserové plasma, ALE, remapovani

Title: Numerical methods for laser plasma modeling
Author: Jan Velechovsky

Abstract

The thesis deals with hydrodynamical modeling of laser plasma and has two basic
parts. The first one is concerned with computation of laser energy deposition. Ray tra-
cing algorithm is developed to determine focused laser beam propagation in plasma.
The main deposition mechanism of its energy are inverse bremsstrahlung and reso-
nant absorption. This model was implemented to 2D Arbitrary Lagrangian-Eulerian
(ALE) hydrodynamical code to simulate interaction of the intense laser beam with
single- and double-foil target. The second part of the thesis is dedicated to con-
servative quantity remapping in ALE method. Proposed remapping technique use
piecewise parabolic reconstruction and is third order accurate on smooth solution.
Results obtained by the remapping in ALE method and cyclic remapping tests are
shown.
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Uvod

Numerické modelovani fyzikalnich procestt je mocnym néastrojem moderni fyziky.
Prestoze matematicky aparat vzdy popisuje stav a vyvoj systému pouze v jistém
pribliZzeni, je nalezeni analytickych feSeni ve skuteénym komplexnich fyzikalnich sys-
témech nemozné. K ziskani feseni je nutné navrhnou prislusné numerické postupy a
modelovat tyto procesy za pouziti vypocetni techniky.

V této praci zkoumame vybrané aspekty hydrodynamickych modelti. Jedna
se 0 modely dynamiky tekutin a také o modely sifeni laserového zareni v plasmatu
pro modelovani interakce zareni vykonového pulsniho laseru s hmotou. Tu v nasem
pripadé predstavuje tercik, ktery se vlivem absorbované energie zareni rychle ohiiva
a ze kterého expanduje plasma v koroné proti sméru dopadajiciho zafeni.

Prvnim cilem prace je zdokonaleni modelu absorpce zahrnutim sbihavosti
laserového svazku a implementace tohoto modelu do kédu PALE [1, 2]. Tato ¢4st na-
vazuje na bakalarskou préci [3] zabyvajici se modelovanim absorpce laserového zafeni
v plasmatu. V ni byla popsana zakladni fyzika interakce a predstaveny jednoduché
modely absorpce v 1D a ve 2D. Zde zminény proces interakce laserového zareni s
plasmatem popiseme diikladnéji, a to jak z hlediska sméru Siteni zareni, tak i atlumu.
Soustfedime se na nanosekundové laserové pulsy s frekvenci ve viditelném spektru s
maximalni intenzitou fadové 10'® W /cm?. Piedstavime zde realisti¢t&jsi numericky
model zaloZeny na sledovani trajektorii jednotlivych paprski [4, 5] sbihavého lasero-
vého zareni, navrhneme jeho implementaci a provedeme nékolik simulaci pro srovnani
s jednodussimi modely. Pro popis sifeni laserového pole v plasmatu pouzivame pfi-
blizeni geometrické optiky, které zanedbava jeho vlnové vlastnosti. Pozadujeme tedy,
aby charakteristické rozméry plasmatu byly velké ve srovnani s vlnovou délkou za-
feni. Uvazovanymi mechanismy deponovani energie v plasmatu jsou inverzni brzdné
zafeni a rezonancni absorpce [6]. Protoze rychlost laserového zafeni je nesrovnatelné
vyssi nez rychlost pohybu vlastniho plasmatu, mizeme Tesit Siteni zareni a absorpci
energie laseru v kazdém casovém kroku simulace nezavisle. Problém interakce laseru
s plasmatem si rozdélime jednak na hledani optické drahy, a pak na popis utlumu
zafeni podél této trajektorie.

Druhéa cast prace se vénuje vlastnimu numerickému feseni soustavy hydro-
dynamickych rovnic, konkrétné pak metodé ALE [7] kombinujici Lagrangeovsky a
Eulerovsky pristup. Dilezitou soucasti této metody je remapovani, tedy konzerva-
tivni interpolace zachovavajicich se veli¢in ze staré Lagrangeovské sité na vyhlazenou



sif. Soucasné metody remapovani [8, 9, 10] pouzivaji pfed integraci pfes buiiky vy-
hlazené sité rekonstrukci, ktera je po ¢astech linearni, a jsou druhého fadu presnosti
na hladkém feseni. Cilem této Casti je navrh remapovani vyuzivajictho po c¢astech
parabolickou rekonstrukci, které bude tiretiho fadu presnosti a zaroven nebude vy-
tvaret nové extrémy v okoli razovych vin na nespojitych resenich. Jednim ze zndmych
pristupit vedoucich ke splnéni posledni jmenované vlastnosti je omezeni koeficientii
rekonstrukce pomoci tzv. limitert [11]. Tyto limitery pouZivaji napiiklad nékolik riiz-
nych diferenc¢nich nahrad pro vypocet derivaci v dané bunce vypocetni sité a jejich
vhodnou kombinaci se snazi predejit vzniku novych extrémid pri remapovani. Po-
piSeme vybrané limitery pro po ¢astech linearni [12, 13] a po ¢astech parabolickou
rekonstrukei [14, 15, 16] a porovname jejich vysledky na problému cyklického rema-
povani. Bude nas zajimat predevsim experimentalni ovéfeni jejich fadt konvergence
na hladkém teSeni a zachovani mezi v nespojitych pfipadech. Vysledky srovname s
remapovanim vyuzivajicim metody FCT [17], ktera hledd vhodnou kombinaci mezi
toky nizkych fadt zachovavajicich meze a toky vyssich rfadiu presnéjsich na hladkém
feSeni. Vybrané remapovani pouzijeme k rozsireni 1D Lagrangeovské metody vyso-
kého tadu presnosti na hladkém feseni [18] na ALE metodu a ovéfime zachovani fadu
konvergence na hladkém feSeni.

Obsah prace si nyni popiseme podrobnéji. V prvni kapitole uvadime systém
rovnic hydrodynamického modelu pro dynamiku tekutin a pro laserové plasma for-
mulovany v Lagrangeovskéch soutadnicich. Zminujeme zde predpoklady jeho pouziti
a davame do souvislosti dvé rizné Lagrangeovské formulace pouzité v modelech [1] a
[18].

Druhéa kapitola se zabyva sifenim elektromagnetického zareni v plasmatu.
Kromé zakladnich disperznich vztahti pro plasma zde popisujeme urceni sméru Sifeni
a hlavni mechanismy absorpce energie laseru. Predstavujeme Gaussovsky model pro
popis fokusovaného laserového svazku. Déle formulujeme model absorpce na kritické
plose a model s trasovanim paprski pro tento laserovy svazek a navrhujeme jejich
implementaci na logicky ortogonélni ¢tyithelnikové siti do 2D kédu PALE.

Treti kapitola je vénovana remapovani v ALE metodé. Uvadime zde rtzné
pristupy pro vypocet po castech linedrni a predevsim po ¢astech parabolické rekon-
strukce vyuzivané v remapovani vysokého rfadu presnosti. V zavéru kapitoly popisu-
jeme rozsifeni Lagrangeovské metody vysokého fadu presnosti na hladkém FeSeni [18]
na ALE metodu.

Posledni kapitola je pak zaméfena na testovani modelu absorpce laserového
zareni s trasovanim paprsktim a testovani riznych metod remapovani. Trasovani pa-
prskti ovérime pii modelovani interakce laserového zatreni s pevnym tercikem tvore-
nym jednou, respektive dvémi slabymi kovovymi foliemi. Rizné metody remapovani
ovérime na problému cyklického remapovani a vybranou metodu také v kompletni
ALE metodé pro hydrodynamiku tekutin.



Kapitola 1

Hydrodynamicky model laserového
plasmatu

V této kapitole uvedeme predpoklady pouziti hydrodynamického popisu, dale uve-
deme systém rovnic popisujici dynamiku tekutin, respektive laserového plasmatu,
formulovany v Lagrangeovskych soutadnicich. Vybranym aspektim jeho numeric-
kého feseni se vénujeme v dalsich kapitolach. Jmenovité se jedna o absorpci laseru
metodou trasovani paprsktt v 2D ALE kédu pro laserové plasma a o rozsifeni 1D
Lagrangeovského kédu vysokého fadu presnosti pro popis tekutin na kompletni ALE
metodu s remapovanim vysokého radu presnosti. Pro oba zminéné pripady v této
kapitole uvedeme matematickou formulaci problému.

Hydrodynamicky popis se pouziva predevsim pro modelovani komplexniho
problému interakce laseru s terciky, ktery by bylo mozno jen obtizné modelovat po-
moci casticovych kédi. Tyto kédy fesi pohybové rovnice pro vlastni ¢astice plasmatu
a byvaji tedy vypocetné naro¢né. Dalsi moznosti je popis plasmatu pomoci kinetické
teorie, kde hleddme distribu¢ni funkei f(Z, U, t) udavajici pocet ¢astic v daném misté
s danou rychlosti. Kineticky popis se tak neomezuje pouze na stavy s lokalni termo-
dynamickou rovnovahou, ovSem je rovnéz vypocetné naroc¢ny. V hydrodynamickém
popisu si musime vystacit s rovnovaznym rozdélenim rychlosti popsanym jedinym
parametrem — teplotou.

Predpoklady pro pouziti hydrodynamického popisu laserového plasmatu mo-
hou byt snadno ilustrovany uvazenim vlivu zahfivani plasmatu na distribuc¢ni funkci,
stfednimi dobami vymény energie mezi ¢asticemi plasmatu a jejich volnymi drahami.
Tyto casové a prostorové parametry musi byt mensi nez typické rozméry zkouma-
ného laserového plasmatu. Je mozné ukazat, Ze distribuc¢ni funkce elektront zahti-
vanych srazkovou absorpci pro stfedni intenzity laserfl, tj. pro parametr I - A2 <
10 W/cm? - ym?, se viznamné neodlisuje od rovnovdzného Maxwellovského roz-
déleni [6].

Zékladem obecného hydrodynamického popisu jsou zadkony zachovani hmoty,
hybnosti a energie. Ty jsou v ptripadé nevazké kapaliny vyjadieny soustavou Eulero-
vych rovnic. Obecnéjsi pripad predstavuji Navier-Stokesovy rovnice. Tyto rovnice je
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4 KAPITOLA 1. HYDRODYNAMICKY MODEL LASEROVEHO PLASMATU

tfeba uzavtit stavovou rovnici, svazujici spolu tlak, teplotu, vnitini energii a hustotu,
a v pripadé laserového plasmatu je doplnit o dalsi relevantni fyzikalni procesy, jako
je absorpce laseru ¢i tepelna vodivost.

V pripadé numerického feseni téchto rovnic na pocitac¢i rozdélime simulo-
vanou oblast na velky pocet malych podoblasti, ve kterych nahradime derivace ko-
necnymi diferencemi a soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic tak prevedeme na
soustavu rovnic obycejnych. Toto déleni zpravidla provadime zavedenim vypocetni
sit&!. Jsou zde mozné dva piistupy. Eulerovské metody pouzivaji pevnou vypodcetni
sit a pocitaji toky hydrodynamickych veli¢in mezi jejimi buiikami. Naopak Lagran-
geovsky pristup fixuje pohyb vypocetni sité na pohyb zkoumané latky. Pohybliva
vypocetni sit jednak umozinuje snadnou formulaci okrajovych podminek v piipadé
pohybujicich se rozhrani a také prirozenym zpiisobem meéni prostorové rozliseni sité
pri kompresi ¢i expanzi latky. Tyto dvé vlastnosti jsou klicové pro modelovani inter-
akce laseru s tercikem, kde se setkavame jak s volnym rozhranim pii expanzi plasmatu
do vakua, tak s vyraznou zménou velikosti oblasti simulované interakce.

Zakladni soustava Eulerovych rovnic v Lagrangeovskych souradnicich mé tvar

d
Tf+polivﬁ:0 (1.1)
d—)
pﬁ +gradp =0 (1.2)
d
pé tpdivi =0, (1.3)

kde p znadi hustotu, « rychlost, p tlak, ¢ = E/p — 4*/2 vnitini energii na jednotku
hmoty, E celkovou energii na jednotku objemu. Derivace % podél trajektorie pfitom
obsahuje advektivni ¢len, tedy

d o
Frimie + 4 - grad,
pohyb vypocetni sité je popsan rovnici
dz
@
a stavova rovnice ma tvar
p=ppe).

Pro modelovani laserového plasmatu musime zdkon zachovani energie (1.3)
doplnit o tepelnou vodivost a absorpci laseru, prejde tedy na tvar

de

P +p divi = — div ] + div(s grad T, (1.4)

kde T oznacuje teplotu, x tepelnou vodivost a I Poyntingtiv vektor, tedy hustotu
toku energie laseru, dale nazyvanou téz intenzita. Tento fyzikalni model laserového

IExistuji i jiné zptisoby feseni hydrodynamickych rovnic, viz. napt SPH



plasmatu je pouzit v dvoudimenzionalnim ALE? [7] kédu PALE [1, 2]. Vypo¢tu diver-
gence intenzity laserového pole pomoci trasovani paprski v tomto kédu se podrobné
vénujeme v druhé kapitole. Popis tepelné vodivosti ¢i feseni vlastni hydrodynamiky
v kédu PALE je mozné nalézt v [2]|. Pro presnéjsi popis laserového plasmatu je mozné
dalsi rozsifeni téchto rovnic, napiiklad o radiacni transport, magneticka pole, trans-
port neterméalnich?® ¢astic, dvouteplotni* model, piifazujici oddélené teploty ionttim
a elektronim, a dalsi. Aplikaci téchto modeli v hydrodynamickych kédech popisuje
napf. [6].

V hydrodynamickém popisu se setkdvame i s jinym tvarem Eulerovych rovnic
v Lagrangeovskych souradnicich. Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze jednodi-
menzionélni ptipad. Zakon zachovani hmoty piepiSeme pro proménou 7 = 1/p

d /1 , , dr drdp 1 dp
S (2) = divu=0,nebot — =L _ L
Pt (p> wu=0,mebot g = T T 2w

Vyjadfenim vnitini energie € ve tvaru € = e — u?/2, pfejdeme v rovnici (1.3) k
vyjadreni pro celkovou energii na jednotku hmoty e

Clen (pS + g—i) je diky zékonu zachovani hybnosti (1.2) roven nule.
Déle 1ze zavést pocatecni soufadnici xy a prepsat rovnice vzhledem k této

soutfadnici. Pohybujici se souradnice z je pak funkei z = x(z0,t) a plati z(x¢,0) = .
Céastice latky s pocatecni polohou zg je tedy v ¢ase t na soufadnicich x = x(xg, ).

Uvéazenim
0 0 dx
ErN 9z dag a /VOPO Zo /V,O r=my,

nebot hmota libovolného objemu my se v Lagrangeovskych soufadnicich zachovava,

2 Arbitrary Lagrangian-Eulerian, viz kapitola 3

3napiiklad tzv. rychlé elektrony, jejichZ zavedenim miiZzeme aproximovat nerovnovazné rozdéleni
rychlosti v jejich distribuéni funkci

4V teorii plasmatu se setkdvame téz s dvoukapalinovym modelem, kde je pohyb elektroni a iont@
feSen samostatné a provazan pomoci elektromagnetické interakce. Tento popis je vhodny k teoretické
analyze plasmovych viln a nestabilit, nicméné v hydrodynamickych simulacich nejsme schopni rychly
pohyb elektront od iontl probihajici s plasmovou frekvenci (v pfipadé laserového plasmatu fadové
1013 — 101 [s71], viz (2.2)) rozligit.



6 KAPITOLA 1. HYDRODYNAMICKY MODEL LASEROVEHO PLASMATU

1ze Eulerovy rovnice (1.1) — (1.3) pfepsat na koneény tvar

d 1 ou
du (9p
= 1.
Po 8 o ( 7)
de 8
E+8_( pu) =0, (1.8)

kde pgy je pocatecni hustota a pohyb sité se opét vypocte fesenim

—(xo,t) = u(x(xq,t),t) . (1.9)

Tato formulace je pouZzita ve ¢lanku [18] prezentujicim 1D hydrodynamickou metodu
vysokého fadu presnosti. Konkrétné se jedna nespojitou Galerkinovu metodu pracu-
jici s aproximaci stavovych veli¢in ve stfedech bunék vypocetni sité. Tato metoda je
prirozenym rozsifenim metody konec¢nych objemt ve smyslu pouziti po ¢astech poly-
nomialni aproximace neznamych. Volba aproximace navic umoznuje volit fad metody,
a to az do tfetiho radu presnosti na hladkém feSeni. Diilezitou vlastnosti metody je
také respektovani druhého zakonu termodynamiky, tedy riist entropie a s nim spojeny
prevod kinetické na vnitini energii v oblasti razovych vin. Blizsi popis 1ze nalézt ve
zminéném clanku. Ve treti kapitole této prace se budeme vénovat rozsifeni této cisté
Lagrangeovské na kompletni ALE metodu.



Kapitola 2

Absorpce laserového zareni v
plasmatu

Na uvod kapitoly vénujeme nékolik slov pouzité soustavé jednotek a uvedeme ci-
selné hodnoty potiebnych fyzikalnich konstant. Dale se zaméfime na Sifeni laserového
zareni v plasmatu. Po prehledu zakladnich vlastnosti plasmatu prejdeme k popisu
sifeni zareni pomoci paprskové rovnice a popiseme rovnéz mechanismy jeho ttlumu.
Konkrétné se jedna o inverzni brzdné zafeni a rezonanc¢ni absorpci. Dale uvedeme
Gaussovsky model pro popis laserového svazku a na zavér zformulujeme metody pro
numericky vypocet absorpce laserového zareni v plasmatu v kédu PALE.

VsSechny uvadéné vzorce jsou formulovany v soustavé CGS, jejiz zakladnimi
jednotkami jsou centimetr, gram a sekunda. Tato soustava je ve fyzice plasmatu
¢asto pouzivana. Vyjimkou je pouze teplota v elektronvoltech (eV). Vybrané fyzikalni
konstanty tak nabyvaji hodnot uvedenych v tabulce 2. P¥i prezentovani vysledki se

fyzikalni konstanta znacka hodnota a jednotka

Boltzmannova k. kg 1.602-107'2 erg/eV

redukovans Planckova k. h 1.055- 10727 erg-s

naboj elektronu e 4.803 - 10719 statC

hmotnost elektronu Mme 9.109-107%® g

rychlost svétla ve vakuu c 2.998 - 10'% cm/s

Tabulka 2.1: Fyzikalni konstanty pouzité v této praci.

pak pfidrzime konvenci a pfejdeme pro energii k jednotce 1 J = 1-107 erg a pro
intenzitu laserového zéafeni pouzijeme W /cm?.

7
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Nejjednodussi model vychéazi ze znalosti Sifeni elektromagnetického pole o
uhlové frekvenci w bezsrazkovym plasmatem popsanym disperznim vztahem

w? =Wl + K, (2.1)

kde c je fazova rychlost svétla, k vlnovy vektor a w, plasmova frekvence, tedy frek-
vence elektrostatickych oscilaci elektronii ve studeném plasmatu. Pro plasma s hus-
totou elektroni n, hmotnosti m, o naboji e pouzijeme vztah [20]

4me3n, _
wp = - [s71]. (2.2)

Rovnice (2.1) ndm uréuje jistou kritickou frekvenci wy, tedy tthlovou frekvenci
pro kterou se w = w, — k=0 a tudiZ se pole plasmatem nemiize sitit. Jelikoz je
plasmova frekvence w, zavisld na hustoté volnych elektronti n., mizeme uvazovat,
ze pro pevnou frekvenci se elektromagnetické pole v plasmatu sifi pouze pro hustotu
elektront niz&i (tuto budeme nazyvat podkritickou) nez je jista hrani¢ni hustota nct,
dand rovnosti w = w,. Uvazenim w = 2r f = 2m¢c/\, kde f je frekvence, ¢ rychlost a
A vinova délka svétla ve vakuu dostavame rovnost

ome\  Ame’nt
A  me

definujici kritickou hustotu volnych elektroni nct, tedy

2
crit MeTC

‘ e2\?

[cm™?]. (2.3)

Dochazime tedy k zavéru, ze v prvnim pfibliZzeni se elektromagnetické pole
Sifi plasmatem pouze pro hustoty nizsi nez je hustota dané rovnici (2.3). Tento model
v sobé nezahrnuje zadné disipativni procesy a tedy ani zadnou absorpci. Ta se pridava
,2uméle“, a to nejcastéji jako pohlceni predem zadand ¢asti energie v oblasti nejvyssi
hustoty plasmatu, tedy na kritické plose. Ve skutecnosti se vSak zafeni v plasmatu
s rostouci hustotou ohyba a vraci se zpét diive nez dospéje ke kritické plose. Tento
proces si podrobnéji popiseme v nasledujici ¢asti. Uvazovani srazkovych procest nam
pak umozni prirozené zavést koeficient absorpce podél optické drahy paprski zareni.
Pfipomenme jesté, Ze disperzni vztah (2.1) je svazan s permitivitou

w
621__13:1_ fle (24)

crit
e

jez definuje index lomu n a index utlumu y pomoci vztaht

n=R(ve) ax = (6. (2.5)
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2.1 Sifeni laserového zafeni v plasmatu

Nejprve uvazujme prostredi s konstantnim smérem gradientu indexu lomu. Bez ohledu
na konkrétni smér sifeni plasmatem ukazeme, ze pro sikmo dopadajici zafeni v pro-
stfedi s konstantnim smérem gradientu hustoty existuje jist4 hranice indexu lomu
Neit off @ tedy 1 hustoty plasmatu, za kterou se jiz zareni nesiti.

Zvolme osu y ve sméru gradientu hustoty volnych elektront! n, a osu z tak,

aby se vlnovy vektor k dopadajiciho zafeni nachézel v roviné xy. Hranice plasmatu
palki -
ngrlt

Az nCrt cos? ()

o plasma / Vne

—

ko >
vakuum % z

Obréazek 2.1: Sifeni laserového zafeni v prostiedi s konstantnim smérem gradientu
hustoty.

je dana rovinou y = 0 a thel pocatec¢niho odklonu vlnového vektoru na této hranici
ko od osy y oznacme (.

Dopadajici elektromagnetickou vinu si rozlozime na dvé viny ve smérech os x
a y s piislusnymi vinovymi vektory &, a ky, platitedy k = (k,, £y, 0), kde k, = “ sin(yp)
a k, = < cos(yp). Disperzni vztah (2.1) pak pfejde na tvar

w2:w§+(k’i+k§)02.

Hustota volnych elektronfi zavisi pouze na y, a proto bude k, rovno konstant&? k, =
#sin(¢y), zatimco k, ztstava funkci y. K odrazu laseru dochézi na plose kde k, = 0.
Obdobné jako v predchazejicim textu tedy ur¢ime kritickou frekvenci we; polozenim
k,=0

w? w2 + (k2 +0%) ¢

crit — p

2 2 w . 2 9

Werit = Wy, T <E sin g00> c
2 ) 2

Werit (1 — s (100) - wp

w2

2 y4 -1
Werit COS2 ©o [S ] ( )

Z vyrazu (2.6) je vidét, ze kritickd frekvence je ddna nejen parametry plasmatu,
tj. plasmovou frekvenci w,, ale také uhlem dopadu zareni. Obdobné jako v (2.2)

LpFesnéji fe¢eno ve sméru gradientu indexu lomu, tyto hodnoty jsou vSak spolu svazany vztahem
(2.4), tedy n® =1 — -2, a proto si smér jejich gradientu pro zjednoduseni dovolime zaménovat

2Na tento vztah mizeme také nahlizet jako na zdkon zachovani momentu hybnosti fotonu ve
sméru osy y [23].
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mizeme tedy zavést efektivni kritickou hustotu volnych elektrontt ncit*f ktera je
funkci vinové délky laserového zatreni ve vakuu A a tthlu dopadu ¢, zatreni vzhledem
ke sméru gradientu hustoty volnych elektront plasmatu (2.3).

memc?

VR cos® ¢y [em™]. (2.7)

crit eff _ _ crit 2 o
n, =Mn, COS™ Yy =

crit eff

c ziskdme kombinaci

Index lomu n v misté odrazu paprsku, tedy tam kde n, = n
vztaht (2.4), (2.5) a (2.7).

crit 2
n=n/a=n (|- ) :g%(\/l__@) _ singn.

Tento vztah pouzijeme na obrazcich 4.9 a 4.10 k ovéfeni numericky napocitanych
trajektorii paprski.

2.1.1 Paprskova rovnice

Dilezitym prvkem pii popisu elektromagnetického laserového pole v plasmatu je smér
jeho siteni. Ten je v pfiblizeni geometrické optiky v prostiedi popsaném indexem lomu

n dén paprskovou rovnici [21]
d dr
— (n—) = 2.
P (n ds) Vn, (2.8)

kde 7 popisuje optickou drahu a % derivaci podél této trajektorie. Pro numericky
vypocet si dopadajici laserové zareni rozdélime na svazek nezavislych a vzajemné se
neovliviiujicich paprski, jejichz trajektorie budeme na zakladé rovnice (2.8) hledat.

Nasim cilem je na zakladé rovnice (2.8) urcit trajektorii pro jednotlivé pa-
prsky. Okrajova podminka, tedy pocatecni rozlozeni a sméry paprski jsou dany na
zakladé vlastnosti laserového svazku dopadajiciho na terc¢ik. Predpokladejme, ze je
dan prisecik paprsku s hranici vypocetni sité kde paprsek vstupuje a ze zname jeho
Smer.

Analytické feseni je mozné pouze v nékolika specialnich pripadech, pro obecné
pripady je nutné pouziti numerickych metod. Na tvod ukazme pouziti explicitni
Runge-Kuttovy metody 4. fadu pro tento okrajovy problém. To ovSem vyzaduje pre-
psat rovnici (2.8) na systém oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Uvazujme
jednotkovy vektor ve sméru sifeni paprsku [28]

dr

i (sin 0 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 9) , (2.9)

kde 6 je thel odklonu paprsku od svislé osy z a ¢ je azimut paprsku, tedy odklon od
osy x v roviné xy. Substituci do rovnice (2.8), tj. ndhradou derivace
d_d6’8+d¢8+dn8
ds  dsdf  dsd¢p  dson
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dostaneme
0 do d d
8—7; = ncos&cos¢& - nsin@sincﬁd—f + sin&cos¢d—z
0 dé d d
a—Z = ncos&sinqﬁa + nsin@cosqbd—f + Sin&sin¢d—z
on 0 dé n 0 dn
— = —nsinf— —.
0z ne ds o8 ds
7 téchto rovnic eliminujeme cleny %, tj. ze tfeti si vyjadiime
dn 1 on 4 nsind do
- = - S -
ds cos0 | 0z st s|’

dosadime do zbyvajicich dvou a ty vyfreSime vzhledem k ‘j—g a %. Za pouziti rovnic
(2.9) pak zkompletujeme nésledujici systém, jehoz numerické feSeni pouZijeme pro
srovnani s nami pouzitou metodou, detailné popsanou ve tieti kapitole.

dx

— —sinf

P sin @ cos ¢

d

Y _ sinfsin 10)

ds

dz

— =cosf 2.10
1 = oo (2.10)
dd  cosf (ban L (b@n sinf On

— = cosp— +sinp— | — —

ds n ox dy n 0z

do 1 on . 0On

ds  nsind [COS ¢8_y - gb%}

Pro zjednodusSeni se v nasledujicim textu omezime na feSeni ve dvou dimen-
zich. PoloZenim ¢ = 7 z rovnic (2.10) po zjednoduseni znaceni % = "ziskdme soustavu
popisujici optickou drahu paprsku v roviné yz.

1y =sin@
2 = cost (2.11)
| 0 0
0=— |:COS 62" _ sin 9—n1
n Yy 0z

Naproti tomu pro urceni absorpce na ¢tytthelnikové vypocetni siti predpokla-
dejme konstantni hodnoty indexu lomu v burikédch vypocetni sité se skoky na hranach
bunék. Analytické feseni paprskové rovnice (2.8) v buiikach je jednoduché, pro n =
konst. dostavame

dr

n— =da

ds
r=dxr+b,
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kde x = s/n je parametr piimky a d, b jsou konstantni vektory. Paprsky se tedy za
danych predpokladt pohybuji v bunkach po primkach. Na hranéch bunék se skokem
indexu lomu pfejdeme od paprskové rovnice ke Snellovu zdkonu popisujicimu lom
paprsku

Nin o Sin(gpout)

Nout Sin(@in) ’
kde n;, znaci index lomu v buiice odkud paprsek vstupuje na rozhrani pod thlem ¢;,
k normale rozhrani. Obdobné index ., znaci hodnoty v nasledujici bunce. Trajektorie
paprskil ur¢ime z pocatecniho sméru dopadu paprskt tak, ze postupné na kazdé hrané
vypocetni sité, na kterou paprsek dorazi, pocitame jejich prisecik a také lom paprsku
v zavislosti na parametrech plasmatu v daném misteé.

Provedeme porovnani vysledkti nami zvolené metody, predpokladajici kon-
stantni hodnoty parametri v bunkach vypocetni sité se skoky veli¢in na hranicich
bunék spojené s lomem paprskii, s pfimou integraci paprskové rovnice pomoci Runge—
Kuttovy metody. Zvolime si jednoduchy ptipad, kdy uvazujeme sifeni zafeni pouze v
roviné yz a index lomu zavisly pouze na z.

Pro linearni zavislost indexu lomu n = C'z piejdou rovnice (2.11) na § = sin 0,
5= cosf, § = —n0 4 jejich numerické feSeni (vykresleno pomoci krouzki) je na
obrazku 4.9 spolu s feSenim na vypocetni siti (plnéd ¢éra), jehoz detailni popis je ve
treti kapitole. Odstin Sedi a ¢arkovand ¢ara udavaji index lomu v bunkéch.

Obrézek 2.2: Sifeni paprskil pro dvé riizné jemné sité. Uhel dopadu 6, = 0.2 rad. Line-
arni profil indexu lomu. Piimé feseni paprskové rovnice znazornéno pomoci krouzki,
feSeni na vypocetni siti pak plnou carou spolu s priseciky paprsku s hranami sité.

7 obrazkt 4.9 a 4.10 je mozné nahlédnout, ze nami zvolena metoda, uvazu-
jici konstantni index lomu v bunkach vypocetni sité a lom na hranicich, dava pro
linearni prubéh indexu lomu rozumné vysledky. Jsou presné vzhledem k hloubce do
které zareni pronika, viz také zacatek této kapitoly. Co se tyka celkové optické drahy
paprsku, dochézi k ostrému odrazu od plochy efektivni kritické hustoty. Tim je draha
paprsku lehce modifikovana ve srovnani s pfimym FeSenim paprskové rovnice (zné-
zornéno krouzky). Pro absorpci je nastésti rozhodujici pravé hloubka priniku zafeni
a tato odchylka ve tvaru trajektorie tedy nepredstavuje zavazny problém pro pouziti
tohoto modelu.
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Obréazek 2.3: Sifeni paprskil pro rtizné thly dopadu — zleva 6, = 0.1,0.25,0.5 rad.
Linearni profil indexu lomu. P¥imé feseni paprskové rovnice znazornéno pomoci krou-
zkl, feSeni na vypocetni siti pak plnou carou spolu s pruseciky paprsku s hranami
site.

2.2 Mechanismy absorpce laserového zareni

Hlavnim mechanismem absorpce laserové energie jsou pro nami volené parametry
laseru (délka pulsu fadové stovky ps, intenzita 10> W /cm?) srazkové procesy dané
Coulombovskou interakci ¢astic plasmatu, tedy inverzni brzdné zafeni. V zavislosti
na geometrickém usporadani experimentu se dale uplatnuje rezonanc¢ni absorpce, jejiz
vliv je vyznamny predevsim pro vétsi vinové délky v horkém plasmatu, kde inverzni
brzdné zareni prestava byt efektivnim. Zminéné dva mechanismy absorpce si blize
predstavime v nasledujicim textu.

2.2.1 Inverzni brzdné zareni

Brzdnym zafenim nazyvame zafeni uvolnéné ve formé fotoni pii srazkach (Coulom-
bovské interakci) nabytych ¢astic mezi sebou. Historicky se jednalo o brzdéni urych-
lenych elektront v poli ionti tézkych prvka za vzniku spojité casti spektra rentge-
nového zafeni. Opacny proces, tedy pohlceni fotonu v disledku interakce nabitych
¢astic mezi sebou, pak nazyvame inverzni® brzdné zafeni.

Vyjdeme opét z modelu studeného plasmatu, kde uvazujeme pohyb elektroni
na statickém pozadi tvoreném ionty. Na rozdil od modelu v prvni ¢asti kapitoly navic
uvazujeme brzdéni elektronti popsané srazkovou frekvenci v,; srazek s ionty. Rovnice
pro pohyb jednoho elektronu hmotnosti m. s nabojem e pod vlivem elektrického pole
Foe~ %! zafeni v plasmatu m4 tedy tvar

d2r dr’ e - _.

—+I/ o —E efm)t7

ez DAt my °
Jejim fesenim ziskame rovnice pohybu elektronu, tento pohyb zpiisobi polarizaci pro-
stfedi vedouci na vztah pro permitivitu e plasmatu [3]

2 2

W, Vei w
621_—p+iﬁ—p’ 212
w? +v% w w?+ vk (2.12)

3nékdy také reverzni brzdné zafeni, z origindlniho ,inverze/reverze bremsstrahlung“
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w, znaci plasmovou frekvenci, w frekvenci laseru a v,; srazkovou frekvenci elektront
s ionty.

Pfi vypoctu srazkové frekvence v,; pouzijeme Spitzerovu formuli [19], ktera
vychazi z interakce elektrontt s Maxwellovskym rozdélenim rychlosti s nehybnymi
ionty a neuvazuje vliv elektromagnetického pole laseru na tyto srazky. Toto priblizeni
tedy nelze pouzit pro extrémné silna elektromagneticka pole, kde jiz rychlost osci-
laci elektronii v tomto poli neni zanedbatelnd vzhledem k jejich tepelné rychlosti.
V takto silnych polich se srazkova frekvence stava funkci intenzity elektrického pole
laseru v daném misté. Jejim vypoctem se v této praci nezabyvame, nebof pro nami
uvazované parametry laseru lze tento vliv, stejné jako vliv magnetické slozky pole,
zanedbat. Pro odstranéni singularity pro 7, — 0 doplnime do jmenovatele Fermiho
energii F'p = % (37r2ne)2/ s pro degenerovany elektronovy plyn, ¢imz ziskdme vy-
sledny vztah

4 \2rZ%*n;In A

~1
i = 5 — , 2.13
1% 3 me(kBTe + EF)S/Z [S ] ( )
kde n. = Zn; predstavuje elektronovou hustotu, Z ionizaci, n; = 42— iontovou

P
hustotu, p hustotu latky, A atomové ¢islo, e ndboj elektronu, m,. hmotnost elektronu,
kp Boltzmannovu konstantu, 7, elektronovou teplotu a In A Coulombiiv logaritmus.
Pro jeho urceni pozivame aproximacni vzorec

InA = maX[za In \/ bgnax/bzmn] )

kde bpee = (kpT./m)"?/ max|w,,w] a by, = max|[Ze?/kpT,, h/(kT./m.)Y?], h
znaci redukovanou Planckovu konstantu, w, plasmovou frekvenci a w frekvenci lase-
rového zareni.

Transport energie zafeni () podél paprsku s uré¢ime z rovnice

d
d_Cj = —kQ,

kde za absorpéni koeficient inverzniho brzdného zafeni ry, klademe [23]

QwC\

Kip = ?J(\/E) (2.14)

Permitivitu €, respektive imagindrni ¢ast z odmocniny, ziskdme ze vztahu (2.12), w
znaci frekvenci laseru a ¢ rychlost svétla ve vakuu.

Energii absorbovanou vlivem inverzniho brzdného zareni AQ podél trajekto-
rie s tedy urc¢ime z pocatecni enegrie ();, jako

AQ = Qin — Qouws = Qin (1 —e dS) , (2.15)

kde integrace probiha podél optické drahy paprsku.
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2.2.2 Rezonané¢ni absorpce

Ma-li dopadajici laserové zareni nenulovou slozku vektoru intenzity elektrického pole
ve sméru gradientu hustoty plasmatu, pak evanescentni? elektrickd vlna v oblasti
kritické hustoty rezonancéné vybudi plasmovou vlnu [27]. Plasmova frekvence, tedy
frekvence oscilaci elektrond kolem rovnovazné polohy v plasmatu, je rovna frekvenci
laseru (a tedy i evanescentni vlny) pravé v oblasti kritické plochy.

Demonstrujme tento jev na usporadani shodném s obrazkem 2.1 v predchozi
kapitole. Odlisme pfitom dva pfipady linearni polarizace. V prvnim, tzv. s—polarizace,

s—polarizace p-polarizace

/ Y grit / Y

E

crit
Te

.4 ngi cos? (i)

plasma

vakuum vakuum

Obrazek 2.4: Schématické znazornéni vektoru intenzity elektrického pole pro s, resp.
p—polarizaci.

kmit4 elektrické pole ve sméru osy z a jeho slozka ve sméru gradientu hustoty je tedy
nulova. Naopak pro p—polarizaci ma slozku z nulovou, smér v roviné xy je pak dan
z kolmosti E na smér sfieni k. V pripadé p—polarizace ma tedy elektromagnetické
pole v oblasti ohybu paprsku pred kritickou hustotou nenulovou slozku E ve sméru
gradientu hustoty a dochazi tedy k rezonan¢nimu vybuzeni plasmové viny.

Konkrétnimi mechanizmy utlumu takto vybuzené viny se v této praci zabyvat
nebudeme. Rychlost jejiho Sifeni je dana pouze tepelnych pohybem c¢astic a predpo-
kladame tedy jeji atlum v oblasti kritické hustoty kde vznika. Pii utlumu uvazujeme
rovnomérné zahiivani elektrond v plasmatu které nenarusi jejich Maxwellovské tep-
lotni rozdéleni. Ve skutecnosti se vSak ukazuje, Ze ¢ast energie viny (opét v zavislosti
na intenzité elektromagnetického pole v daném misté) je predédvana predevsim rych-
lejsim casticim. Distribuc¢ni funkce pro rychlostni rozdéleni elektront jiz neni Ma-
xwellovska, ale ma druhy vyrazny pik. Toto se ¢asto v hydrodynamickych kédech
oSetfuje zavedenim specialnich Castic, tzv. rychlych elektroni, jejichz transport je
feSen nezavisle.

Predpokladame-li linearni profil hustoty volnych elektronti n. v oblasti kri-
tické plochy v plasmatu s charakteristickou délkou L., = n&t/|grad n.|™*, kde nci®
je kritickd hustota volnych elektront, pak pro p-polarizaci ziskdme analytické Teseni
pro rezonan¢né absorbovanou energii AQ,es ve formé [27]

Fiiry ()
AC?res - Qreﬂ18q1r—y, kde (216)
|F//Xlry(Q)|
w 2/3 .
q= (ELchar> Sln2(gpin) . (217)

4 Stacionarni vlna v oblasti blizkého pole, jejiZ intenzita exponencialné klesa od hranice na které
vznikla.
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refl znacl energii paprsku v bodé obratu, Faj, Airyho funkci a FY; . jeji derivaci,
g Yy y Airy J€J

©in Uhel mezi gradientem elektronové hustoty a dopadajicim paprskem, w frekvenci

laseru a c rychlost svétla ve vakuu.

Pro zjednodusSeni vypoétu (abychom se vyhnuli opakovanému numerickému
vy¢islovani Airyho funkei) uvedeme piiblizné feseni pro malé, resp. velké thly dopadu
[29] a najdeme vhodnou aproximaci funkce definované vztahem (2.16). Pro malé thlu
dopadu a tedy maly parametr ¢ (definovany v (2.17)) je feSeni

ACZl“es
Qreﬂ

2 o 2
=ag(l—2 kdea=————] ~26. 2.1
ag(1 -~ 2ag) ke a (31/3F(1 /3)) 6 (2.18)

Naopak pro vétsi uhly, presnéji g > 1

Blres _ g4 _ o302 (2.19)
Qreﬁ
Jako rozumnou aproximaci vztahu (2.16) nakonec pouzijeme
AO, _4g3/2
Gres _ 02"y (2.20)

Own Tgt048"

o
3

©
~

o

rezonancni absorbce [-]
o

0.5 1 15 2

Obrazek 2.5: Zlomek rezonan¢né absorbované energie pro p—polarizaci v zavislosti na
parametru ¢ definovaném v (2.16). Pferusovana ¢ara znaci analyticka feSeni pro malé
(2.18) a velké (2.19) ahly, kolecka feSeni (2.16) a plna ¢ara pouzitou fitovaci funkci
(2.20).

Zname tedy jednak trivialni popis resonancni absorpce pro s—polarizaci, kde
je slozka E ve sméru gradientu hustoty nulova a nulova je i absorpce. Pro p—polarizaci
je absorbovana energie dana jako funkce energie paprsku v misté odrazu, thlu pod
jakym se odrazi, charakteristické délky plasmatu a vlnové délky laseru, viz (2.16).
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Pokud uvazujeme cylindrickou symetrii pii interakci pevného terciku s laserovym
svazkem dopadajicim v ose symetrie z, pak je smér gradientu hustoty nezavisly na
azimutalnim thlu ¢ v roviné xy a jeho projekce do této roviny ma vzdy radialni smér.
Pro linearné polarizovany svazek tak ve sméru kmitani vektoru elektrického pole E
dostavame dvé oblasti odpovidajici p—polarizaci, zatimco ve sméru magnetické slozky
dalsi dvé oblasti odpovidajici s—polarizaci. Vysledna absorpce energie jiz tedy neni
cylindricky symetricka. Abychom tento problém vyfesili, mizeme uvazovat kruhovou
polarizaci zareni, ¢i provést stifedovani pres thel ¢. Vysledkem stiedovani slozky vek-
toru E do radialniho sméru dostavame faktor = fo% | sin ¢| d¢ = 2/7, kterym budeme
navic nasobit rezonanéni absorpci ve vzorci (2.16) pro pripad cylindrické symetrie. Na
zavér shrime, ze maximalni podil rezonanc¢né absorbované energie je tedy v ptfipadé
cylindrické symetrie zhruba 0.5 - 2/7 &~ 32 % z energie paprsku, kterou nese pfi jeho
ohybu blizko kritické plochy.

2.3 Parametry laserového svazku

Predpokladejme, Ze intenzita laserového svazku v simulovanych experimentech je roz-
lozena symetricky podél osy jeho &ifeni®, pro jeji popis tedy pouzijeme cylindrické
soutadnice (r, z). PFfedpokladame-li rovnobéznost laserovych paprski dopadajicich na
ter¢ik, sta¢i nam k popisu laserového svazku znat velikost intenzity I = I(r,t), kterou
navic Casto vyjadfujeme ve tvaru I(r,t) = Is(r)I;(t), potfebujeme tedy znat pouze
jeji prostorovy I4(r) a ¢asovy I;(t) prubéh. Jako piiklad uvedme Gaussovské rozlozeni

v prostoru i v Case, tedy I4(r) = e (r/ro)* g Li(t) = maxe_(t;to)2. PfibliZeni rovno-
béznych paprskt je dobfe aplikovatelné v pripadé, kdy k absorpci energie dochézi
v blizkosti roviny fokusu laserového paprsku, nezahrnuje vSak sbihavost ¢i rozbiha-
vost svazku.

Vhodnéjsi aproximaci popisujici elektromagnetické pole laseru je tzv. Gaus-
sovsky svazek, viz obrazek 2.6, ktery ziskdme feSsenim Helmholtzovy rovnice v para-
xialnim pfiblizeni [30]. Tento popis je tedy pfesny pouze pro malé uhly rozbihavosti
svazku. Jeho vyhodou je, ze i pro sbihavy svazek dostavame uvazenim difrakce ko-
necnou intenzitu v roviné fokusu. Zistaneme-li u vyjadieni pro velikost intenzity ve
tvaru I(r, z,t) = Is(r, 2)I;(t), pak pro Gaussovsky svazek dostavame

2 727"2
[s(’ra Z) = ( 0 ) ev? ) ) (221)

w(z)

kde wy predstavuje minimalni polomér a aktudlni w(z) polomér uréime jako
2\ 2
w(z) = woq 1+ (—) (2.22)
%R

kde zr = 19”—;’ oznacuje tzv. Rayleigho délku a 6, thel rozbihavosti svazku. Pozname-

5Ve skute¢nych experimentech, providénych napiiklad na pracovisti PALS, je p¥i kazdém vystielu
laserovy svazek unikatni a neni zcela symetricky ani homogenni, ovsem tyto malé ndhodné odchylky
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A
z
Gaussovsky
90 profil intenzity
wo » Tr
%R obalka
_ laserového
w= wo\/§ svazku

Obrazek 2.6: Nacrtek k parametrim Gaussovského laserového svazku.

. v v ’ .. . 2 2 «_ s
nejme, ze predchozi rovnici lze upravit na tvar 1> — > = 1 a v proménych w, z se
R

0
tedy jedna o rovnici hyperboly s osami wy a zg. Uhel rozbihavosti svazku 6, odpovida
odklonu paprsku obalky svazku od osy ve velké vzdéalenosti od roviny fokusu. Obal-
kou myslime plochu s intenzitou e~2? nisobku intenzity na ose. MiiZzeme tedy snadno
spocitat, jaky podil energie nese zareni ohranic¢ené touto obalkou.

™)

T ) fdrdpdt  [3"re v dr -2 [, f(t) dt

~ = 1—e 2 = 0.865.
T fo Ddrdpdt oo "N gr o % f(t)dt

w

Pfi popisu laserového svazku se ¢asto pouziva pojem polomeér fokusu ry, ktery definuje
plochu obsahujici 80% energie dopadajictho zafeni. Vztah mezi 7y a w, resp. wy
ziskdme vyTesenim rovnice

2m [ee] 272
/ / re wi drdgp—08 / / re w drdp.
o Jo

Vysledkem je vztah ry = ‘/75\/11&(5)200 = 0.897wy.

Minimalni polomér Gaussovského svazku v roviné fokusu® je roven wq a je
jednim z parametri popisujici dané usporadani laseru. Celkoveé je tedy k popisu Gaus-
sovského svazku tfeba znat parametry wg a 6y popisujici prostorovou zavislost a dale
jeho ¢asovy pribéh [I;(t) zahrnujici v sobé maximélni dosazenou intenzitu Ipay.

je obtizné mértit ¢i predpovidat. Opakovanim experiment 1ze do jisté miry vyloucit jejich vliv, také
proto se jimi v numerickych simulacich nezabyvame.

6Difrakéni mez spjatd s timto polomérem je dana wy = %, a naptiklad pro laser PALS po
dosazeni dostavame 1\50 ~ 1.2)\. Skute¢ny minimalni polomér fokusu z experimentu je vSak né-
kolikanasobné vétsi, nebot v sobé& zahrnuje kromé difrakce i chybu nasé¢itanou prichodem laseru

optickou soustavou.
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V dalsim textu zformulujeme algoritmy pro vypocet sifeni a absorpce zareni
popsaného jak pomoci rovnobézného svazku, tak pro ripad Gaussovského laserového
svazku. Tyto modely jsou formulovany pro logicky ortogonalni ¢tyfuhelnikovou sit,
kterd je pouzita v kédu PALE. Tato sit pfedpokldda konvexnost bunék a také kladny
objem kazdé bunky V, > 0. Uvazujeme konstantni hodnoty vsSech skalarnich parame-
tri (hustota, teplota, ionizace. ..) v bunkach se skoky na hranicich, v nasem pfipadé
tedy na hranach bunék. Navic predpoklddame valcovou symetrii experimentu, bu-
deme se tedy pohybovat v cylindrickych soufadnicich popsanych axialni osou z a
radialni r.

2.4 Popis numerického modelu

Geometrie simulace je popsana nasledujicim zptsobem. Logicky ¢tyithelnikova vy-
pocetni sit obsahuje ni bunék ve sméru radialni osy r a nj bunék ve sméru axialni osy
z. Buiiky budeme oznacovat dvojici ¢isel [i, 7], kde 4, resp. j udava polohu ve sméru
osy r,resp. z ai € {1,...,ni}, j € {1,...,nj}. Uzly pak ¢islujeme od 0 do ni, resp.
nj, zndme pritom jejich soutradnice (r;;, z; ;). Laser, jakozto zdroj zafeni, je umistén
symetricky na ose nad tercikem. V pripadé Gaussovského svazku je navic nutné po-
psat polohu roviny fokusu vzhledem k terciku, na obrazku 2.7 popsana parametrem

zf. V nasledujicim popisu pro jednoduchost uvazujeme rovinu fokusu na soufadnici
z=0.

LASER

n‘ ni, nj Zf

tercik ] tercik
(a) (b) ()
Obrazek 2.7: Nacrt geometrie simulace. Laser dopada shora podél osy z. Celkovy

pohled a znaceni vypocetni sité (a), paprsky pro pfipad s rovnobéznym (b), resp.
Gaussovskym (c) svazkem.

Pted samotnym popisem si shriime zékladni filosofii obou algoritmii. Ptipo-
menme, ze absorpci fesime v kazdém casovém kroku simulace nezavisle. Vyjdeme
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ze skutecnosti, ze paprsky vstupuji do bunek vypocetni sité pres jejich vnéjsi hrany.
Pritom vzdy uvazujeme piipad, kdy je pocet paprski vyrazné vétsi nez pocet bunéek
ve sméru osy r a na kazdou bunku tedy pripada nékolik paprskt. Kazdy paprsek pii-
tom nese urcitou energii danou velikosti intenzity laserového zafeni I(r, z,t) v misté
dopadu do plasmatu, poc¢atecni sitkou paprsku d, a ¢asovym krokem At.

Pro kazdy paprsek vstupujici do sité budeme sledovat jeho trajektorii, tedy
postup bunkami sité. PTi absorpci na kritice predpokladame pohyb paprski neovliv-
nény plasmatem a zajima nas pouze to, kdy paprsek narazi na nadkritickou bunku,
tedy na buiiku s hustotou n, vétsi nez kritickd hustota nc'* dand vzorcem (2.3). Na-
opak pri modelu trasovani paprskti nas budou zajimat konkrétni priseciky paprski
se siti, ve kterych uvazujeme jejich lom. Z hodnot parametrii v buitkach podél pa-
prsku postupné napocitame jak ttlum zareni dany inverznim brzdnym zafenim, tak
i rezonancni absorpci. Zminéné postupy v nasledujicim popisu déale rozvedeme.

Jak pro rovnobézny, tak pro Gaussovsky svazek si dopadajici zareni rozdélime
na jednotlivé paprsky. V obou pfipadech jsou charakterizovany jejich soutadnici r
v roviné fokusu, znacenou wy. Tento parametr probihd mnozinu wj € {€...Wmpax},
kde € = d; /2 je poloha prvniho a wpy.y posledniho paprsku, a zp zistava pro vSechny
paprsky konstantni. Rozlozeni paprskii w{ mizeme volit naptiklad s pozadavkem, aby
na kazdou bunku pocatecni sité pripadal konstantni pocet paprski. Dalsi moznosti je
volba rozlozeni zajistujici konstantni energii vSech paprski, v tomto pripadé ovsem
hrozi nebezpeci, ze daleko od osy jiz bude pocet paprskii mensi nez pocet bunek
vypocetni sité. Tento stav predstavuje poruseni zakladniho predpokladu uvazovaného
modelu a vedl by k absorpci energie pouze v bunkach, kterjymi prochézi alespon jeden
paprsek, zatimco v ostatnich burikdch mezi mini by byla absorpce nulova.

Energii pfipadajici na jednotlivé paprsky snadno uréime v roviné fokusu (z =
0), kde mé vektor intenzity zafeni konstantni smér

Lrd” /2
QN / / / r1(r,0,t) drdydt (2.23)
r_dr/2

kde d" predstavuje $ifku paprsku v roviné fokusu a At = t5 — t; jeden ¢asovy krok
Lagrangeovského schématu. Zname-li rozlozeni paprski, sledujeme priichod jednotli-
vych paprski vypocetni siti a divergenci intenzity laseru, kterd vystupuje jako zdro-
jovy €len v rovnici zdkona zachovani energie (1.4), pak urc¢ime jako soucet ubytku
energii AQ), v dané buiice pro jednotlivé paprsky [24]

N
7 AQT’

divl ~ — .

a V Al

r=1

(2.24)

Zde N znaci pocet paprski pochézejicich danou bunkou a V, jeji objem.
Pro urceni priiseciku jednotlivého paprskiti s hranici vypocetni sité definujme
funkci

2 r2

Fr.z) = SGF = wprarEEy Pro Gaussovsky svazek (2.25)

fr) == pro rovnobézny svazek.
0
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Touto funkei rozdélime rovinu na dvé ¢asti. Prvni z nich, kde f(r,z) < 1, odpovida
¢ast nalevo od paprsku (blize k ose), tj. 7 < w(z), druh& naopak napravo.

Predpokladejme, Ze uzly tvorici hranici vypocetni sité jsou indexovany ve
smeéru hodinovych rucicek indexem h. Paprsek pak vstupuje do vypocetni sité prave
v burice, na jejiz hrané je splnéna podminka f(ry,z,) < 1 a f(rpe1,2n11) > 1 a navic
je hranou prvni ve sméru sifeni zareni. Tato podminka navic zarucuje, ze parsek
stejnou hranou bunku neopusti. Takovéto paprsky tedy neuvazujeme. Dalsi postup

------

2.4.1 Model absorpce na kritické plose

V tomto modelu predpokladame trajektorii paprskt neovlivnénou prichodem plasma-
tem a zajima nas pouze, kdy dany paprsek narazi na kritickou plochu, viz obrazek
2.9. Uvazujeme-li zafeni dopadajici shora, vybereme prisecik paprsku s hranici vy-
pocetni sité s maximalni souradnici z, a tuto si zapamatujeme. Poté, co paprsek
opusti vypocetni sit, cely postup opakujeme dokud existuje novy prisecik, pro ktery
jemu odpovidajici novy uzel hrany z;' < z,.

Postup vypocetni siti se, obdobné jako pii hledani priseciku s jeji hranici,
fidi hodnotami funkce f ve vybranych uzlech bunék podél paprsku. Jedna se o ob-
dobu algoritmu popsaného dale, viz obrazek 2.12 s tim rozdilem, Ze misto pocitani
skalarniho souc¢inu porovnavame hodnoty funkce f. Navic je tfeba modifikovat potadi
vyhodnocovani podminek, konkrétné testovat hrany proti sméru hodinovych rucicek.
Timto osetfime i pripady, kdy paprsek protina dvakrat tutéz hranu, viz obrazek 2.8.
Pseudokodd pro vybér dalsi bunky by v tomto pripadé vypadal

if(f(T’b, Zb) > 1)
Jdi_ptres_hranu_1
else if(f(rq, za) > 1)
Jdi_pres_hranu_2
else
Jdi_pres_hranu_3
endif

Obrazek 2.8: Degenerovany pripad prichodu paprsku do dalsi bunky.

Pfi vstupu paprsku do nové buriky vzdy rozlisujeme nésledujici pfipady. Bud
logicky index i nebo j prekrocil rozméry sité, pak paprsek vypocetni sit opousti a
vracime se k hledani dalsiho priiseciku s hranici. Dale kontrolujeme hustotu volnych
elektronti v bunce — pokud je vyssi nez kriticka, pripocteme predem zadanou cast
energie paprsku (2.23) k divergenci intenzity v této buiice a pokracujeme na nésle-
dujici paprsek. Pokud nenastane ani jedna z téchto variant, postupujeme podle drive
zminéného algoritmu, tedy v zavislosti na hodnoté funkce f v protéjsich vrcholech
bunky, do burniky nové. Na zavér poznamenejme, ze vyhodou tohoto algoritmu je, Ze
neni tfeba vycislovat souradnice zadného z prisecikti paprsku s vypocetni siti.
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laserovy paprsek
flr,z)>1
d’ T ]
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~ podkritické burky
> o
nadkriticka bunka
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Obréazek 2.9: Absorpce na kritické plose. Detail paprsku pro Gaussovsky svazek (a)
a jeho prichod siti (b).

Pro jednoduché experimenty, kde vétsina laserového zareni dopadé kolmo na
gradient hustoty plasmatu, je model absorpce na kritické plose dobie pouzitelny. Mezi
zapory tohoto pristupu patii jednak nutnost zadat podil absorbované ku odrazené
energii laseru jako vstupni parametr. Také velikost divergence v buiice na kritické
plose zavisi na jejim objemu. Energie kazdého paprsku se totiz absorbuje maximéalné
v jedné bunce a pokud zmensime jeji tloustku ve sméru paprsku na polovinu, vy-
sledkem je dvojnasobna divergence intenzity (tedy piiriistek hustoty energie) v dané
burnce. Jeji ni¢im neomezeny rust pti déleni vypocetni sité je dan predpokladanou ne-
spojitosti (skokem) intenzity laserového zafeni podél paprsku v misté kritické plochy.

Nize popsany model s trasovanim paprski obé zminéna negativa pouzitim
realnéjsiho fyzikalniho popisu sifeni a absorpce zafeni v plasmatu pfirozenym zptiso-
bem odstranuje. Pred kritickou plochou totiz typicky dochézi k ohybu paprsku, tento
paprsek se tedy pohybuje pouze v prostiedi s konecnym absorpénim koeficientem
(2.14) a ubytek jeho energie aproximuje spojitou funkci s omezenou derivaci. Energie
absorbovana v burice se v tomto modelu se pocita ze souctu energii jednotlivych pa-
prskt. Podil absorbované a odrazené energie je pak dan hloubkou priuniku paprskt
do plasmatu.

2.4.2 Model absorpce s trasovanim paprskii

V tomto modelu jiz uvazujeme vliv plasmatu na smér paprskii laserového zateni.
Dochéazi tedy k ohybu paprskt pied kritickou plochou. Formulaci pro Gaussovsky
svazek provedeme zavedenim difrakéniho ¢lenu do vypoctu ohybu paprsku na hra-
nach bunék. Pokud bychom brali v ivahu pouze pocatec¢ni rozlozeni paprskti popsané
Gaussovskym svazkem na okraji plasmatu a pfimé siteni paprski v fidkém plasmatu,
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pak by mohlo dochéazet ke vzniku kaustik, tedy ploch se singularitou v intenzité, viz
obrazek 2.10.

Obréazek 2.10: Fokusace paprskii do bodu (a) a vznik kaustiky (b) pro pfimé paprsky,
které by odpovidaly na hranici vypocetni sité (slaba prerusovana ¢ara) Gaussovskému
rozlozeni. Pro jednoduchost neuvazujeme cylindrickou symetrii.

V modelu s trasovanim paprskt opét pro kazdy paprsek najdeme prisecik
s hranici vypocetni sité a zvolime ten, ktery odpovida prvni buiice ve sméru dopa-
dajiciho zareni. Pti jeho prichodu siti paprsek popisujeme pomoci souradnic bodu
(7., z;) pruseciku s siti, thlem odklonu «,. od osy z a energii ). Postupujeme tak, Ze
z hodnot (r?, 2%) a a? na vnéjsi hrané buiiky i°;° napoc¢itame novy prisecik (r}, z})
na ,,vnitini“ hrané (hrana kterou paprsek vystupuje) buiiky °j°, tato spole¢né hrana
nam uréi nasledujici butikou i'j!. V zavislosti na indexu lomu v buiikach i°5° a i'j!,
sméru gradientu hustoty na prislusné hrané a difranci v buice ur¢ime novy thel od-
klonu paprsku o}, viz obrazek 2.11. Také uréime novou hodnotu energie Q!. Ta je
uréena inverznim brzdnym zafenim v butice i°j° a je funkci hustoty, teploty, ioni-
zace a délky trajektorie paprsku v dané butice. Z polohy prisec¢iku (r}, 2!) a thlu o}
opét urcime novy prisecik a cely postup opakujeme, dokud se paprsek nedostane na

hranici vypocetni sité, kudy sit opousti.

Na hranici vypocetni sité (pfi vstupu ani pfi vystupu paprsku) nepiedpo-
kladame ostrou hranici plasmatu s vakuem, a proto zde lom paprsku neuvazujeme.
To nam také zajisti deponovani energie do pevného terciku na pocatku simulace a
tim i vznik plasmové korony. Pro urceni lomu paprskii na vnitfnich hranach bunék
vypocetni sité potrebujeme znat gradient hustoty volnych elektronti Vn, v daném
bodé. Smér gradientu urcuje normalu rozhrani na kterém probiha lom. Slozky gradi-
entu v uzlech i, j, kdei € {1,2...ni—1},57 € {1,2...ni—1} vypocetni sité vypocteme
podle vzorce [22]

Yij+1 — Yit1,4 Yi-15 — Yij+1
(Vnei,j)$ - (f”ei-‘rl,j-‘rl + #nei,ﬂ—ﬂ_

Yij—1 — Yi-1,5 Yi+1,j — Yij—1 1
+ %”em + #neim) v (2.26)
ng,j
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Lij+1 — Litl,5 Li—1,j — Lij+1
(Vnei,j)y == ( 9 Meiyr o1 T 9 Ne; gt

Tij—-1 — Li-1,j Lit1,j — Lij—1 1
+ ==y, Sy ) — (2.27)
2J L B V4 ’
2 2 ni,j

kde
V.

V. T CGiH1,541
Nij —

+ VL

J

+ VCi,j+1 + ch
4

i+1,5

znadi objem buiiky i, j. Na hranici sité klademe Vn, = 0. Pro vyhlazeni takto na-
poc¢teného gradientu provedeme navic konvoluci s Gaussovskym jadrem a konecéné
hodnotu na hrané kazdé bunky v misté priseciku s paprskem urc¢ime linearni inter-
polaci ze dvou uzli, které k této hrané prislusi.

Zname-li rovinu lomu na hrané, hodnoty indexu lomu v pfilehlych bunkach
a uhel dopadu, mizZeme jiz pomoci Snellova zdkona (2.1.1) ur¢it thel lomu @puy a
z n€j novy uhel o, popisujici smér paprsku. Tento tihel navic v pripadé Gaussovského
svazku opravime o difrakéni ¢len zminény diive. Tato oprava, tedy zména sméru
paprsku, je ddna rozdilem derivaci trajektorie paprsku (2.22) pfi vstupu a vystupu z
butiky. Pro vypocet ohybu skute¢ného paprsku v butice mezi body (1%, z%) a (rl, z!)
nejprve najdeme odpovidajici virtualni paprsek. Pro tento plati

v —

Ohyb paprsku zjistime za predpokladu malych hlt jako rozdil derivaci, opraveny
tihel odklonu paprsku od osy z je tedy ol + Aa, kde

d d d woz
Aa = |—w®(2?) — —w? (2! —w'(2) = 0 .
S0 () - () T =

Po odrazu paprsku od kritické plochy, popsaného nize, jiz tuto difrakéni korekci ne-
uvazujeme. Pokud je v rovnici (2.1.1)

Nin

sin(pin) > 1, (2.28)
Nout

pak tato nema pro ¢uy feseni a dochazi tedy k uplnému odrazu. Na rozhrani dvou

materialit by obecné dochazelo k odrazu jisté ¢asti zareni pro vSechny thly ¢;,, my

vSak ocekdvame hladky profil plasmatu a uvazujeme tedy bud lom paprsku zareni

jako celku nebo uplny odraz.

V misté odrazu se navic uplatni jev rezonan¢ni absorpce a paprsek zde, me-
chanismem popsanym v predeslé kapitole, predava cast své energie plasmatu. Pro
jednoduchost uvazujeme absorpci této energie v prvni butice ve sméru paprsku pred
jeho odrazem. Absorpci inverznim brzdnym zéfenim pro kazdy paprsek v dané bu-
nice uréime z parametrii plasmatu v builce a z drahy, kterou zde paprsek urazil. Pro
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primé paprsky v buiikach je draha rovna eukleidovské vzdalenosti prisecikti paprsku
s bunikou na vstupu a na vyslupu.

V nasledujicim pseudokédu shrneme cely postup vypoctu absorbované ener-
gie laserového zareni v plasmatu metodou trasovani paprskii na dané casové hladiné.
Necht X znaéi soufadnice viech uzlit vypocetni sité a n., T, Z parametry plasmatu
v bunkach.

Vi e (1, m) € (1,nj) napoc¢itame index lomu n;; = R(,/€;) a absorpéni
koeficient /~£ = 7‘”%(,/6”) v buiikdch z permitivity €;; = €;5(ne,;, Tij, Zij,w)
dané rovnici ( 2)

Vi € (0,ni),j € (0,nj) napocitdme gradient hustoty volnych elektront Vn,,,

v uzlech (2.26) a

(2.27)

Nacteme parametry laseru a rozmisténi paprski

for m from 1 to pocet_paprsku

1. najdeme prusecik p, = (r,, z,) paprsku m s hranici vypocetni sité, ziskdme
pozici i, j a orientaci o prislusné bunky

2. ur¢ime energii’ nesenou paprskem (2.23) Q ~ I(r,,0,t)r.d,At, kde d, =
d.(py) je Sitka paprsku a I intenzita laserového zareni (2.21)

3. a=q

do while(i <> 0 and j <>0and i <>ni+ 1 and j <>nj+1)
iold = 1 Jold = J, Drod = Dr
if(paprsek m vystupuje z buiiky 7j)
nastavime i, j, o (paprsek se vraci zpét do predchozi buriky)

else

[i,7,0,pr, ] = Krok_Do_Dalsi_Bunky(z, j, 0, pr., , X)
Vn!°¢ = Linearni_Interpolace(i, j, p;., X, Vn,)

e

div I,

tmp - ?(zldjold \/(pT - prold)% + (p’f‘ - pTold)z
ioajora = A1V ]ZoldJold + Vioradod AL (1 —e'P) (2.15,2.24)

Q=

Qetmp

¢im = Uhel_Dopadu_Na_Rozdrani(Vn!', a)
if(;2 sin(gpim) > 1) then

if(Vnloc . [ > 0) then

a=oa+2py, +7
q = Parametr Rezonanéni,Absorpce(w, Vnlc o) (2.17)

Qresw Qqe f(;;48 (2 20)
div [U = div I” + Vrezjt
Q - Q Qresij

"zde vyjadiena na jeden radidn
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endif
else
a = a+ (g — arcsin(;22 sin piy)) (2.1.1)
endif h
endif

enddo
end

Hledani priisec¢iku paprsku v kroku —1— je pro rovnobézny svazek analo-
gické hledani priseciku pfimky a polygonu, pfi vice prusecicich vybereme ten prvni
ve sméru dopadajiciho zafeni. Obecné muzeme porovnavat hodnotu f (2.25) v hra-
nic¢nich uzlech.

Energie paprsku —2— je dana jeho polohou a pfi¢nym priurezem r,.d, v misté
dopadu do plasmatu, déale prostorovym a ¢asovym profilem laserového svazku a veli-
kosti ¢asového kroku® At.

Ve tretim kroku sledujeme trajektorii paprsku na vypocetni siti dokud ji
neopusti. Pti prichodu paprsku po logicky obdélnikové siti mtze nastat celkem 4-4 =

loldJold

Obrazek 2.11: Nacrtek k popisu algoritmu absorpce s modelem trasovani paprski.

16 moznosti (paprsek vstupuje do buiiky bud logicky shora, zdola, zprava nebo zleva
a analogicky k tomu buriku opousti). Tyto stavy muzeme odlisit polohou vrcholt
bunky vzhledem k paprsku a podle nich se také rozhoduje rutina Krok Do_Dalsi_
Buniky popsana déle. Piispévek k divergenci intenzity zareni v piislusné bunce je pak
urcen podle (2.24) s tim rozdilem, Ze oproti modelu absorpce na kritické plose se
stale paralelnimi paprsky zde v podstaté vychézime z pri¢ného prifezu paprsku na
hranici vypocetni sit&”. Tuto ztratu zptisobenou inverznim brzdnym zafenim musime
samoziejmé odecist od zbyvajici energie paprsku Q).

8 At zde pouzivame pouze pro snazsi predstavu o tom, ze paprsek nese jistou energii. Pro vypodet
divergence intenzity je nepodstatna, nebot se zde vykrati.

9Pokud bychom chtéli uréit napf. intenzitu zafeni podél paprsku, bylo by nutné uvazovat zménu
jeho prifezu v souvislosti s prichodem siti. V nasem modelu interakce zafeni s hmotou nas vSak
tato veli¢ina nezajima, a proto si vypocet aktualniho priifezu paprsku odpustime.
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V misté priuseciku na hrané bunky uvazujeme tii piipady, a sice lom paprsku,
odraz a ptimy priichod. Posledni ptipad nastane, pokud plati podminka (2.28), avsak
paprsek se pohybuje proti sméru gradientu hustoty volnych elektront. Tuto podminku
zaplseme pomom zaporného znaménka skalarniho sou¢inu gradientu a sméru paprsku
L tedy Vnloc. L < 0. Lom a odraz se odligf opét podle (2.28), pfi odrazu navic uva-
zujeme rezonancni absorpci ¢asti zafeni v zavislosti na parametru ¢. S védomim jisté
malé nepfesnosti tuto ¢ast energie také zahrneme do ¢lenu divf, ktery napocitame
podle (2.24).

V cylindrické symetrii je algoritmus navic doplnén podminkou pro ,odraz“
zareni na ose z odpovidajici prichodu paprsku osou symetrie, pro kartézsky pripad
by se zménil pouze pri¢ny prurez paprsku, piipadné koeficient u rezonanéni absorpce
pro linearné polarizované zareni laseru.

Pseudokdd podprogramu Krok_Do_Dalsi_Bunky pro pripad, kdy paprsek do-

pada na bunku v logickém usporadani shora, tj. pro jednu pevnou hodnotu pro-
ménné o.

ij—1

Obrazek 2.12: Nacrtek k podprogramu s vyslednym smérem zareni.

if(L x X, < 0)

1=1+1
pr = Prisecik_S_Pravou_Hranou(p;, a, X )
else
1f([_: X Xb > O)
1=1—1
pr. = Pritse¢ik_S_Levou_Hranou(p;., a, X)
else
j=i-1 .
. pr = Prusec¢ik_Se_Spodni_Hranou(p,, a, X)
endif
endif

Vektor L predstavuje smér dopadajiciho paprsku na bunku ¢j5. Vzdalenéjsi
levy (z pohledu parsku) uzel od mista dopadu paprsku ozna¢me indexem a a dalsi ve
sméru hodinovych rucicek. X;, i € {a,b,c,d} znaéi vektory spojujici misto dopadu
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s uzly bunky. Prvni podminka, tedy zaporny vektorovy soucin, znaci, ze se rozhodu-
jici uzel nachézi napravo od paprsku a ten nutné vstupuje do butiky i + 1, j (situace
na obrazku 2.12). Pfi hledani prise¢iku s hranou bunky je pak tfeba vhodnou nu-
merickou metodou zajistit, aby tento prisecik skutecné lezel mezi uzly a a d, tedy
napriklad pouzit metodu piileni intervalu v piipadé dopadu paprsku do blizkosti uzlu.
Ostatni podminky jsou podobné. Timto rozhodovanim si usetfime hledani dvou pri-
seCikii paprsku s hranou v kazdé burce. Pro obecny pripad dopadu paprsku ze vSech
logickych smért je nutné volit zménu ¢ a j v zavislosti na logickém sméru dopadu
paprsku o.

Podminka ,,if(paprsek m vystupuje z buriky ¢5)“ z popisu hlavniho algoritmu
by se Tesila podobé, tedy v zavislosti na znaménku vektorového soucinu L s kombinaci
vektorti uzlit X, a X,. Na zaver poznamenejme, ze situace odrazu paprsku od hrany
buniky neni nutné svazana s podminkou (2.28) pro odraz na rozhrani prostiedi danych
smérem gradientu hustoty a naopak, viz obrazek 2.13. Pfi druhém lomu se totiz
paprskek vraci do shodné buriky, i kdyZ nebyla splnéna podminka odrazu (2.28). V
tomto pripadé paprsek postupuje do hustsiho plasmatu a vSechny lomy jsou tedy
smérem od normaly.

I\
— I \
|
Obrazek 2.13: Ukazka prichodu paprsku (Cerveny) vypocetni siti (zobrazeny dvé

burniky). Slaba plné ¢ara znaci plochu konstantni hustotu a ¢erchovand jeji normélu,
na které dochazi k lomu.



Kapitola 3

Metoda ALE a remapovani

Jak jsme jiz zminili v prvni kapitole, pohybliva vypocetni sit v Lagrangeovské hydro-
dynamice umoznuje snadnou formulaci okrajovych podminek v ptipadé pohybujicich
se rozhrani a také prirozenym zptsobem meéni prostorové rozliseni sité pri kompresi
¢i expanzi latky. Pohyb vypocetni sité, ktery je plné urcen pohybem latky, vsak muze
vést k jeji degeneraci. Tim myslime napiiklad pfevraceni bunék vypocetni sité (zména
poradi vrcholt jejiho konvexnim obalu) pti smykovych nebo vifivych proudech v latce.

K odstranéni degenerace vypocetni sité byla v ¢ldanku [7] navrhnuta kombi-
nace Lagrangeovského a Eulerovského piistupu, nazviana ALE! metodou. Vyhodou
této formulace je rozdéleni hydrodynamického vypoctu do tii samostatnych fazi, a to

1. Lagrangeovsky vypocet nékolika ¢asovych krokii. Této ¢asti jsme se vénovali v
prvni kapitole, ve které se odkazujeme na ¢lanky popisujici konkrétni numericka
schémata pro Lagrangeovsky c¢asovy krok.

2. Rezonovani, neboli vyhlazeni vypocetni sité. V této kapitole se zabyvame
pouze jednodimenzionalnimi problémy a rezonovanim, pii kterém ziistane nova
bunika v tésném okoli bunky staré vypocetni sité, jako priklad jednoduchého
rezonovani uvedme (3.5).

3. Remapovani, tedy interpolace konzervativnich veli¢in na novou vypocetni
sit. Z prvni faze totiz zname pouze hodnoty veli¢in na pivodni Lagrangeov-
ské (staré) vypocetni siti a pro dalsi ¢asovy Lagrangeovsky krok potfebujeme
prepoditat tyto hodnoty na (novou) sit vzniklou rezonovanim.

Tyto faze se stiidaji vzdy v uvedeném potadi za sebou, existuje vsak nékolik pristupt
k prepinani mezi nimi. Prvni moznosti je ¢isté Lagrangeovsky vypocet s zafazenim
rezonovani a nasledného remapovani az ve chvili, kdy dojde k degeneraci vypocetni
sité. Opacnym pripadem je provadéni rezonovani a remapovani po kazdém casovém
kroku, krajnim pfipadem je navraceni se vzdy na ptvodni sit a tedy obdoba ¢isté
Eulerovské metody. Dali moznosti je zafazovani rezonovani/remapovani po ur¢itém

! Arbitrary Lagrangian Eulerian

29
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poctu casovych krokti, kde na rozdil od prvniho pristupu pracujeme stale s kvalitni
vypocetni siti, mizeme si dovolit jednodusi rezonovani a rovnéz celkova chyba vnesena
remapovanim muze byt v disledku mensiho posunuti siti vici sobé mensi.

Samotné remapovani mizeme dale rozdélit na dvé ¢asti. Prvni z nich je re-
konstrukce neznamé funkce z jejich integralnich primért v buikach vypocetni sité a
druhou vypocet numerickych tokt, tedy integrace této rekonstrukce pres oblasti dané

o . n
“L1—1/2 Ti—1/2 Tiy1/2 ~L1j+1/2

i+1/2 it+1/2 i+1/2 i+1/2
u'= | uf(z) ~ R (2) R R
i ~ | wl(r)+ ulft(z) + [t (z)
x™ x™ T T
i—1/2 i—1/2 i—1/2 1—1/2
Fi_1/2 ﬂiA%’i Fit1/2

Obrazek 3.1: Schematicky nacrtek remapovani v jedné buiice. Stara sit spolu s in-
tegralnimi primeéry cerné, nova cervené. x;41/2 znaci polohy uzli sité, modie rekon-
strukce funkce u(z) a zelené numerické toky Fj41/2. Vzorec plati pro specialni piipad
posunuti uzlt nové sité naznaceny sipkami.

posunutim nové sité od staré, viz obrazek 3.1. Pfi remapovani tedy chceme z polohy
uzli staré x;_,/ a nové ' | /2 sité a integrélnich priméra (3.5) u; v buinkach staré
sit€é napocitat pruméry u;' na nové siti, tedy

1 x?+1/2

—-_n __ R
uy = Ax?/ u(x) dx, (3.1)

n
Til1/2

kde 27 jsou objemy bun&k nové sité a uf*(x) hledand rekonstrukce funkce u(zr) na-
pocitana z integralnich primeéri u; na staré siti. Navic pozadujeme, aby remapovani
bylo konzervativni, tedy aby platilo

D wAz; =) upAz}. (3.2)

Dalsi vhodnou vlastnosti remapovani je, aby nevytvarelo nové lokalni extrémy. Pokud
definujeme meze jako
u;nin

max
%

= min {W;_1, Uy, Uiy1}

u = max {ﬂifl,ﬂi,ﬂzqu} s (33)
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pak fekneme, Ze remapovaci metoda zachovava meze, pravé tehdy kdyz

Vi uMt <al < (3.4)

Vratme se nyni k hledani rekonstrukce (3.1). Uvazujme, Zze méame danou
vypocetni sit popsanou soufadnicemi uzli x s poloc¢iselnym indexem a integralni
priméry u nezname funkce u v jejich bunkach. u; tedy odpovidad hodnoté v burice
(25-1/2, Tit1/2). Integralni pramér funkce u(x) je definovan jako

1 /$i+1/2 ) (
u; = u(z)dz, 3.5)
Axi Ti—1/2
kde Azx; = x11/2 — x_1/2 oznacuje objem pfislusné buiiky. Ddle oznacme pozici

Tiy1/2+Ti—1/2
2

x; £ Azxi. Hledanou rekonstrukci v butice i ozna¢me uf(x). V piipadé Eulerovych

rovnic remapujeme hustotu p, hustotu hybnosti pu a hustotu celkové energie pe,

jejichz integraci pres objem ziskame konzervativni veli¢iny, tedy hmotu, hybnost a

celkovou energii. V této praci se omezime pouze na takové rekonstrukce, které je

mozno explicitné vyjadrit z hodnot u v ne€kolika okolnich bunkach.

stfedu bunky x; = , jejiz pomoci lze vyjadrit soufadnici uzlu jako ;412 =

3.1 Po éastech konstantni rekonstrukce

Pokud hledame rekonstrukci ve tvaru u!*(z) = u”, pak z pozadavku na zachovéani

stfedni hodnoty pro nasi rekonstrukci v buice

1 / T e de = / T ) (3.6)
u(z)dr = u; (z)dx .
A‘xi Ti—1/2 Axl Ti—1/2
po aplikaci definice (3.5) dostavame
. 1 /$i+1/2 D D 1 /ﬂfi+1/2 D
u; = u; do = u; dr = u; (3.7)
Axi Ti—1/2 Axl Ti—1/2

a tedy u? = ;.

Tato jednoduché rekonstrukce ma tu prijemnou vlastnosti, ze zlistava v me-
zich. Tim myslime, Ze ve vnitinich? butikich vypodetni sité splituje Vo € (z;_, /2> Tit1/2)
rekonstrukce nésledujici nerovnosti

R
ﬁ(@ < max {W;—1, Uy, Uiy } - (3.8)

u (Z’) Z min {ﬂi—lyai7ﬂi+l} a
Uu

2definice v krajnich buiikach souvisi s volbou okrajovych podminek
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3.2 Po céastech linearni rekonstrukce

Tuto rekonstrukei hledame ve tvaru

uf(r) = u; + uf (zv — 2;), (3.9)

1

ktery odpovida Taylorové rozvoji v bodé x;. Z podminky (3.6) dostaneme u; = u; a
pro odhad derivace miizeme pozit napiiklad centralni diferenci, tedy
Wit — Uj—1
U, = —— . (3.10)
Tit1 — Ti—1
Tato rekonstrukce vsak jiz obecné neztistava v mezich, coz miize mit pro remapovani
jakozto i pro celou ALE metodu vazné dusledky. Do feseni totiz napriklad vnasime
nové extrémy, coz muze mit za nasledek vznik oscilaci (¢asto v okoli razovych vin). K
odstranéni tohoto problému se pouzivaji pro omezeni odhadu derivace tzv. limitery.
Uvedme t¥i priklady pro po ¢astech linedrni rekonstrukei.

3.2.1 Limitovani sklonu rekonstrukce

Minmod (MM) limiter [13] porovnava diferenc¢ni nahradu derivace ve stfedu buriky

vypoc¢tenou podle (3.10) s ndhradami v jejich uzlech. Vysledna rekonstrukce tvaru

(3.9) pak namisto u vyuziva limitovany ¢len ™™ u?

. Uip1 — Ui U — Uiy
MY = minmod (uf, 16} 0 ) (3.11)
Tivl — Ty Xy — Tj—1

Koeficient 5 € (1,2) lze volit s ohledem na vlastnost limitovani. Nizsi hodnota pfed-

vz

stavuje silnéjsi limitovani, zatimco vyssi zachovava lokalni extrémy a lepsi konvergenci
na hladkém feseni. Funkce minmod je definovana jako

min(a, b, ¢) pokud a, b a ¢ jsou kladna
minmod(a, b, ¢) = 0 pokud nemaji a,b a c stejnd znaménka

—min(|al, |b], |¢]) pokud a,b a ¢ jsou zdporna
(3.12)

Barth—Jespersentv (BJ) limiter [12] je konstruovan tak, aby zachoval lokdlni meze
rekonstrukce. Definujme nejprve meze v uzlech

u£111111/2 = min (Hi—la Ez)

uM) = max (U1, Uy) -

Nelimitovana rekonstrukce by méla v obou uzlech kazdé buriky hodnoty

Ui 1j9 = u (Ti—1/2) = W — uy Ay /2

u u —_— x
WUiit1/2 = Uy (xi+1/2) =T; +uj Az /2,
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Pro omezeni téchto hodnot definujme

in m ro uu _ a > O

m DR P iit1/2 — Wi
i+1/2 u =

Q; = 1 Pro Uiy m — U =0 (3.13)

urﬁrf 2~ Wi
min [ =22 — Pro Uiy sy — Ui <0

U it1/0 Wi
Hodnota «; v buiice je pak dana jako minimum z hodnot v uzlech, tedy

. i—1/2 +1/2
ai:mln<a§ 2o /) .

Limitovana rekonstrukce mé tvar

Blufi(x) = + oo (v — ) (3.14)

Tento dobfe znamy limiter se c¢asto pouziva a v nasich numerickych testech
v nasledujici kapitole bude slouzit jako zaklad pro porovnavani s navrhnutymi meto-
dami limitovani po c¢astech parabolické rekonstrukce.

Venkatakrishnandv limiter [32, 11] predstavuje hladké rozsiteni BJ limitru. Funkci

min(1,y) v (3.13) totiz nahrazuje yyzi:ij a (3.13) tak pfejde na tvar

.
1 (AU 4+€) A iy /2 +2080u i1 /2> A T >0
Augipiye | AuPPP420u; 541 9  FAUP* Ay 4 /5+€2 P Gikl/2
i+1/2
gbi - )
o ‘
1 (AU?”“ +€2)Aui,i:l:l/Z+2Aui,ii1/22Au;mn A 0
Aug 412 Aumi“2+2Au- ; 2L Aumin Ag +€2 pro uz,z:tl/Q <
L > i 1,i+1/2 i 1,i+1/2
(3.15)
kde
™™ = min (T;_y, Uy, Wit,)
3 - i—1y Uiy Uit
max — — =
w™ = max (U1, U;, Uit1)

max __ _,max .
Au™ = ™™ —

min __ , min =
Au™ = u™ —u;

Aujixije = Ujip1/o — Ui
V konkrétni implementaci je tieba Au; ;11 /o nahradit sign (Aui7ii1/2) (‘AUi7ii1/2| + w),
kde w = 1-107'% pro 64 bitovou aritmetiku. ¢? = (K Ax;)? se voli pro vyruseni vlivu
limiteru v blizkosti hladkého extrému a za K se typicky berou hodnoty 0.3, 1 nebo
10 [32]. Hodnota limiteru ¢; v buiice se napo¢ita jako ¢; = min <gb;71/2,¢;+1/2> a
vysledna rekonstrukce pak

Venky B(2) = s + gut (x — 1) . (3.16)

)
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3.3 Po castech parabolicka rekonstrukce

Hlavni motivaci pro navrh po ¢astech parabolické rekonstrukce je dosazeni vyssiho
radu konvergence metody na hladkém feseni. PopiSeme dva pristupy k jejimu nalezeni.
Prvni z nich pfirozenym zptisobem rozsituje predchozi, po ¢astech linearni, metodu a
rovnéz zobecnuje pouzivani limiterd na cleny vyssiho radu. Hledame tedy rekonstrukci
v buice ve tvaru

1
uf(r) = w; +uf (x — ;) + Quf“(x —x;)?. (3.17)

Vypocet neznamych koeficientt u;, u a uf* v nasledujicim textu podrobné odvodime.
Z podminky na zachovani integralniho pruméru (3.6)

Tir1/2 Tiy1/2
1
ul(r)de = wp +uf (v — ;) + §ufm(x — ;) dx
Ti—1/2 Ti—1/2
=, [w] e + uf [l(x — wz)Q] ik + luzm [l(x — mz)g} e
Ti—1/2 2 Ti-1/2 3 Ti—1/2
1
= Ui (@12 — Tiv1/2) + Uy |:<xz‘+1/2 - xi)z — (zi_1)2 — $z)2i| +
—_——— 2 —_—— —_———
Axi Ax; _Azi
2 2
4 1 o A.’L’Z 3 4 A.Z'Z 3
G 2 2
Ax; + L 2T A3 = ;A
= W AT; + —u; T, = U;Ax;,
24
dostavame prvni vztah mezi hledanymi koeficienty
— 1 T 2
w = U — —uitAT; . (3.18)

242 %

Zbylé koeficienty vypoc¢teme z podminky, abychom minimalizovali chybu rekonstrukce
v sousednich butikach. Proto definujme funkcional ¢(u;, uf, uf*) vyjadiujici tuto chybu
ve smyslu nejmensich ¢tvercti odchylky integralnich primért, dosadme piedpokla-
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dany tvar (3.17) a upravme

Tjt+1/2

1
je{i—1,i+1} ;01
/9)2 _ . IoN2 B o3 ' on32
s -y B8/ D’ — (i 4 A2/ —(Ai/2) 4 (Ao + Ai/2)P)

2A£L’i,1 6A$i,1

i i 2 ; 2 . . 3 _ ) 372

i [ =y — BT + A0/ = A/, (Adiy + Aif2)° — (Awif2)

2AZL’¢+1 6Al‘i+1

1 1 ?
= |:ﬂi_1 — ﬂi + §Uf(A£Ifl_1 + AI’Z) — Euzmj(sz—l + Al‘,)(QAZL‘Z_l + A$Z):| +

2
! ui " (Ariy + Axy) (2A7541 + sz)}

1
+ |:ﬂ7;+1 — ﬂi — §uf(A1:z+1 + ALUZ) — E

v poslednim kroku jsme za u; dosadili z (3.18). Pro zjednoduseni zépisu dale zavede-
nim

Az;ipr = Ariyy + Axy
AQIM:H = 2A$i:|:1 + AIZ (319)

ziskavame konecné vyjadieni funkcionalu ¢

1 1 2
¢(uf, uzx:r) = |:ﬂz1 — El + §U?Axi,i71 — EU?xAl’i’ilAgiCi’il] +

1 1 2
+ |:ﬂi+1 —U; — §U§CA%¢+1 - EufmAxi,i+lA2xi,i+1:| (3.20)

Tento funkciondal vyjadiuje chybu rekonstrukce. Vztah pro hledané koeficienty u; a
ul* proto ziskdme tak, Ze polozime derivace podle téchto koeficientd rovny nule

0o 1 1
0= Our = |Uji—1 — U; + §quxi,i—1 - ﬁuszxi,i—1A2Ii,i—1 AIi,z‘—l—
i
u T — & LA L HRVAN A A
— | W1 — U — 5% Liir1 — EUZ Tii+102T5 541 Tii+1
0¢ [ 1 1 11
— —_ X xxr
0= dur” = - _ui—l —U; + 5% Aziiq — EUZ Axi,i—lAQxi,i—l_ 6A$i,i—1A2$i,i—1—
[ _ 1 11
— | Uit1 — U — §UfA$i,i+1 - EUfIA%iHAQl’mH gAxi,iJrlAin,iJrl
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VyfeSenim této linearni soustavy ziskdme vzorce pro neomezené koeficienty, které pro
jednoduchost zapisu preznac¢ime? na u? = u?, us® = u?®,
(TWipr — W) Ay i1 Doy g + (W — Wimy) Axy 01005 441
Az i 1Az 11 (Ao i1 + Do)
(Uigr — W) Az iy — (W — i) Az i1
Axi i 1A% 01 (Ao i1 + Aoxiiyq)

=2 (3.21)

u;t =12 (3.22)
Tyto koeficienty nam jiz plné urcuji rekonstrukei (3.17), nebot po aplikaci vztahu
(3.18) ziskame uf* jako

uf(z) =0 + (2 — 2;) + =0 | (z — 25)® — —=Ax?| . (3.23)
Posledni ¢len v predchozi rovnici tedy zajistuje zachovani integralniho primeéru pro
libovolné hodnoty koeficientt u} a u;”. Na zavér poznamenejme, Ze pro urceni koefi-
cientli po ¢astech parabolické rekonstrukce v butice postacuji hodnoty u v této burice
a ve dvou sousednich bunkach a objemy Az téchto tii bunék. Také lze ukazat, ze tato
rekonstrukce je presna pro polynomy az do druhého fadu. Pokud bychom obdobny
postup s minimalizaci chyby v sousednich bunkach aplikovali na po ¢astech linearni
rekonstrukei tvaru (3.9), ziskali bychom vztah pro odhad derivace

. (Wit1 — W) Az i1 + (W — Wimq ) Az i
u=2 Azl + Aa? '
Lii—1 Liit1

Snadno mizeme nahlédnout, Ze uvedené odhady pro linearni a parabolickou rekon-
strukci se obecné nerovnaji. Rovnost nastane pro rovnomérnou vypocetni sit, na niz
oba vztahy pfejdou v centralni diferenci (3.10).

Obdobné jako v ptipadé po castech linearni rekonstrukce, je i v tomto pripadé
nutné néjakym zptisobem omezit koeficienty rekonstrukce.

3.3.1 Limitovani koeficientu rekonstrukce

Minmod (MM) limiter pro po &astech parabolickou rekonstrukei [13] ziskdme po-
stupnou aplikaci limitru (3.11) nejprve na nédhradu druhé a posléze prvni derivace,
konkrétné

Uiy — Ui U7 — Uiy

Axi,i+1/2’ AIz’,z’—l/2

"uf® = minmod (ﬂf“,ﬁ ) , kde opét g € (1,2)

pokud omezeni odhadu druhé derivace nebylo tieba, tedy pokud plati "uf® = ui”,

(]
pak jiz prvni derivaci nelimitujeme a poklddame "u? = u?

¢ = wu’. V opacném pripadé
aplikujeme (3.11) i na koeficient linearniho ¢lenu

. W — T T — T
"uf = minmod | u}, 3— L
sz’,i+1/2 A$z‘,z’—1/2

SovSem W; # u;, viz (3.18) a podminka na zachovéani integralniho préiméru
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a vysledna rekonstrukce ma tvar

. 1
U,I-mand(ZE) =u; + mum(l’ — xz) + 5 Mo X (;L' — J}i)Q — —AI‘Q . (324)

i i

Kuzmin—Barth—Jesperseniv [14] (KBJ) limiter pro po ¢astech parabolickou rekon-
strukci rozsitime obdobnym zptisobem, tedy aplikaci BJ limitru nejprve na odhad
druhé a posléze prvni derivace. Pokud zapiSeme BJ limiter v burice (3.14) jako funkci
BJ(w;_1,U;, Wit 1, uf, Az;) s navratovou hodnotou «;, pak je KBJ limiter popsan na-
sledujici sekvenci

Trxr __ —T —T —T —IT .
oft =B (W, uf,ufy, w", Ay)

o — = = —
;- = BJ (uifly Ugy Wig1, Uy sz)

af = max (o, af")
Byt = ol
1 1
up P (z) =w + Puf(— ) + B} Bui® | (x — ;)% = EAz?

Nejativ limiter [15] pro po ¢astech parabolickou rekonstrukei je posan jako

o 1 — tanh(S(¢o — ¢4))

2 )
kde za konstanty volime ¢y = 0.8 a S = 20 a ¢; je dano (3.15), pak
N’LLZM —_ O_ﬂiv:p
M = [(1-0); + o] T
: 1 1
uy P z) = + Nud(x — ) + 5 Nug® (2 — ) — EA:L‘? : (3.26)

3.3.2 Metoda aproximaci hodnot v uzlech

Tato metoda, zndméa pod zkratkou PPM* [16], prezentuje jiny zpiisob, jak hledat po
¢astech parabolickou rekonstrukci. Koeficienty predstavujici ndhrady prvni a druhé
derivace ve stfedu bunky vypocetni sité mizeme nahradit jinymi. V tomto piipadé se
bude jednat o funkéni hodnoty v uzlech. Namisto u** a u* budeme tedy hledat predpis
pro vypodet a nasledné limitovani hodnot u' v levém, respektive u” v pravém uzlu
prislusicim dané bunce. Mezi témito koeficienty plati jednoduché prevodni vztahy

Uy T Uy
u: =
¢ ACEZ
r N9 —
ut = it Zlé = (3.27)

)

4Piecewise Parabolic Method
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Aproximaci hodnoty u v uzlu ¢ + 1/2 t¥etiho fadu pfesnosti ziskdme podle nasleduji-
ciho vzorce [16], jiné odhady lze nalézt napf. v [33]

Az + Az i Az + Az + Az + Az
20z Az | Az + Az Az + Ay | _
o amm | (@1~ ) (329

Ui41/2 = U4

X

2AI1 + AZL’H_l 2ACL’Z‘+1 + A[EZ
Az + Ax; Azip1 + Axigo
i—(;_i A i 5_1' )
. QAZL‘Z -+ Al‘i_;,_l it tar 1 Al’z + QAIH_l ¢

- A
kde du; predstavuje skok v v dané bunce a vypoc¢teme ho podle

ou; = 0 pro (w1 — ;) (W — wi—q) <0

min(|Az;u?|, 2|(w; — @i—1)|, 2| (W1 — w;)|) - sign(Az;u?) jinak,
(3.29)

kde u¥ v predchozim vyrazu je dano (3.21). Tato podminka jednak zarucuje, Ze
uit1/2 zistane v mezich danych 7; a ;1 a také vede k lepsi reprezentaci nespojitosti
[16]. Nejprve inicializujeme jednostranné hodnoty rekonstrukce v uzlech u? = ! 1=
Ujt1/2, pro omezeni prekmitii vSak pouZijeme nasledujici omezeni. Tato omezeni jsou
obdobou limitert pouzivanych v predchozi formulaci. Je-li u; lokdlnim maximem, coz
pozname naptiklad z podminky

(uf — ;) (u; — uf) <0

pak klademe u! = u! = u; a rekonstrukce je tedy v této buiice konstantni. Déle

pozadujeme, aby byla parabolicka rekonstrukce v kazdé butice monoténni, pokud
1 ul — uk)?

(uf — ) (ﬂz‘— §(U§+UE)) > ( . i

pak opravime hodnotu u! = 3%; — 2u? a obdobné pokud plati

(uf — ul)? 1

P ) (- St u)

opravime v} = 3u; —2u!. Timto jsme zavrsili postup hledani parabolické rekonstrukee,
ktera pri svém vypoc¢tu v tomto pripadé pocita pouze s hodnotami u a Az v celkem
péti nejblizsich bunkach. Uzitim (3.27) totiz pfejdeme k pfedchozimu tvaru rekon-
strukee (3.23).

3.4 Vypocet numerickych toki

V predchozim textu jsme popsali rtizné vypocty rekonstrukce funkce ze znamych
integralnich primeértd. Druhou c¢éasti remapovani je pak vypocet numerickych toki
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mezi sousednimi butikami, tedy integrace této rekonstrukce. Pokud predpokladame, ze
uzly nové vypocetni sité (tuto sit budeme oznacovat indexem ™) vzniklé rezonovanim
ziistanou v okoli daném dvémi nejbliz§imi bunkami, tj. x;_3, < 2], /2 < Tigay VI,
muzeme numerické toky uzly sité F' pro rekonstrukci s presnosti do druhého fadu
pocitat pii pohybu uzlu doprava, tj. =" ; /2 = Ti-1/2, jako

Ty g L
Fiiq1p = / uf(r)dz = / a; + bx + ¢t de = (3.30)
Ti—1/2 Ti—1/2

T g g+ Tic1y2 n Ci
2 3

= (‘T?—l/Q — .I'i_l/g) |:a/i + bz

kde jsme pro jednoduchost zapisu presli od vyjadieni paraboly vzhledem ke stiedu
butiky ke standardnimu vyrazu a; + b;x + c;z%, pfitom plati tyto prevodni vztahy

1

_ T —xx

1 1
2 12

Pro pohyb uzlu sité vlevo, tj. x| 2 < Tim1/2, dostaneme numericky tok

LI L
Fiijp = / UzR—l(x) de = / @it + b1z + 2’ de =
Ti—1/2 Ti—1/2
= (2712 = Tim172) X (3.31)
Tyt Ticy2 Gy, o, n
X [@il + bifl / 5 3 ! (331'—1/22 + .I'i_l/zl'i—l/Q + xi—1/22)

Hodnoty konzervativnich veli¢in v jedné bunce jsou vyjadfeny ve tvaru uw;Az; a pro
jejich zachovani (3.2) tedy musi platit, ze hodnota @ v nové buiice je rovna hodnoté
v buiice staré a rozdilu numerickych tok® pres jeji hranici, viz také obrazek 3.1.
Ptredpokladame pritom, ze poloha koncovych uzlii se neméni a jsou v nich tedy nulové
toky. Jednoduchou tupravou tohoto vztahu ziskame vzorec pro vypocet u" na nové
siti, a sice
Uy Axy = 0 Av; + Fipio — Fioiyo
Z U Az 1 Fz’+1/2 - er1/2 '
Ax? Ax?

K3 (2

(3.32)

Vztahem (3.32) jsme zavrsili popis zédkladniho pfistupu k remapovani konzervativnich
veli¢in vyuzivajici po ¢astech konstantni, linearni ¢i parabolickou rekonstrukci.

Tento proces miize byt dale doplnén. V popisu rekonstrukce jsme zminili
jeji dilezité vlastnosti, tedy konzervativnost (3.6) a zachovani mezi (3.8). Obdobné

(93?—1/22 + x?—1/2$i—1/2 + mi—l/22) ’
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vlastnosti mizeme definovat pro cely proces remapovani. Jeho konzervativnost, tedy
v pripadé Eulerovych rovnic zachovani celkové hmoty, hybnosti a energie plyne z
vyjadfeni hodnot na nové siti ve formé rozdilu numerickych toka (3.32). Meze pro
remapovanou funkei @ definujeme z hodnot @;_y, @; a w41 (3.3).

Aby remapovana funkce ztstala v mezich, lze provadét kromé limitovani re-
konstrukce dalsi operace. Jednou z nich je ,oprava“ [10, 9], kdy provedeme predis-
tribuovani w"Az™ z bunky, v niz jsou poruseny meze, do okolnich. Tato metoda je
obzvlasté vhodna pro pouziti ve 2D, kde umoznuje pouziti zjednodusenych forem
integrace numerickych tokt, nebot piesna integrace ve vice dimenzich vyzaduje hle-
dani mnoha priisecikti vypocetnich siti a je tedy vypocetné velice naro¢na. Navic ani
u vhodné limitované rekonstrukce ve 2D neni obecné zaruceno zachovani mezi. Dalsi
moznosti jak zachovat meze je metoda FCT® [17], kde oddélend napocitame toky
nizkého (dané po ¢astech konstantni rekonstrukei) které zachovavaji meze a toky vy-
sokého tadu (po ¢astech linearni ¢i parabolické) a hleddme jejich vhodnou kombinaci,
ktera zachova meze ale nevnasi do vysledku zbytecné mnoho numerické difuze z toku
nizkého radu presnosti. Tyto a dalsi vlastnosti jednotlivych metod numericky ovérime
v néasledujici kapitole na problému cyklického remapovani.

3.5 Rozsireni Lagrangeovské metody vysokého radu
presnosti na ALE

V této sekci popiseme rozsifeni nespojité Galerkinovy metody pro Lagrangeovskou
hydrodynamiku v 1D [18] popsané na konci prvni kapitoly. Tuto metodu za pouziti
jednoduchého rezonovani a po ¢astech parabolického remapovani navrhnutého v pred-
chozi sekci zobecnime na kompletni ALE metodu. Zobecnéni provedeme nésledujicim
zpusobem.

Jelikoz Lagrangeovsky vypocet v [18] probihd vzhledem k pocéateéni sou-
fadnici xg, zvolime postup, kdy rezonovani/remapovani bude nasledovat do daném
poc¢tu Lagrangeovskych c¢asovych krokt. Po kazdjch n krocich vypocet zastavime a
napocitame soufadnice z(xo,t) dané rovnici (1.9). Na této vypocetni siti provedeme
rezonovani tvaru

n T; + Tix1
Lit1/2 = TJF (3.33)

P1i néasledném remapovani ze znalosti staré vypocetni sité = a integralnich
pramért hustoty p, hustoty hybnosti pu a hustoty celkové energie pe v jejich bunkéach
podle vzorce (3.17) napocitame rekonstrukci v téchto buiikach. Z této rekonstrukce
a ze soufadnic nové sité =" napocitame numerické toky (3.30), resp. (3.31) a z nich
integralni priméry (3.32) na nové vypocetni siti. Tyto nové hodnoty spolu s novou
vypocetni siti pouzijeme jako pocatecni podminku pro dalsi Lagrangeovsky vypocet.

5Flux Corrected Transport
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Pro zachovani vysokého fadu presnosti je pritom nutné provést po ¢astech parabolic-
kou rekonstrukei i na nové vypocetni siti, nebot v Eulerovych rovnicich tvaru (1.6)
- (1.8) potiebujeme znat vyjadieni pocateéni hustoty po jako funkce z™ (coZ je nova
pocatecni soufadnice z). Pro zachovani pfesnosti vypoctu je nutné provadét rekon-
strukci vzdy na proménnych pfedstavujicich hustoty konzervativnich veli¢in, tedy p,
pu a pe.






Kapitola 4

Numerické testy a vysledky

V této kapitole se budeme jednak zabyvat simulaci interakce fokusovaného lasero-
vého zareni s terciky. Ovérime funkénost navrzeného modelu absorpce s trasovanim
paprski a porovname jej s jednoduchym modelem absorpce na kritické plose. Pou-
zivame metody a algoritmy popsané ve druhé kapitole implementované do 2D ALE
hydrodynamického kédu PALE [1, 2]. Déle pouZijeme cyklické remapovéni k zjisténi
radu konvergence riznych metod remapovani a na zavér uvedeme vysledky dosazené
1D ALE metodou vysokého fadu piesnosti pro vybrané tlohy hydrodynamiky.

4.1 Simulace interakce laseru s pevnymi terciky

Jako testovaci tlohy pro model absorpce laserového zareni s trasovanim paprski vo-
lime jednak kolmy dopad zafeni na hlinikové terciky. Jednd se o masivni terc¢ik a
tenkou folii umisténé v roviné fokusu. Pro pfipad folie srovname vysledky s jedno-
dussim modelem pfedpokladajicim absorpci energie zafeni na kritické plose. Dalsi
simulaci bude interakce fokusovaného zafreni s dvojici rovnobéznych félii — prvni hli-
nikové tloustky 0.8 pum a druhé hoicikova s tloustkou 2 um. Porovname pripady
riazného umisténi folii vzhledem k roviné fokusu. Tyto testovaci tlohy odpovidaji
skute¢nym experimenttim provadénym na laseru PALS.

4.1.1 Masivni hlinikovy tercik

Uvazujeme puls zafeni o energii 100 J Gaussovského profilu v prostoru a case s polosit-
kou maxima (FWHM) 400 ps posunutého v ¢ase o 400 ps od pocatku simulace. Tteti
harmonické frekvenci laseru PALS odpovida vinova délka 438 nm. Terc¢ik umistény
na pocatku simulace kolmo na osu zafeni se nachazi ve vakuu pfi pokojové teploté,
tedy zhruba 0.03 eV a je popsan stavovou rovnici idealniho plynu s plynovou kon-
stantou 1,66, piicemz uvazujeme plnou ionizaci. Celkovy ¢as simulace je zpravidla

43
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dvojnasobkem polositky maxima. Uvazujeme model laserového svazku s rovnobéz-
nymi paprsky a polomeér fokusu 100 pym, ¢emuz odpovida maximalni dosazené inten-
zita zéafeni zhruba 2 - 10" W /cm? a kritickd hustota plné ionizovaného hliniku 0.02
g/cm?.

Na obrazku 4.1 (a) je na zaporné ose zobrazena vypocetni sit, na kladné pak
teplota v eV pii linedrni stupnici. Na obrazku 4.1 (b) jsou na zaporné ose zobrazeny
vybrané paprsky zareni, kde odstin Sedi odpovida energii nesené paprskem. Na kladné
ose je logaritmicky zndzornéna hustota v g/cm?® a jeji kontura odpovidajici kritické
hustoté (plna ¢ara) a jeji poloviné (pferusovana). V ¢asti (c) pak detail oblasti kritické
hustoty s vyobrazenymi paprsky a divergenci intenzity laseru v butikidch [W/cm?] na
logaritmické stupnici, a to od maximalni divergence po jeji jednu setinu a opét kontura
kritické hustoty a jeji poloviny.

Vypocetni sit Teplota [eV]

Energie paprsku Hustota [g/cm3]
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N
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r [um]

Obrazek 4.1: Interakce s masivnim hlinikovym ter¢ikem popsand modelem s trasova-
nim paprskiti. Cas 600 ps. Vypocetni sif spolu s teplotou (a), vybrané paprsky zareni
a hustota (b), detail oblasti kritické hustoty — vybrané paprsky laseru a z nich na-
pocitana divergence intenzity v butikéch (c).

Na obrazku 4.1 nepozorujeme prakticky zadné odrazené paprsky. To zna-
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mena, ze jiz pred odrazem ztratily rozhodujici ¢ast energie, a tedy ani vyznam rezo-
nancni absorpce zde nebude velky. Paprsky diky kolmému dopadu na kritickou plochu
pronikaji hluboko do plasmatu, kde efektivné probiha proces absorpce inverznim brz-
dnym zafenim. Obdobné simulace pro odlisny polomér fokusu ¢i vinovou délku laseru
a jejich vliv na mnozstvi absorbované energie lze nalézt v [24].

4.1.2 Tenka hlinikova folie

V této casti porovname model absorpce na kritické plose s modelem trasovani pa-
prski. Uvazovany laserovy puls mé shodné parametry s predchozim piipadem, opét
uvazujeme model s pfimym laserovym svazkem. Tentokrat za terc¢ik volime hlinikovou
folii tloustky 0.8 pm, u které na rozdil od masivniho terc¢iku o¢ekdvame rychlé pro-
péleni a plasma expandujici na obé strany folie. Na obrazku 4.3 (a) vidime vysledek
pro model absorpce na kritické plose (s koeficientem absorpce 0.75) v ¢ase tésné po
propéleni terciku, presnéji po preruseni plochy kritické hustoty plasmatu (zobrazena
plnou carou v grafu hustoty, pferusovana ¢ara odpovida plose s polovi¢éni hustotou).
Vidime, ze v tomto modelu absorpce je vysledna divergence intenzity laseru v bun-
kach vypocetni sité nenulova pouze na jedné fadé bunék, kterymi prochazi kriticka
plocha.

Naopak na obrazku 4.3 (b) vidime vysledky pro model s trasovanim paprski
opét v Case tésné po preruseni plochy kritické hustoty. V porovnani s absorpci na
kritice prichéazi tento okamzik pozdéji. Toto zpozdéni je dano vyssi teplotou, na kterou
se ohfiva témér celd plasmové korona, nebot inverzni brzdné zéafeni se uplatiuje i v
fidkém plasmatu dale od kritické plochy.
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Obrazek 4.2: Porovnani absorbované energie v hlinikové folii pro rtizné modely ab-
sorpce.

Casovy vyvoj absorpce energie se pro oba modely zna¢né odlisuje. Zatimco v
ptipadé absorpce na kritice po propdleni ter¢iku (pfesnéji po propéleni otvoru srov-
natelnych rozméru s polomérem fokusu) neni v podstaté jiz zadny zdroj, ktery by
plasmatu predaval energii, pri pokrocilejsim modelu se plasma déale zahiiva a stale
efektivné pohlcuje energii az na vyslednych zhruba 75% z celkové energie zafeni, viz
obrazek 4.2.
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Obrazek 4.3: Interakce laserového zafeni s hlinikovou félii popsana dvémi rtiznymi mo-
dely absorpce. Absorpce na kritické plose (a) a trasovani paprski (b). Vlevo teplota,
vpravo logaritmus hustoty a dole divergence intensity a v ptipadé (b) také vybrané
paprsky zatreni — jejich energie je dana stupném Sedi, viz horni polovina skaly barev.
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4.1.3 Dvé rovnobézné folie

V tomto pripadé uvazujeme fokusovany Gaussovky svazek s minimalnim polomérem
fokusu 7y = 40pum a uhlem rozbihavost 6, = 15°. Tento svazek ma polositku ma-
xima v case 300 ps, je posunut o 300 ps od pocatku simulace a nese energii 115 J.
Ostani parametry jsou shodné s pfedchozi llohou. Na rozdil od ptedchoziho pfipadu
s jednou folii, kde dochéazelo k absorpci energie v blizkosti roviny fokusu, v pfipadé
dvou oddélenych folii je jiz rozbihavost laserového svazku nezanedbatelnym faktorem.
Tercik je tedy slozeny ze dvou rovnobéznych f6lii, vzdalenych od sebe 600 pm. Zafeni
na treti harmonické frekvenci opét dopadé shora, nejdiive na hlinikovou félii v z = 0
tloustky 0.8 um, kterou postupné propaluje a dostéava se tak k druhé hotéikové folii
v z = —600 o tloustce 2 um. Porovname tii piipady, a sice umisténi prvni félie do
roviny fokusu, 600 ym pfed a za tuto rovinu. Poznamenejme, ze podobné konfigurace

experimentli jsou uzitecné ke zkoumani interakce plasmatu s povrchy pevnych latek
[31].
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Obrazek 4.4: Energie absorbovana v jednotlivych féliich pro rizna umisténi terciku
vzhledem k roviné fokusu.

Vysledky simulaci, tedy casovy prubéh interakce, jsou znazornény na ob-
razcich 4.5 a 4.6. Na prvnim z nich vidime vysledky v ¢ase 100, 200 a 300 ps pro
hlinikovou folii umisténou v roviné fokusu, tj. zy = 0, (a), resp. 600 pm pfed ni,
tj. zp = —600, (b). Vysledek pro tercik 600 pm za rovinu fokusu, tj. z; = 600, je v
téchto ¢asech simulace témér identicky s obrazkem 4.5 (b). Jednotlivé sloupce odpovi-
daji riznym castim simulace, v prvnich fadku jsou vykresleny vybrané paprsky zareni
a profil hustoty, ve druhém pak vypocetni sit a tlak (tlak v buiikidch odpovidajicich
vakuu nevykreslujeme).

V pribéhu interakce dochéazi nejdiive k zahiati prvni félie, jeji povrch ex-
panduje proti sméru dopadajiciho zafeni za vzniku plasmatu. Pohlcovani energie
v plasmatu zptsobuje jeho dalsi zahiati a expanzi. Ve chvili kdy hustota tohoto
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Obrézek 4.5: Porovnani interakce laseru s dvouféliovym tercikem pfi jeho umisténi do
roviny fokusu, tj. zy = 0 (a), resp. pfed ni, tj. z; = —600 (b) pro model s trasovanim
paprski v ¢ase 100, 200 a 300 ps.
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plasmatu klesne pod kritickou hustotu, ¢ast zareni zacne prochazet a ohfivat povrch
spodni folie. U tohoto modelu absorpce vsak dale dochazi i k dalsimu vyraznému
zahfivani prvni folie, viz obrazek 4.4, a také k mirnému ohfivani vnitinich ploch folii
vlivem odrazeného zafeni. V zavislosti na umisténi terc¢iku vzhledem k roviné fokusu
se pak ze spodni félie formuje plasma s rozdilnym tvarem a parametry, viz obrazek
4.6. V pfipadé (b) je fokus na spodni hofc¢ikové folii a vzniklé hoi¢ikové plasma je
uzsi ve sméru osy r nez v pripadé roviny fokusu pfed obémi foliemi na obrazku 4.6
prvni folie je pro oba piipady podobné, coz je dano shodnou intenzitou zareni v jeji
roviné.

Z porovnani 4.5 (a) s (b) vidime, ze v pfipadé prvni folie umisténé v roviné fo-
kusu dochézi k jejimu propaleni diky zahrnuti gaussovkého modelu laserového svazku
mnohem dfive. Stejny efekt mtizeme pozorovat i na obrazku 4.4, kde je vykreslena
energie absorbovana jednotlivymi foliemi v zavislosti na case. Pti fokusu na horni folii
je tedy daleko vice energie absorbovano spodni hoic¢ikovou folii.
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Obréazek 4.6: Porovnani interakce laseru s dvoufdéliovym terc¢ikem pii jeho umisténi
za (a) , resp. pfed (b) rovinu fokusu (z; = 600, resp. zy = —600) pro model trasovani
paprski v case 400 a 500 ps.
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4.2 Remapovani

V této Casti porovname rizné metody remapovani popsané ve treti kapitole a nume-
ricky zjistime jejich fad konvergence na problému cyklického remapovani. Cyklické
remapovani predstavuje jednoduchy test, kde mame danou pocateéni vypocetni sit s
integralnimi priméry u v burikich. Tato sit se pohybuje podle jistého predpisu a v
kazdém pseudocasovém kroku tohoto pohybu provadime remapovani 7 na novou sit.

Pouzijeme nésledujici znaceni pro jednotlivé metody. Remapovani s po ¢as-
tech konstantni rekonstrukci budeme znacit jako donor, po Castech linearni lin. — v
ptipadé neomezeného sklonu daného centréalni diferenci (3.10) unl., s po ¢astech para-
bolickou rekonstrukei pp — v ptipadé neomezenych koeficient (3.23) unl.. Zkratky pro
limitery odpovidaji rovnicim BJ — (3.14), MM — (3.11), resp. (3.24), KBJ — (3.25),
Nejat — (3.26). V piipadé BJ, resp. KBJ limitru volime 3 = 1.5 a pro Nejativ limiter
K = 1. Dale zkratka PPM zna¢i po ¢astech parabolickou rekonstrukei podle (3.27)
a lin. FCT, resp. pp FCT metodu popsanou v [17] s toky vysokého fadu presnosti
danymi po c¢astech linedrni neomezenou, resp. po c¢astech parabolickou neomezenou
rekonstrukei.

Pred testem cyklického remapovani nejprve na obrazcich 4.7 a 4.8 porov-
name vybrané rekonstrukce. Na prvnim z nich vidime rozdil pro riizné vypocetni sité
(doslo k pohybu pouze jednoho uzlu) pii rekonstrukei skoku. Vyrazné piekmity u
nelimitované po ¢astech parabolické rekonstrukce (zelend) potvrzuji nutnost omezeni
rekonstrukce, ptripadné jiného omezeni numerickych tokt pfi remapovani. V pripadé
KBJ a mimmod limiteru vidime, ze dochazi k omezeni rekonstrukce na konstantni
pouze na jedné stran€ nespojitosti. Dalsi rekonstrukce jsou zobrazeny na obrazku 4.8.
Jako jediné rekonstrukce, ktera ve vSech ptipadech ztistava v mezich (3.8), se ukazuje
PPM rekonstrukce.
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Obrazek 4.7: Porovnani po castech parabolickych rekonstrukeci s riznymi zpusoby
limitovani pro rizné pripady funkci a vypocetnich siti. Krouzky zna¢i integralni
prameéry ve stfedech bunék, carkované ¢ary polohy uzli.
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Obréazek 4.8: Porovnani po ¢astech parabolickych rekonstrukei s riznymi zptsoby
limitovani pro rtizné pripady funkci a vypocetnich siti, navazuje na obrazek 4.7.

Porovnani vlivu riznych rekonstrukei na jedno remapovani vidime na obraz-
cich 4.9 a 4.10. Z obrazkt vidime, jak poruseni mezi rekonstrukce (3.8) muze vést k
poruseni mezi remapovani (3.3) — vyznaceny Sedou barvou.
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Obrazek 4.9: Jedno remapovani skokové funkce pro dvé rizné, po ¢astech parabolické
rekonstrukce — nelimitovanou (a) a limitovanou PPM (b), viz obrazek 4.10.
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Obrazek 4.10: Jedno remapovani ,, vyhlazené skokové“ funkce pro ¢tyii rtizné, po ¢as-
tech parabolické rekonstrukce — nelimitovanou (c) a limitované PPM (d), KBJ (a) a
(e) a minmod (b) a (f). Cernd prerusovand ¢dra oznacuje starou sit a krouzky inte-
gralni prumeéry ve stfedech bunék, plné ¢ervend pak sit novou a kiizky opét praméry
po remapovani. Piislusna rekonstrukce je vykreslena modfe, Seda pole predstavuji
meze remapovani a na maljch obrazcich dole je pfislusny detail hrany skoku.
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4.2.1 Cyklické remapovani

Pred testovanim rtznych metod remapovani v komplexnich ALE kédech je vhodné
provést jednodussi diléi testy. Jednim z nich je naptiklad cyklické remapovani, pfi
kterém nahradime prvni dva kroky ALE metody, tedy jak Lagrangeovsky ¢asovy krok,
tak rezonovani, predem danym pohybem vypocetni sité bez zmény hodnot v jejich
bunkéach. Toky pres hrany této sité jsou tedy zptisobeny vyhradné remapovanim na
posunutou sit a pfesnym feSenim pro cyklické remapovani je tedy zachovani pocatecni

N

Obrazek 4.11: Ukazka sekvence vypocetnich siti pro cyklické ramapovani pii péti
vypocetnich bunkach a 25 pseudocasovych krocich. Horizontalni osa odpovida sou-
fadnici x a vertikalni pseudocasové ose t.

Piedpoklddejme Ze znadme integralni priiméry u ve vsech n butikdch poca-
teéni sité 20 a predpis, kterym je popsan pohyb sité. Po n, pseudodasovych krocich
ziskame integralni primeéry Ezf v buiikach koneéné sité z/. Pokud bychom se vratili
do ptvodni sité (polohu uzlu znacime x;,1/s), tedy z° = x| pak bychom mohli uréit
absolutni chybu cyklického remapovani jako

n
EC=) [ —uf|Ax],
i=1

kde Amzf = x{+1/2
piipadé kdy z° # 2/ vyuZijeme znalosti funkce u(z) a napoc¢itdme obdobné jako v
(3.5) presné hodnoty na konecné siti

— xzf_l /2 piedstavuje objem builky konecéné sité x/. V obecném

/
1 Tiv1/2
= — u(z)dz.
Ax;

f
Ti1)2

a chybu cyklického remapovani jako

E°= [ —ul|Az]. (4.1)
=1
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Kromé této chyby nas také zajimé, jak moc byly béhem vypoctu poruseny
meze (3.3). Tato definice mezi se vztahuje k jednomu remapu, poruseni mezi v j-tém
pseudocasovém kroku definujme jako

n n
» o . P .
EY = E max (0,u — ™u ) Az + E max (0, ™" u " —u)) Az},
i—1 i=1

max—j __ —J —j =7 minz=j _ i [0 —J =] 4 Sand ¢
kde ™% = max{w,_,u;,u,,,} a ™% = min{w,_,,7;,u],,}. Celkové poruseni mezi
vyjadiime jako L; odchylku v casu, tedy primeér EJI’ pres jednotlivé pseoudocasové

kroky délky At;

ne

E' =Y " E'At;. (4.2)

=1

Jako dalsi miru chyby cyklického remapovani definujme poruseni globéalnich
mezi danych mezemi integralnich primeért pocatecni funkce, tedy

B9 = Zmax (0,@{ — ma"ﬂ) Azl + Zmax (O, mingg — ﬂf) Azl (4.3)
i=1 =1

kde ™7 = max{u’} a ™"y = min{u}}.
(2 (2

.

Obrazek 4.12: Ukézka sekvence vypocetnich siti pro cyklické ramapovani pii osmi
vypocetnich buiikach a 10 pseudocasovych krocich v intervalu ¢ € [—1/8,1/8]. Hori-
zontalni osa odpovida soutadnici x a vertikalni pseudocasové ose t.

Hladky pohyb vypocetni sité

Pro pohyb sité v cyklickém remapovani jsme pouzili predpis [34] pro hladky pohyb

sité. Tento pohyb pro sité {x?_I/Q,i =1,...,n;7 =0,...,n;} zobrazeny na obrazku
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4.11 je popsan nasledujicimi vztahy

sin(4mt)

z(&t) = (1 —at)é +at)é alt) = 5 ,0<E<1;0<t<1 (44)

Sekvence siti {xg_l/Q} je pak dana jako xz_l/Q = x(&, ') kde

== j=0,...,n ;&= i=1,...,n. 4.5

ey J ¢35 & n—1 (4.5)
Hladky pohyb sité pfi cyklickém remapovani je v nésledujicim textu vzdy oznacen
odpovidajicim pseudocasovym intervalem. Pocet pseudocasovych krokt n; byl volen
jako n; = 5n, kde n zna¢i pocet bunék sité. Tato volba je svazana s CFL! podminkou,
pokud definujeme

-1
. Ai—1/2
CFL = At [mzax ( Az, )} : (4.6)

kde rychlost pohybu uzlu a;_;/; je dana a;_1/, = W, dostavame béhem popsa-

ného pohybu sité maximélni numericky zjisténou CFL 0.48. Tuto podminku lze také
interpretovat tak, Zze uzel nové sité zlistane omezen polohou stfedt jeho sousednich
bunék na predchozi pseudocasové vrstve.

Remap %421 1%; % L4 Lo B, B2y 12 By
donor [1.8 1.9 1.9|143-107' 2.17-1072 0 0 0 0
lin. unl. | 8.0 8.0 8.0|4.37-107% 855-1077|7.2-107% 1.4-107% 0 0
lin. BJ | 4.6 4.8 4.9|287-1073 2.62-107° 0 0 0 0
lin. MM | 4.5 4.8 4.9]5.36-1072 5.12-107° 0 0 0 0
lin. FCT | 49 4.9 4.7[1.09-107% 9.84-1076 0 0 0 0
ppunl. | 8.0 80 80[390-107% 7.63-1077|72-107¢ 1.4.1078 0 0
ppKBJ |80 80 80 |391-107% 7.63-1077|7.2-107% 1.4.1078 0 0
pp MM |80 80 80[390-107% 7.63-1077|7.2-107% 1.4.1078 0 0
pp FCT |52 56 56 9.66-107* 5931076 0 0 0 0
PPM |51 55 5.6(206-1073 1.33-107° 0 0 0 0
pp Nejat | 3.3 3.8 4.0 |1.28-107% 2.53-107°|55-1076 1.8-107®|1.5-107* 5.6-107°

Tabulka 4.1: Cyklické remapovani funkce sin(27x) + 1 pro pseudocas t € [0, 1].

Pro sekvenci siti popsanou (4.4) dochézi k superkonvergenci u po ¢astech
linedrni nelimitované metody a vysledky pfi normé (4.1) odpovidaji tfetimu Fadu
presnosti, viz tabulka 4.1.

! Courant—Friedrichs-Lewy
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K jejimu odstranéni jsme pouzili jinou sekvenci vypocetnich siti, popsanou
taktéz (4.4) ovSem s pseudocasovym intervalem ¢ € [—1/8,1/8], jez je zobrazena na

obrazku 4.12. Uvéazeni shodné CFL (4.6) podminky dostaneme n; = %n. Porovnanim

tabulky 4.1 s 4.3, zejména pak druhych rfadkd pro po ¢astech linearni neomezenou
metodu, ilustruje odstranéni tohoto problému.

Remap % %48 % Ly Lo Eg, ER, | E§, Ei
donor |20 2.0 2.0(791-107% 1.01-1073 | © 0
lin. unl. [ 3.9 3.9 4.0|1.16-107°> 1.92-1077
lin. BJ [3.8 3.9 40|113-107° 1.91-107°
lin. MM | 3.9 3.9 4.0|1.16-107° 1.92-1077
lin. FCT | 3.9 3.9 4.0|1.16-10° 1.92-1077
ppunl. [7.9 7.9 8.0|4.67-1077 9.32.10710
ppKBJ |79 79 80 |4.67-1077 9.32-10710
pp MM [79 7.9 80 |467-1077 9.32.10°10
pp FCT |79 7.9 80 |4.67-1077 9.32-1071°
PPM |80 80 80 [213-1077 4.15-1071'°

pp Nejat | 4.0 4.0 4.0 | 1.65-107° 2.56-10~7

o O O O O o o o o o
o O O O O o o o o o

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

Tabulka 4.2: Cyklické remapovani funkce exp(z) pro pseudocas t € [—1/8,1/8]. Hod-
noty ve druhém, tretim a c¢tvrtém sloupci predstavuji podily chyb remapovani pri
zjemnovani sité, fad konnvergence je tedy dan jako log, téchto podilu. Ostatni sloupce
predstavuji chyby definované v textu pro sit s pfislusnym poctem bundk.

Tabulky 4.2 a 4.3 ukazuji konvergenci metod pro dané funkce opét na inter-
valu z € (0,1). Pro exponencielu, tedy hladknou funkci bez extrému uvnitf intervalu,
dostavame podily chyb 2 pro po ¢astech konstantni rekonstrukci a tedy metodu prv-
niho fadu, resp. 4 pro po castech linedrni metody a tedy druhy rad. Pro vétsinu
po castech parabolickych metod pak dostavame podil 8 odpovidajici tfetimu rfadu
konvergence. Vyjimkou je pouze pfipad Nejatova limiteru, kde konvergence nizkého
fadu mtze souviset s volbou konstant v tomto modelu. Funkce sinus v tabulce 4.3
ma jiz extrémy na daném intervalu, coz se projevi ve snizeni rychlosti konvergence
predevsim u metod, které striktné zachovavaji meze, tedy PPM a FCT.

V tabulce 4.4 a na obrazku 4.14 jsou uvedeny vysledky pro jednotkovy skok.
V tomto pripadé je konvergence u vsech metod velice podobné, lisi se vsak abso-
lutni chybou. Z tohoto pohledu nejlépe vychazi PPM nésledované FCT s po ¢astech
parabolickou, resp. linearni rekonstrukci. Tyto metody navic zachovavaji meze. Za
zminku stoji také parabolickda metoda s MM limitrem, u které dochéazi pouze k ma-
lému poruseni mezi (o dva fady nizs$i nez u nelimitované), a pfitom si udrzuje t¥eti
rad konvergence na hladkém feseni.
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Pseudonahodny pohyb vypocetni sité

Pro porovnani uvadime vysledky cyklického remapovani popsaného pseudondhodnym
pohybem vypocetni sité. Pokud zachovame znaceni pouzité pro hladky pohyb site,
pak je poloha nového uzlu popsana jako [8]
1 , . )
x371/2 = x571/2 + rzj‘fl/Z’yHi]flﬂ ) (4.7)
kde rf_l /2 J€ pseudondhodné ¢islo z intervalu (—0.5,0.5) s rovhomérnym rozdélenim,
v = 0.5 parametr modelu a

Hj_l/z _ Axl/2  pro 7“1]._1/2 >0
Angl/Q pro le.;l/Q <0

Priklad ndhodného pohybu sité je uveden na obrazku 4.13. Vysledny pohyb sité se

Obrazek 4.13: Ukazka jedné sekvence vypocetnich siti pro cyklické ramapovani s
pseudondhodnym pohybem sité. 5 bunék vypocetni sit€ a 25 pseudocasovych kroki.
Horizontalni osa odpovida soufadnici x a vertikalni pseudocasové ose t.

lisi pro kazdy béhu cyklického remapovani. Pro zjisténi relevantnich vysledkii jsme
provedli deset testii a v tabulce 4.5 jsou uvedeny primeérné hodnoty chyb a z nich
napocitané podily. Pocet pseudocasovych kroki je vzdy pétkrat vétsi nez pocet bunek
vypocetni sité. Porovnani jednotlivych metod remapovani vychazi obdobné jako pro
hladky pohyb vypocetni sité, pouze rad konvergence je u vSech metod je o néco horsi.
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Remap | & {5¢ o5 L6 L5 2 B2y, Eg By
donor |[1.9 2.0 2.0|4.20-1072 5.53-1073 0 0 0 0
lin. unl. | 4.1 4.0 4.0[3.99-107% 6.11-107%|7.0-10% 1.4-107%{9.9-1076 5.2-107%
lin. BJ |42 44 4.4|142-1073 1.72-107° 0 0 0 0
lin. MM [4.2 4.5 4.5(215-1073 2.58-107° 0 0 0 0
lin. FCT [4.0 39 39/|7.27-107% 1.19-107° 0 0 0 0
ppunl. |80 80 80[966-107° 1.91-1077|7.0-107% 1.4-107%|1.2-107° 5.5-1078
ppKBJ |79 80 80[9.66-107° 1.92-1077|7.0-107% 1.4.1078|1.2-107° 5.5-1078
ppMM [79 80 80[975-107® 1.93-1077|7.0-107% 14-1078[1.2-107® 55-1078
pp FCT |56 5.6 55 |4.39-107% 2.57-1076 0 0 0 0
PPM |53 5.0 52[1.04-10"% 7.52-1076 0 0 0 0
pp Nejat | 3.7 4.0 4.1 |4.47-107* 735-10°|54-107% 1.7-108[1.6-107° 1.3-1076

Tabulka 4.3: Cyklické remapovani funkce sin(27z) + 1 pro pseudocas ¢t € [—1/8,1/8].

Remap 2721 % % B4 B9 B, B2y Eg, E5s
donor |14 14 14 |141-107!' 5.38-1072 0 0 0 0
lin. unl. | 1.5 1.6 1.5|5.03-10"2 1.32-1072|7.7-107® 3.5-107%(6.6-1073 1.3-1073
lin.BJ |15 1.6 1.6|3.85-1072 9.65-1073 0 0 0 0
lin. MM | 1.6 1.6 1.6|4.33-1072 1.04-1072 0 0 0 0
lin. FCT | 1.5 1.6 1.6 |3.60-1072 9.32.1073 0 0 0 0
ppunl. |16 1.6 1.6|497-1072 1.19-1072[9.1-107° 4.0-107%|7.9-1073 1.7-1073
ppKBJ |16 1.6 1.7|505-1072 1.20-1072|6.5-10° 3.2-106|7.6-107% 1.7-1073
ppMM [1.6 1.6 1.7]422-1072 9.71-1073|2.7-107% 1.7-1078[23-107® 2.7-1076
ppFCT (1.6 16 1.6 |3.60-1072 8.88-1073 0 0 0 0
PPM | 1.7 16 1.7|245-1072 5.32.107° 0 0 0 0
pp Nejat | 1.6 1.6 1.6 |4.14-1072 1.03-1072|3.7-107® 1.5-107%[3.8-10"3 1.1-1073

Tabulka 4.4: Cyklické remapovani jednotkového skoku pro pseudocas t € [—1/8,1/8].
Hodnoty ve druhém, tretim a ¢tvrtém sloupci predstavuji podily chyb remapovani
pri zjemnovani sité, fad konnvergence je tedy dan jako log, téchto podilu. Ostatni
sloupce predstavuji chyby definované v textu pro sit s pfislusnym poc¢tem bunék.
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Obrazek 4.14: Vysledek pro vybrané metody cyklického remapovani pro jednotkovy
skok a pseudocas t € [—1/8,1/8] na 16 butikach. Po¢ate¢ni funkce je zobrazena plnou
¢ernou carou.

Remap % %48 % L4 Ef1p E¢, B, Eg, By
donor |1.8 1.9 1.9|7.59-1072 1.19-1072 0 0 0 0
lin.unl. | 3.5 34 32[1.03-1072 2.70-107°|2.2-107% 3.6-107° | 3.8-107° 2.0-107"
lin.BJ [3.4 3.6 3.7|150-1073 3.30-107° 0 0 0 0
lin. MM | 3.8 3.7 3.9|217-107% 4.04-107°|1.2-107% 1.1-107" 0 0
lin. Venk | 2.1 1.7 1.8 |5.73-1073% 9.11-107*|5.7-1077 2.0-107° 0 0
lin. FCT | 3.3 3.7 34(1.23-107% 295-107° 0 0 0 0
ppunl. | 6.2 6.0 57 |211-107% 9.99-1077{2.6-107% 4.8-107° | 1.5-107° 4.3-107%
ppKBJ [6.3 5.7 6.1]216-107% 9.82-1077|25-107% 44-107° |1.8-107° 4.5-1078
pp MM | 6.3 6.0 6.1[220-107% 9.43-1077[26-10% 44-107° [1.3-107® 3.9-108
pp FCT | 5.7 48 5.6 |7.11-107* 4.66-107° 0 0 0 0
PPM |4.6 53 55 |846-107% 6.40-1076 0 0 0 0
pp Nejat | 1.6 1.6 1.6 |2.41-1072 564-107%|1.9-107°% 6.4-1072 |85-107° 4.3-1076

Tabulka 4.5: Cyklické remapovani funkce sin(27z) + 1 pro pseudondahodny pohyb
vypocetni sité. Hodnoty ve druhém, tietim a ¢tvrtém sloupci predstavuji podily chyb
remapovani pii zjemnovani sité, fad konnvergence je tedy dan jako log, téchto podilu.
Ostatni sloupce predstavuji chyby definované v textu pro sif s pfislusnym poctem

bunék.
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4.3 Metoda ALE vysokého rfadu presnosti

Provedeme test zobecnéni Lagrangeovské metody vysokého fadu presnosti [18] na
ALE metodu popsaného v sekci 3.5 fesici rovnice (1.6) — (1.8). Jako testovaci tlohy
pouzijeme simulace chovani idealniho plynu s riznymi pocate¢nimi podminkami, pro
néz zname presna feseni. V prvnim piipadé se bude jednat o spojity problém, na
kterém ukazeme vysoky fad konvergence dané metody, ve druhém pak o problém jehoz
feSeni obsahuje nespojitosti. Pocatecni vypocetni sif je pro oba piipady rovnomérna.

4.3.1 Konvergence na hladkém reseni

Za testovaci tlohu volime problém popsany nasledujici poc¢ateéni podminkou [18] na
intervalu x € [0, 1] s periodickymi okrajovymi podminkami

sin(2mx)

10 u(z,0) =0

p(x,0) =1+ p(z,0) = p(z,0)7,

kde v = 3 pfedstavuje plynovou konstantu a stavova rovnice mé tedy tvar p = p(y —
1)e = 2pe. Pocitame Feseni do ¢asu t = 0.8, viz obrazek 4.15. Béhem celého vypoctu
zustava presné feseni tohoto problému dostatecné hladké a umoznuje experimentalné

overit vysoky rad konvergence metody.

R4d konvergence metody v L; normé vypoéteme jako dvojkovy logaritmus
podilu chyb hustoty na piivodni siti o n buiikach a zjemnéné siti s 2n bunkami, tedy

¢ — o Axh
5 2 |75 — pr|Ax]
Ky, = log, = )= log, | & ,
2n —e —2n 2n
P — ;| A

kde p}' oznacuje numericky napocitany integralni primér hustoty v konecném case
na siti o n builkdch a pj integralni primeér na presného feSeni na téze siti. Volime-li
pritom posloupnost vypocetnich siti o 80, 160, 320 a 640 bunkach, tak v pripadé cisté
Lagrangeovského vypoctu dostaneme vysledky uvedené v tabulce 4.6.

rad metody | Kigo K3z  Keao FE160 FE320 FEg40
1. 0.8 0.8 09 [6.12-107* 3.40-107% 1.83-1073
2. 1.8 22 21 |807-10° 1.79-107% 4.10-107°
3. 27 3.0 3.0 |104-107° 1.27-107¢ 1.56-107"

Tabulka 4.6: R4d konvergence Lagrangeovské metody na hladkém FeSeni a piislugné
absolutni chyby na jednotlivych sitich v L; normé.

Po rozsiteni na ALE metodu popsanou v sekci 3.5, konkrétné pridanim po
¢astech konstantni, po ¢astech linearni (3.11) a po ¢astech parabolické rekonstrukee
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(3.24) (obé s minmod limitrem) a po ¢astech parabolického remapovéani se shodnym
limitrem jsme dostali vysledky uvedené v tabulce 4.7. Na jednotlivych sitich jsme
pouzili celkem 12, 24, 48, resp. 96 rezonovani/remapovani coz odpovidalo provadéni
téchto operaci kazdych 20, 40, resp. 80 ¢asovych krokii v zavislosti na zvoleném fadu
metody (1., 2., resp. 3.). Jako rezonovani jsme pouzili (3.5), tento vzorec jsme pii ka-
zdém volani rezonovani aplikovali az stokrat, pokud nedoslo k pfesunuti libovolného
uzlu sité z mezi danych stfedy prilehlych bunék na siti pfedchozi. Timto nékolikana-
sobnym volanim jednoduchého rezonovani (3.5) jsme zdiraznili pohyb sité a tim také
zvysili vliv remapovani pro ovéfeni zachovani vysokého radu konvergence.

fad metody | Kigo K3z  Keao FE160 FEi320 FEg40
1. 0.8 0.8 09 |6.16-107% 3.44-107% 1.85-1073
2. 1.8 20 20 [916-10° 225-107° 5.64-107°
3. 27 29 26 |1.17-107° 1.60-107% 2.70-1077

Tabulka 4.7: R4d konvergence ALE metody na hladkém feSeni a prislusné absolutni
chyby na jednotlivych sitich v L; normé.
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Obréazek 4.15: ALE metoda 3. fadu presnosti na hladkém feseni — 80 bunék. Hustota
(a), rychlost (b) a tlak (c) v ¢ase t = 0.8. Porovnéani vypocetnich siti v ¢ase t = 0.8
(d) pro ¢isté Lagrangeovskou (spodni) a ALE (horni) metodu.

4.3.2 Nespojity pripad s razovou vinou

Zde volime Riemmaniiv problém, tedy problém s pocatecni podminkou popsanou
dvémi konstantnimi hodnotami stavovych veli¢in vpravo a vlevo. Konkrétné se jedna
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o tzv. Soduv problém [35] popsany na x € [0, 1] nasledujicimi hodnotami

1 proz < 0.5 1 proz < 0.5

p(x,0) = w(z,0)=0  p(z,0) =

0.125 proz > 0.5 0.1 prox > 0.5

se stavovou rovnici idedlniho plynu s plynovou konstantou v = 1.4 a volnymi okra-
jovymi podminkami. ReSeni tohoto problému v sobé& obsahuje jak vinu ziedéni, tak
razovou vlnu i kontaktni nespojitost. Na obrazcich 4.17, resp. 4.16 vidime porovnani
pouziti po ¢astech parabolické minmod limitované, resp. po c¢astech konstantni re-
konstrukce v ALE metodé popsané v sekci 3.5 a v tabulce 4.8 konvergenci a chyby
pro 80/160/320 bunék s 12/24/48 rezonovanimi/remapovanimi (obé metody shodné
jako pro hladky pfipad popsany vyse).

fad metody | Kgo Kieo K320 Exo FEi6o FE3a0
1. 06 06 0.6 |242-107%2 1.63-1072 1.04-1072
2. 0.7 06 0.7 |7.57-107% 497-1073 2.96-1073
3. 1.0 08 09 |445-1073% 257-107% 1.42-1073

Tabulka 4.8: R4d konvergence ALE metody pro nespojity piipad a piislusné absolutni
chyby na jednotlivych sitich v L; normé.
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Obrazek 4.16: ALE metoda tvorend Lagrangeovskou metodou 3. fadu presnosti a po
¢astech konstantnim remapovanim. Sodtv problém — 80 bunék. Hustota (a), rychlost
(b) a tlak (c) v ¢ase t = 0.2. Porovnani vypocetnich siti v ¢ase ¢ = 0.2 (d) pro
Cisté Lagrangeovskou (spodni) a ALE (horni) metodu. Béhem vypocétu probéhlo 24
remapovani.
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po ¢astech parabolickou rekonstrukei. Koneéné vypocetni sit shodné s obrazkem 4.16
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Z.aver

Z numerickych metod pro modelovani laserového plasmatu jsme se v prvni ¢asti této
prace zamérili na vypocet absorpce energie laseru. Konkrétné jsme popsali fyzikalni
zéklady sifeni a absorpce nanosekundovych laserovych pulstt v plasmatu. Pro sbi-
havy Gaussovky svazek jsme uvedli numericky model absorpce s trasovanim paprski
predpokladajici konstantni hodnoty parametrii v bunkach vypocetni sité se skoky na
hranéch. Navrhli jsme algoritmus pro pouziti tohoto modelu na Lagrangeovskych si-
tich pfi hydrodynamickém modelovani plasmatu ve 2D. Tento model jsme otestovali a
provedli jeho srovnéani s jednoduchou absorpci zafeni na kritické plose. Ve druhé ¢asti
jsme popsali ALE hydrodynamickou metodu, zamérili jsem se na jednu jeji ¢ast, a to
remapovani. Pfi ném jsme pouzili po ¢astech parabolickou rekonstrukei vedouci k tte-
timu fadu presnosti na hladkém feseni. Tento fad presnosti jsme ovérili na problému
cyklického remapovani. Déale jsme navrhli postup zobecnéni 1D Lagrangeovské me-
tody vysokého radu presnosti na hladkém feseni na ALE metodu vyuzivajici popsané
remapovani a ovérili jeji presnost na vybranych problémech hydrodynamiky.

Jaky byl tedy prinos této prace? Navrhli jsme rozsiteni modelu absorpce na
kritické plose a modelu s trasovanim paprski pro Gaussovsky model sbihavého la-
serového svazku a provedli jejich implementaci do 2D ALE hydrodynamického kédu
PALE. Popsali jsme po ¢astech parabolickou rekonstrukci vedouci k modelu rema-
povani tfetiho fadu presnosti na hladkém feseni. Porovnali jsem rtzné limitery pro
omezeni této rekonstrukce na problému cyklického remapovani a ovérili jejich vliv na
konvergenci a dalsi vlastnosti dané metody. Nékteré vysledky diplomové prace jiz byly
nebo budou publikovany. Model absorpce laserového zareni s trasovanim paprski byl
pouzit v pracich (i) a (ii). Po ¢astech parabolické remapovani bude prezentovano na
konferenci Multimat 2011 (iii).
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