
Úvod k počátečńımu problému pro obyčejné diferenciálńı rovnice

• Budeme řešit modelový př́ıklad: úlohu množeńı bakteríı.

– Na začátku máme jednu bakterii a v́ıme, že se za určitý čas rozmnož́ı na dvě. Zaj́ımá nás počet
bakteríı v čase t.

– Úloha se dá formulovat jako řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice (ODE)

dN(t)

d t
= kN(t),

kde N(t) vyjadřuje počet bakteríı v čase t. Počátečńı podmı́nka je N(0) = 1. Rovnice nám
konkrétně ř́ıká, že za jednotku času se každá bakterie rozmnož́ı k-krát.

– Stejná rovnice popisuje také např́ıklad úbytek radionuklid̊u při radioaktivńım rozpadu. V tomto
př́ıpadě je ovšem k < 0.

– Úlohu můžeme ještě dále zobecnit tak, že k nebude konstanta, ale časově závislá funkce k =
k(t). Např́ıklad volba k(t) = 1+cos t popisuje, že se bakterie množ́ı předevš́ım v létě (v teple),
zat́ımco v zimě v̊ubec. Řeš́ıme tedy obyčejnou diferenciálńı rovnici (ODE)

dN(t)

d t
= (1 + cos t)N(t) s počátečńı podmı́nkou N(0) = 1.

Jej́ı analytické řešeńı je

N(t) = et+sin(t),

ale zde budeme předst́ırat, že jej neznáme.

• Zadáńı: Při přednáškách a při cvičeńı z tohoto předmětu obvykle ODE zapisujeme jako

d y(x)

dx
= f(x, y(x)) s počátečńı podmı́nkou y(x0) = yo.

Např́ıklad naše výše popsaná úloha je v tomto značeńı a v těchto proměnných

d y(x)

dx
= (1 + cosx) y(x) s počátečńı podmı́nkou y(0) = 1. (1)

Tedy: známe hodnotu funkce y(x) v bodu x = 0 a známe všude jej́ı prvńı derivaci. Chceme nalézt
postup, jak źıskat funkčńı hodnoty y(x) v libovolném bodu x.

• Eulerova metoda:

To, že známe derivaci, znamená že známe směrnici tečny grafu. Můžeme tedy zač́ıt v bodu x = 0,
nakreslit z tohoto bodu tečnu a hodnotu funkce v bodu bĺızkém k x = 0 hledat na této tečně.
V novém bodu pak opět vypoč́ıtat směrnici tečny a postupovat po př́ımce s touto směrnićı, atd.
Tento postup je znám jako Eulerova metoda. Matematicky ji lze odvodit pomoćı Taylorova rozvoje
funkce

y(x + h) = y(x) + h
d y(x)

dx
+ . . . .

Prvńı derivace y(x) je rovna f(x, y(x)), členy s druhou a vyšš́ımi derivacemi zanedbáme. Pro naši
funkci (1) popisuj́ıćı množeńı bakteríı tedy máme

y(x + h) = y(x) + h (1 + cosx) y(x)
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a postup řešeńı spolu se směrnicemi v jednotlivých bodech vid́ıme zde

postup je znam jako Eulerova metoda. Matematicky ji lze odvodi pomoci
Taylorova rozvoje funkce.

y(x+ h) = y(x) + h
dy(x)

dx
+ . . . , (6)

Derivace y(x) je ale rovna f(x, y(x)). Pro nasi funkci tedy mame

y(x+ h) = y(x) + h(1 + cosx)y(x) + . . . , (7)

Jedine, cim muzeme Eulerovu metodu zpresnit je zmensit delku kroku.
Muzeme vsak metodu zkusit modifikovat tak, abychom dostali presnejsi vy-
jadreni smernice tecny. Rekneme, ze nejprve udelame polovicni krok, tedy
krok o h/2 pomoci Eulerovy metody. V tomto bode vypocitame novou
smernici tecny, ktera se bude rovnat f(x+ h/2, y(x) + h/2f(x, y(x))). Tuto
smernici pak pouzijeme ke kroku z bodu x do bodu x+ h. Metoda tedy je

y(x+ h) = y(x) + hf(x+ h/2, y(x) + h/2f(x, y(x))) , (8)

a pro nasi funkci

y(x+ h) = y(x) + h(1 + cos(x+ h/2))(y(x) + h/2(1 + cosx)y(x)) . (9)
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Jediné, č́ım můžeme Eulerovu metodu zpřesnit, je zmenšit délku kroku.

• Metoda středńıho bodu (midpoint method):

Můžeme se však pokusit metodu modifikovat tak, abychom dostali přesněǰśı vyjádřeńı směrnice
tečny. Řekněme, že nejprve provedeme polovičńı krok, tedy krok o h/2, pomoćı Eulerovy metody.
V tomto bodu vypoč́ıtáme novou směrnici tečny, která se bude rovnat

f

(
x +

h

2
, y(x) +

h

2
f(x, y(x))

)
.

Tuto směrnici pak použijeme k provedeńı celého kroku z bodu x do bodu x + h. Metoda tedy je

y(x + h) = y(x) + h f

(
x +

h

2
, y(x) +

h

2
f(x, y(x))

)
a pro konkrétně naši funkci (1) máme

y(x + h) = y(x) + h

[
1 + cos

(
x +

h

2

)](
y(x) +

h

2
(1 + cosx) y(x)

)
.

Této metodě se ř́ıká metoda středńıho bodu (midpoint method) a jej́ı postup lze schematicky
znázornit takto:

Teto metode se rika metoda stredniho bodu (Midpoint) a je znazornena
na dalsim obrazku. Pro nasi funkci neni pri volbe dlouheho kroku vhodna,
viz. jeste dalsi obrazek.

Dalsi jednoducha metoda spociva v tom, ze se pokusime odhadnout smer-
nici tecny v bode x + h, pote udelame prumer smernic tecny v bode x a v
bode x+h a po primce s touto smernici postupujeme. Do bodu x+h se opet
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Při volbě dlouhého kroku však neńı pro naši funkci (1) vhodná, jak je vidět z následuj́ıćıho obrázku.

Teto metode se rika metoda stredniho bodu (Midpoint) a je znazornena
na dalsim obrazku. Pro nasi funkci neni pri volbe dlouheho kroku vhodna,
viz. jeste dalsi obrazek.

Dalsi jednoducha metoda spociva v tom, ze se pokusime odhadnout smer-
nici tecny v bode x + h, pote udelame prumer smernic tecny v bode x a v
bode x+h a po primce s touto smernici postupujeme. Do bodu x+h se opet
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• Heunova metoda:

Daľśı jednoduchá metoda spoč́ıvá v tom, že se pokuśıme odhadnout směrnici tečny v bodu x + h,
poté uděláme pr̊uměr směrnic v bodech x a x + h a po př́ımce s touto pr̊uměrnou směrnićı
postupujeme z x do x + h. Směrnici tečny v bodu x + h odhadneme pomoćı Eulerovy metody,
tedy jako

f
(
x + h , y(x) + h f

(
x, y(x)

))
.

Metoda je tedy

y(x + h) = y(x) + h
1

2

f
(
x, y(x)

)
+ f

(
x + h , y(x) + h f(x, y(x))

) ,

což pro naši funkci (1) dává

y(x + h) = y(x) +
h

2

(1 + cosx) y(x) +
[
1 + cos(x + h)

][
y(x) + h(1 + cosx) y(x)

] .

Této metodě se ř́ıká Heunova, můžeme ji schematicky znázornit jako

dostaneme pomoci Eulerovy metody a smernici tecny v tomto bode muzeme
tedy napsat jako f(x+ h, y(x) + hf(x, y(x))). Metoda tedy je

y(x+ h) = y(x) + h/2[f(x, y(x)) + f(x+ h, y(x) + hf(x, y(x)))] , (10)

a pro nasi funkci

y(x+h) = y(x)+h/2[(1+cosx)y(x)+(1+cos(x+h))(y(x)+h(1+cosx)y(x))] .
(11)

Teto metode se rika Heunova a je znazornena na dalsim obrazku a pro
nasi funkci i na obrazku pod tim.
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a konkrétně pro naši funkci vypadá takto:

Vsechny metody v tomto textu patri mezi Runge-Kuttovy metody.
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• Všechny metody popsané v tomto textu formálně patř́ı mezi Runge-Kuttovy metody.
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