Uvod k pocatecnimu problému pro obycejné diferencialni rovnice

e Budeme fesit modelovy piiklad: tlohu mnozeni bakterii.
— Na zacatku méme jednu bakterii a vime, ze se za urcity ¢as rozmnozi na dvé. Zajimé nas pocet
bakterii v ¢ase t.
— Uloha se d4 formulovat jako Feseni oby¢ejné diferencialni rovnice (ODE)
dN(t)
dt

kde N(t) vyjadifuje pocet bakterii v ¢ase t. Po¢dtecni podminka je N(0) = 1. Rovnice ndm
konkrétné 1iké, ze za jednotku casu se kazda bakterie rozmnozi k-krat.

= kN(1),

— Stejnd rovnice popisuje také napiiklad ibytek radionuklidu pti radioaktivnim rozpadu. V tomto
piipadé je ovSem k < 0.

— Ulohu miZeme jesté déle zobecnit tak, ze k nebude konstanta, ale ¢asové zavisla funkce k =
k(t). Naptiklad volba k(t) = 1+cost popisuje, ze se bakterie mnozi predevsim v 1été (v teple),
zatimco v zimé vubec. Resime tedy obycejnou diferencidlni rovnici (ODE)

d N(t)
dt

Jeji analytické feseni je

= (1 + cost) N(t) s pocatecni podminkou N(0) =1.

N(t) — et—l-sin(t)’
ale zde budeme predstirat, Ze jej nezname.

e Zadani: Pii pfednaskach a pii cviceni z tohoto pfedmétu obvykle ODE zapisujeme jako

d
g(:c) = f(z,y(zx)) s pocateéni podminkou y(0) = Yo
x
Napiiklad naSe vySe popsand tloha je v tomto znaceni a v téchto proménnych
dy(z) _ e ) _
1o = (14 cosz)y(x) s pocéatecni podminkou y(0) = 1. (1)
x

Tedy: zndme hodnotu funkce y(x) v bodu x =0 a zndme vsude jeji prvni derivaci. Chceme nalézt
postup, jak ziskat funkéni hodnoty y(z) v libovolném bodu x.

e Eulerova metoda:

To, ze zndme derivaci, znamend ze zname smérnici te¢ny grafu. Muzeme tedy zacit v bodu z = 0,
nakreslit z tohoto bodu tetnu a hodnotu funkce v bodu blizkém k x = 0 hledat na této tecné.
V novém bodu pak opét vypocitat smérnici tecny a postupovat po piimce s touto smérnici, atd.
Tento postup je znam jako Eulerova metoda. Matematicky ji lze odvodit pomoci Taylorova rozvoje
funkce

dy(r)
dx

Prvni derivace y(x) je rovna f(z,y(z)), ¢leny s druhou a vyssimi derivacemi zanedbame. Pro nasi
funkei (1) popisujici mnozeni bakterii tedy mame

ylx+h)=y(x)+h

+...

y(z +h) =y(x) + h (1 + cosz)y(x)



a postup feSeni spolu se smérnicemi v jednotlivych bodech vidime zde

Jediné, ¢im muzeme Eulerovu metodu zpfesnit, je zmensit délku kroku.

e Metoda stfedniho bodu (midpoint method):

Muzeme se v8ak pokusit metodu modifikovat tak, abychom dostali presnéjsi vyjadieni smérnice
te¢ny. Reknéme, ze nejprve provedeme poloviéni krok, tedy krok o h/2, pomoci Eulerovy metody.
V tomto bodu vypocitame novou smérnici teény, kterd se bude rovnat

h h
P+ v+ §rese).
Tuto smérnici pak pouzijeme k provedeni celého kroku z bodu x do bodu x + h. Metoda tedy je
h h
o k1) = yo)+nf (a4 5 )+ 31

a pro konkrétné nasi funkei (1) mame

ylx +h) = ylx)+h [1 + cos (:c + Zﬂ (y(x) + g(l + cos ) y(x)) :

Této metodé se iikd metoda stiedniho bodu (midpoint method) a jeji postup lze schematicky
zndzornit takto:

¥; from Euler’s method

estimate of slope
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05hk true solution for the given y;_;
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‘L y; from midpoint method

‘,I‘-*

fi1

Pfi volbé dlouhého kroku vsak neni pro nasi funkei (1) vhodn4, jak je vidét z nésledujiciho obrazku.
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e Heunova metoda:

Dalsi jednoducha metoda spociva v tom, ze se pokusime odhadnout smérnici te¢ny v bodu « + h,
poté udélame prumér smérnic v bodech = a x + h a po pfimce s touto prumérnou smérnici
postupujeme z x do z + h. Smérnici te¢ny v bodu z + h odhadneme pomoci Eulerovy metody,
tedy jako

Fo+h s y@) +hf(@y@)).
Metoda je tedy
ya+h) = y@) +hs (F(z@) + fz+h, y@ +hfaye)) .

coz pro nadi funkci (1) déva

y(x+h) = y(zr)+ g [(1 + cosx) y(x) + [1 + cos(z + h)] [y(z) + h(1 + cosz) y(z)] ] .

Této metodé se fikd Heunova, miizeme ji schematicky znézornit jako

y; from Euler’s method —

estimate of slope at £;___ - from Heun'’s method

S

Z- true solution for the given y; ;

a konkrétné pro nasi funkci vypada takto:
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e Vsechny metody popsané v tomto textu formalné patii mezi Runge-Kuttovy metody.



