Runge-Kuttovy metody

Chceme fesit obyéejnou diferencialni rovnici (ODE) prvniho fadu

dy(z)
dz

= f(z,y(x))
s pocatecni podminkou napi. y(0) = 1.

Protoze zndme hodnotu y(z) v bodu z = 0, muzeme provést Tayloruv rozvoj v okoli tohoto bodu
a dostaneme

y(0+h) = y(0)+hy'(0)+...,
kde za y/(z) dosadime ze zadan{ funkei f(z,y(x)) a ¢leny s druhou a vyssi derivaci zanedbdme:

y(0+h) = y(0) +h f(0,4(0)).

Této metodé se fika Eulerova. Je to nejjednodussi numerickd metoda pro feseni ODE, ale neni moc
presnd ani stabilni. Ze zadani tlohy zname derivaci funkce y(z) v kazdém bodu a v Eulerové metodé
tedy vzdy udéldme krok o délce h v proménné x a k dosavadni hodnoté funkce y(z) pficteme h-krat
derivaci funkce y(x) (smérnici tecny).

Ze zadani ulohy toho mnoho nevime. Mdme jen pocatecni hodnoty funkce y(x) a jsme schopni
spocitat jeji derivaci ' = f v libovolném bodu. Pokud chceme zkonstruovat lepsi metodu, musime
tedy vyuzit znalosti derivace funkce y a na pravé strané nahradit ¢len f(0,y(0)) néjakou linedrni
kombinaci hodnot funkce f v nékolika bodech. Tim dostaneme smérnici piimky, ktera charakterizuje
chovani funkce y na zadaném intervalu délky h lépe nez te¢na v bodu (0, y(0)).

Tato tvaha vede k Runge-Kuttovym metoddm. Misto bodu x = 0 budeme nyni uvazovat obecny
bod z,, hodnotu y(z,) oznaéime y, a funkci f(0,y(0)) na pravé strané nahradime néjakou linearni
kombinaci hodnot f v nékolika bodech, kterou ozna¢ime ®(x,y(z),h). Metoda tedy bude mit tvar

y(xn +h) = yn +h®(xpn, yn, h). (1)

Pro zacdtek budeme funkci ®(x,y(z),h) brat jako kombinaci hodnot f ve dvou bodech, a to
V (Zn,Yn) a v néjakém dalsim bodu (x, + ah,yn + Bh f(zn,yn)). Tedy

O (x,y(x),h) = p1 f(Zn,yn) + 02 (20 + abyn + Bh f(2n, yn))- (2)
Zbyva ndm ur¢it parametry pi, ps, a a .

Vsimnéte si, ze kdyz se posuneme v proménné x o «h, posouvame se v proménné y o Bhf(zy, yn)-
Pro piipad (p1 = 1,p2 = 0) nebo (p1 +p2 = 1, = 8 =0) bychom dostali ® = f(z,,y,) a tedy
explicitni Eulerovu metodu

Y(@n+h) = yn+hf(@nyn),

zatimco pro (p1 = 0,p2 = 1, = f = 1) bychom méli ® = f(zp4+1,Yn+1), coz dava implicitni
Eulerovu metodu

Y(@n +h) = yn+h f(Tpi1, Yng1)-

My ale chceme piesnéjsi metodu, opravdu vyuzivajici hodnotu f ve dvou ruznych bodech.



e Tayloruv rozvoj funkce y(z) v okoli bodu z;,, do druhého Fédu je

Yanth) = yle) + /(o) + o )
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Funkci chceme aproximovat Runge-Kuttovou metodou (1). Pro funkei ®(zy,, yn, h) danou pfedpisem
(2) je Tayloruv rozvoj v okoli h =0 po zanedbani ¢lent od druhého Fddu vyse

@(xn,yn,h) = @(mn,yn,O) + h@'(xn,yn,())

= P1 f(.%‘nayn) +p2 f(xnayn) + h{pl f(xn?g/n) +p2f(x” + ah Yn +5hf($n,yn))};:0

=p1 f(Zn,yn) + 02 f(Tn, yn) + <p2 o gf (Tnsyn) + D2 B [ (T yn) g‘z (Zn, yn)>

:(p1+p2)f(xn,yn)+hp2[agf—i-ﬁf f] .
y (®n,yn)

Nenechte se zmylit tim, ze se ®(z,,, yn, h) zapisuje jako funkce ti{ proménnych: v kazdém jednotlivém
kroku (1) od y,, k yn41 je ® funkei pouze jedné proménné h.

Celkem tedy po dosazeni do (1) mame

Y(@n +h) = yn+h(pr+p2) f(2n,yn) +h°po [af+ﬁf ﬁ( )‘
Tn,Yn

Porovname-li to s rozvojem (3), vidime, ze aby hledand Runge-Kuttova aproximace dobie od-
povidala dvéma ¢lentim v Taylorové rozvoji libovolné funkce, musi byt odpovidajici koeficienty
stejné, tedy musi platit

pLt+p2=1, aps = 3, Bp2 =35

Méme tedy 3 rovnice pro 4 neznamé a proto si muzeme jednu proménnou zvolit libovolné. Obvykle
se pouziva jedna ze dvou variant

a=p3=1p =p =3,
a=B=3%p =0 p=1
a odpovidajici vzorec
y(xn +h) = yn + g[f(mn,yn) +f(xn+h,yn+hf(xn,yn))}, (4a)
Y(@n+h) = Yo +hflzn+ 2 yn + LF(@n,yn)). (4b)

e Vsimnéte, si ze prvni variantu (4a) lze zapsat také jako

2 n h, n h ny Jn - ny Jgn
y(an +h) = yn+hf(:cn,yn)+h—f(x T f(]:: ) = /(e y),

kde posledni zlomek je vlastné jednoduché numerické nahrazeni derivace funkce f (dopfednd koneénd
diference), takze posledni ¢len je aproximaci tfetiho ¢lenu Taylorova rozvoje funkce y.




e Runge-Kuttovy vzorce jsou analogické s Newton-Cotesovymi vzorci pro integraci. Pro jednoduchost
si pfedstavme, Ze mame feSit diferencidlni rovnici

dx
pricemz vime, ze y(x,) = y, a hleddme hodnotu y(x,, + h). Integraci rovnice dostaneme

Tn+h

y(xn +h) = Yn ‘|‘/ f(IL‘) dz.

Tn

Kdybychom pro integraci funkce f pouzili lichobéznikové pravidlo, dostali bychom

Tn+h
y(xn+h) = yn+/ f(z)dzx

= yp+ g[f(xn) + f(zn + h)],

coz odpovida pouziti Runge-Kuttovy metody (4a) pro feseni diferencidlni rovnice.

e Zavérem jesté uvedeme vzorce pro nejcastéji pouzivanou Runge-Kuttovu metodu 4. fadu:
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