Priklad reSeni ulohy s tridiagonalni matici
(feseni Poissonovy rovnice)

e Odvozeni Poissonovy rovnice:
Elektrické pole E je dusledkem statické hustoty p volnych ndboju, coz je popsano Maxwello-
vou rovnici

VE=2
€0
kde g je dielektrickéd konstanta.
Statické pole lze popsat skalarnim potencidlem ¢ jako

E=-V¢.

7 téchto rovnic vyplyva Poissonova rovnice

v =—L,
€0
kterd udava vztah mezi rozlozenim volnych elektrickych naboju a elektrickym potencialem.
V jedné dimenzi ma Poissonova rovnice tvar

»Po _ plx)

or2 gy
Tato rovnice mé uvniti ur¢ité oblasti prostoru jediné feSeni, pokud jsou dobie specifikované
podminky na okraji této oblasti. Podminky jsou dobfe specifikovany napiiklad kdyz zname
potencial ¢ na hranicich oblasti.

e Zadani tulohy:
Z Poissonovy rovnice chceme vypocitat elektricky potencidl uvniti oblasti « € [0, 1], kdyz
je zndma nébojova hustota p(x) v této oblasti a elektricky potencial ¢ v obou krajnich bodech
(x =0 a z =1) je nulovy.

e Prvni faze feSeni: Diskretizace

— Nejprve musime tlohu diskretizovat, tedy vyjadiit Poissonovu rovnici pomoci koneénych
diferenci.

— Bud si koneénou diferenci pamatujeme, nebo odvodime z Taylorova rozvoje:
M
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Zanedbéame O(h) a mame konec¢nou diferenci kterd aproximuje druhou derivaci s presnosti
1. radu.



— Numericky tedy budeme fesit rovnice

@ +h)—2¢x)+ox—h)  p)

h2 €0
neboli
d(x +h) + o(x — h) + h2p(x) /<o
b(z) = L&) (2) (2)/0.
pricemz vime ze ¢(0) = ¢(1) = 0 a na celém intervalu [0,1] madme zaddnu nabojovou

hustotu p(x) a konstantu eg.
— Rozdélime vypocetni oblast pro jednoduchost jen na 4 podintervaly o délce h = 0.25.

Y YSYS

(0)= $(0.25) $(0.5) $(0.75) $(1)=0
0 0.25 05 0.75 1

Hodnotu ¢(0) zndme (okrajova podminka), takze v bodu x = 0 nic nefesime, dale

$(0.50) + ¢(0) 4+ h?p(0.25) /g

$(0.25) = .
5(0.50) = 2(0:T5) + 6(0.25) + h2p(0.50) /2o
. 2 |
_ o(1) + ¢(0.50) 4+ h?p(0.75) /o
$(0.75) = .

a koneéné ¢(1) opét zndme.

— Poznamka: Pokud bychom rovnice chtéli fesit postupné, pak v prvni a druhé bychom vzdy
znali to co je ¢erné ale ne to co je ¢ervené. Rovnice tedy musime fesit skuteéné najednou
jako soustavu.

e Druh3d fiaze: ReSeni soustavy

— Dosadime ¢(0) = ¢(1) = 0 a dale oznacime

h? h? h?
by = % p(0.25), by = 2750 p(0.5), bs = Teo p(0.75)

a mame soustavu

¢1 =% o2+ by,
P2 = 5 b3+ 3 1 + ba,
¢3 = %¢2 + b37
neboli maticové
1 —-05 0 b1 b1
—05 1 —0.5 p2 | =1 b2 |,
0 -05 1 o bs

coz je soustava s tridiagonalni matici, kterou umime vyftesit standardnim postupem.



e Poznamka: Piirozdéleni na vice podintervalu (pro dosazeni vyssi presnosti) dostaneme stejnou
soustavu s tridiagonalni matici, jen o vyssi dimenzi: pro N intervalu
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