Poznamky k metodé konjugovanych sméri a gradientnim metodam

e Mdame najit minimum funkce vice proménnych. Postupujeme tak, ze v daném bodu vzdy zvolime
vhodny smér, jednodimenzionalni minimalizaci nalezneme minimum funkce v tomto sméru, v mi-
nimu zvolime novy smér, atd., dokud nedosdhneme minima s pozadovanou piesnosti.

e Odvozeni definice konjugovanych sméri:

— Predpokladejme Zze minimum funkce f je v bodu & a my jej za¢indme hledat z bodu Pv jeho
okoli. Zavedeme-li vektor dx = & — P se slozkami dx; = x; — P;, je Tayloruv rozvoj funkce
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Pro prehlednost zavedeme vektor b a matici A tak, ze
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V piipadé rovnosti fikdme funkci f(Z) kvadratickd forma.
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Protoze treti a vyssi derivace jsou nulové, jednd se o kvadratickou formu.
— Gradient funkce f(z1,...,x,) je definovan jako
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— Lze snadno ovérit, ze gradient kvadratické formy
f(&)=f(P)-b"Z+ % A&
v bodu Z je
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a pii posunu o vektor ¥ se gradient zméni o
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— Predpoklddejme Ze jsme do bodu Z dorazili pii hledéani minima ve sméru 4. Pak v tomto bodé
je gradient funkce f na smér o kolmy, tedy

VfLlad neboli @' Vf=0.
(Kdyby tomu tak nebylo, mél by gradient nenulovou slozku ve sméru 4 a bod & by tedy nebyl

v tomto sméru minimem.)

— Déle budeme pokracovat ve sméru #. Ten je vyhodné volit tak, aby minimum ve sméru @
zustalo zachovano, neboli aby

0 = @ §5(Vf), = d" A¥.
— Pokud toto plati, t.j. pokud @’ A ¥ = 0, Fekneme ze sméry % a ¥ jsou konjugované.
e Piehled nézvoslovi metod probiranych v prednasce:

— Metoda konjugovanych (sdruzenych) sméru
postupuje ve smérech vzajemné konjugovanych, nemusi to byt gradienty. V praxi pii ni neni
tfeba explicitné pocitat vektor b ani matici A, tedy zadné parcialni derivace funkce, protoze
konjugovanost vektoru (smeért) je zajisténa zpusobem jejich konstrukee.

— Metoda nejprudsiho spadu
postupuje vzdy ve sméru opa¢ném ke gradientu v daném bodu.

— Metoda konjugovanych (sdruzenych) gradientu
postupuje po smérech vzajemné konjugovanych, jednotlivé sméry jsou zkombinovany z gra-
dienti v sou¢asném bodu a v bodech predchozich.

e Kromé hleddni minima funkce ve vice dimenzich lze metodu konjugovanych gradientu pouzit i pro
feSeni soustavy linedrnich rovnic s pozitivné definitni matici, a to nasledovné:

— Hlavni myslenkou tohoto postupu je misto vlastniho feSeni soustavy minimalizovat rozdil
aktudlniho feSeni oproti presnému. Diky tomu, ze feSend soustava je linearni, se vzorce velmi
zjednodusi a tim se tento zpusob jejiho feSeni stava efektivnim.

— Vyse jsme ukézali, ze je-li f(Z) kvadratickd forma se symetrickou pozitivné definitni matici
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pak v jejim minimu z plati
0=Vf(7)=Ai-b neboli AZ=b.

Pro feSeni linedrni soustavy A Z = b tedy staci nalézt minimum piislusné funkce f(Z).



— Zac¢neme jej hledat z bodu (po¢dteéniho odhadu) Zp a budeme postupovat ve sméru zaporného
gradientu

So=—V (i) =—AZ+b
do bodu 7
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ktery je minimem v tomto sméru. Jak jsme ukdzali vyse, v bodu Z; bude novy (zdporny)
gradient funkce kolmy ke sméru 5y (jinak by to nebylo minimum). Tedy
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a tedy parametr A ur¢ime ze vztahu
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Jeho dosazenim do (2) ziskdme novy bod #; a z néj budeme postupovat déle ve sméru nového
zéporného gradientu

— Vidime Ze nalezeni minima ve sméru se zde redukuje na nasobeni vektoru matici a skalarni
souciny, piicemz pro ifdké matice je ndsobenf vektoru matici velmi rychlé (fddu N misto N?2).
Proto se tento postup zvlasté hodi pro feseni linedrnich soustav s velkou tidkou matici. Je to
v podstaté také itera¢ni metoda.



