
Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Zadáńı:

Chceme aproximovat nějakou funkci, přičemž známe jej́ı diskrétńı hodnoty y1, . . . , yn v bodech
x1, . . . , xn. Nepožadujeme ale, aby aproximace vycházela zadanými body, např́ıklad proto, že hod-
noty y1, . . . , yn nejsou zadány zcela přesně (jsou to třeba výsledky měřeńı s určitou chybou). Mı́sto
toho máme představu o tom, jakou funkci k aproximaci použ́ıt. (Vı́me to např́ıklad z teorie nebo z
pohledu na graf zadaných bod̊u.) Hledáme tedy aproximaci funkce, která nemuśı být jej́ı interpolaćı.

Např́ıklad máme čtyři body, o kterých v́ıme, že by měly ležet na parabole, ale ve skutečnosti na ńı
úplně přesně nelež́ı. Hledáme takovou parabolu, která data co nejlépe aproximuje.

• Postup:

V mnoha př́ıpadech nejlepš́ı aproximaci f(x) najdeme tak, že hledáme minimum funkce

S̃ =

√∑
i

yi − f(xi)
2

přes všechny podobné aproximace (např. polynomy stejného řádu).

Co je to vlastně funkce S̃? Máme-li např́ıklad pouze tři body x1, x2, x3, pak (y1, y2, y3) je bod
Eukleidova prostoru (bod zadaných hodnot), (f(x1), f(x2), f(x3)) je daľśı bod Eukleidova prostoru
(bod aproximace hodnot) a funkce S̃ je vzdálenost mezi těmito body (eukleidovská norma).

• Př́ıklad:

Chceme aproximovat data polynomem druhého stupně f(x) = a0 + a1 x + a2 x
2.

– Hledáme tedy koeficienty a0, a1, a2 takové, abychom minimalizovali

S̃ =

√∑
i

(
yi − a0 − a1 xi − a2 x2i

)2
.

Odmocninu můžeme vynechat, protože odmocnina je monotónńı funkce a tedy

S = S̃2 =
∑
i

(
yi − a0 − a1 xi − a2 x

2
i

)2
má minimum ve stejném bodu jako S̃.

– Minimum budeme hledat pomoćı derivace. V minimu plat́ı

grad~a S(a0, a1, a2) = ~0

neboli

∂S

∂a0
= 0,

∂S

∂a1
= 0,

∂S

∂a2
= 0.

– Budeme tyto derivace postupně poč́ıtat. Nejprve derivujeme podle a0

∂S

∂a0
=

∂

∂a0

∑
i

(
yi − a1 xi − a2 x

2
i︸ ︷︷ ︸

ozn. ki

− a0
)2

=
∂

∂a0

∑
i

(ki − a0)
2 =

∑
i

∂

∂a0
(ki − a0)

2

=
∑
i

−2 (ki − a0)
 ,

1



kde jsme označili

ki = yi − a1 xi − a2 x
2
i .

Derivace podle a1 je

∂S

∂a1
=

∂

∂a1

∑
i

(
yi − a0 − a2 x

2
i︸ ︷︷ ︸

ozn. li

− a1 xi
)2

=
∂

∂a1

∑
i

(li − a1 xi)
2 =

∑
i

∂

∂a1
(li − a1 xi)

2

=
∑
i

−2xi (li − a1 xi)
 ,

kde jsme označili

li = yi − a0 − a2 x
2
i .

Konečně derivace podle a2 je

∂S

∂a2
=

∂

∂a2

∑
i

(
yi − a0 − a1 xi︸ ︷︷ ︸

ozn. mi

− a2 x
2
i

)2
=

∂

∂a2

∑
i

(
mi − a2 x

2
i

)2
=
∑
i

∂

∂a2

(
mi − a2 x

2
i

)2
=
∑
i

−2x2i
(
mi − a2 x

2
i

) ,

kde jsme označili

mi = yi − a0 − a1 xi.

– Derivace (podělené −2) polož́ıme rovny nule

0 =
∑
i

(ki − a0) =
∑
i

(
yi − a0 − a1 xi − a2 x

2
i

)
,

0 =
∑
i

xi (li − a1 xi) =
∑
i

xi
(
yi − a0 − a1 xi − a2 x

2
i

)
,

0 =
∑
i

x2i
(
mi − a2 x

2
i

)
=
∑
i

x2i
(
yi − a0 − a1 xi − a2 x

2
i

)
a rovnice přeṕı̌seme jako ∑

i

yi = a0
∑
i

1 + a1
∑
i

xi + a2
∑
i

x2i ,∑
i

xi yi = a0
∑
i

xi + a1
∑
i

x2i + a2
∑
i

x3i ,∑
i

x2i yi = a0
∑
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∑
i
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∑
i

x4i ,

což je soustava lineárńıch rovnic pro koeficienty a0, a1, a2 hledané aproximace. Maticově ji
můžeme zapsat jako
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kde pro N aproximovaných bod̊u jdou sumy od 1 do N a
∑

1 = N .
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