Hodnost matice

Pripomenime nejprve, ze nadéle dodrzujeme imluvu z minulého semestru, ze pokud nefekneme
jinak, jsou vektorové prostory konecné dimenze. Pokud uzijeme pro prostor oznaceni napft.
P,,, je tim implicitné feceno, ze prostor ma dimenzi n.

ny 9

Definice:
Necht m,n € N a A je matice typu m x n,

ail ai2 ... Qip
A— ag21 a2 ... a2p
aAml1 Am2 .. Amn
Oznacéme &, = (61, &3 ... &™) standardni bazi v C".
Hodnosti matice A nazveme é&islo h(A) =dim[A&D) A&®) ... A&™],
ati a2 a1n
, a1 a22 a2n ,
tj. h(A) =dim| | . . oo | =dim[Ae1, A2, ..., Aen)x.
: : : A
A1 am2 Amn,
Poznamky:
1) V definici jsme uzili toho, ze soué¢in jakékoliv matice s i-tym vektorem standardni baze je
aig
.. . . . (s a2;
roven i-tému sloupci matice, tj. A€® =
Ay

2) Méné korektné bychom tedy mohli fici, ze h(A) je maximalni pocet linedrné nezavislych
sloupct matice.

Nésledujici véta nam déva odpovéd na to, jak souviseji pojmy hodnost matice a hodnost
zobrazeni.



Véta 31:

Necht P, a Q,, jsou vektorové prostory nad télesem T a A € L(P,, Q,,). Necht X je baze
P, a ) je baze Q.

Potom plati h(A) = h(¥AY).

Dikaz:

Ormatme X = (R, 22, z0) y = 0,3, 50m)

Vime, ze

h(A) =dimA(P,) =dimA(D, % . x(])) =dim[AXD), A%?) .. AX™)],. Vime také,
7e zobrazeni, které kazdému vektoru v € [AX(M), AX?) . AR(™)], piifadi m-tici jeho souradnic

v béazi Y, tj. vektor

(¥)y € [(AXD)y,, (AXP)y, ..., (AX™)y]y, je izomorfizmus mezi prostory [AXD), AR ... AR™)],
a [(AXRM)y,, (AXP))y, ..., (AX(™)y],, a proto maji oba prostory stejnou dimenzi (nebot jsou
izomorfni).

Vektory (A)‘(’(i))y pro i € 7 jsou oviem sloupce matice YAV, a proto plati nasledujici rovnosti

h(A) =dim[ARMD, AR AX()]y =

=dim[(AXD)y, (AXP))y, ..., (AXM)y]\ = h(TAY).

Poznamky:
ail a2 AT
- . asi a2 .. Aag . <. -~ .
1) Jak se spo¢te hodnost matice A= " | ? K tomu si staéi uvédomit,
Aml Am2 ... Qmn
aiy ai2 ain
5 Lo i a1 a2 Q2n
Ze hodnost je dimenze prostoru generovaného souborem ) , R .
am1 amaJY 2 Gmn,

Staci tedy z tohoto souboru generatoru vybrat bazi a zjistit, kolik ma ¢lenu. K tomu staci
ekvivalentnimi ipravami radku pfevést matici A do horniho stupnovitého tvaru a zjistit pocet
hlavnich sloupect.

2) Vsimneme si, ze z predchozi poznamky plyne, ze ekvivalentnimi ipravami fadku se hodnost
matice neméni.



Definice:

ai; a2 ... Qip
Necht A je matice typu m x n, A= a1 422 ... Q2n
aml Gm2 --- (Gmn
ail a1 ... Gml
Ozna¢me AT matici typu n x m, AT = a2 a2 ... Gm2
a1n A2n ... Gmn

Matice AT se nazyvi matice transponovana k matici A.
Bez dukazu uvedeme nésledujici vétu.

Véta 32:
Nechf A je matice typu m x n. Pak h(A) = h(A").

Disledek:
Maximalni pocet linedrné nezavislych sloupct matice je roven maximalnimu poc¢tu linedrné
nezavislych fadku matice.

Vztah matic a linearnich zobrazeni

Zatim vime, ze je-li dan vektorovy prostor P, nad C s bazi X = ()‘(’(1),5(’(2),...,52(”)) a
vektorovy prostor Q,, nad C s bazi Y = (1, y®, ..., ™), je kazdému zobrazeni A €
L(P,,Q,,) piitazena matice *AY typu m x n, pro kterou plati (A%X)y =AY (X)x, tj. je-li
dano zobrazeni, baze definicniho oboru a baze oboru hodnot, je tomuto zobrazeni jednoznaéné
prifazena komplexni matice, kterd umoziuje snadno spocitat soufadnice obrazu vektoru X.
Snadno si rozmyslime, Ze i naopak, je-li ddna komplexni matice A typu m X n a vektorové
prostory (nad C) dimenze n resp. m s bazemi X resp. ), existuje pravé jedno zobrazeni
A€ L(P,,Q), které ji ma za svou matici zobrazenf, tj. plati A=%A4Y. Je to zobrazeni, které
vektoru X € P, prifadi vektor AX € Q,,, pro ktery (AX)y = A(X)x (tj. souradnice vektoru
AX se ziskaji jako sou¢in matice A s matici (X)yx).

Tomuto zobrazeni budeme fikat zobrazeni urécené matici A pfi bazich X', ).

Ukazeme, ze takto definované zobrazeni je linearni:

(a) aditivita

Nase zobrazeni pfifadi vektoru X vektor AX, pro ktery (AX)y = A(X)x,
vektoru ¥ vektor Ay, pro ktery (Ay)y = A(¥y)x,

a vektoru X + y vektor A(X +¥), pro ktery (A(X+¥))y = AX+¥)x.
7 toho plyne, ze plati

(AR +9)y = AR +9)x = A(R)x + (F)2) = AR)x + AF)x =

= (AX)y + (A¥)y = (AX + AY)y,

a tedy plati také A(X +y) = AX + Ay.

(b) homogenita se dokaze analogicky.

(c) jednoznaénost zobrazeni plyne z toho, ze obrazy vektoru D @ %M jsou ddny
jednoznacné (véta 19).

(d) vztah A=*AY plyne z toho, Ze pro j-ty sloupec matice A plati
A, = A&l) = A(g’(j))x — (Ai(j))y.



Podobné, je-li ddn vektorovy prostor P, nad C a baze X = ()‘(’(1),5('(2), ..., X)) existuje ke
kazdé ¢tvercové matici fadu n operdtor A tak, ze *A=A. Tomuto operatoru budeme Fikat
operator urceny matici A pii bazi X.

Poznamka:
P1i prostorech nad télesem R zavedeme stejné pojmy pro redlné matice.

Uvaha:

Necht A je ¢tvercovd matice fddu n a h(A) = n. Necht A je operator z L(P,,) uréeny matici
A pii bazi X. Pak podle véty 31 je také h(A) = n,

tj. dimA(P,) = n = A(P,) = P,.

A je tedy epimorfni R je regularni operator.
Méme tedy duvod zavést definici

Definice:
Ctvercova matice A Fadu n se nazyva reguldrni, plati-li A(A) = n. V ostatnich piipadech
se nazyva singularni.

Poznamka:
Matice A je reguldrni <=  zobrazeni urc¢ené matici A je reguldrni operator, resp. izo-
morfizmus.



Uvaha:
Nechtf B je matice typu m x n, A typu p X m.
Jsou dany prostory P,, nad C s bazi X,
Q,, nad C s bézi ),
V, nad C s bazi Z.
Necht B € L(P,, Q) je zobrazeni uréené matici B pii bazich X, Y,
A € L(Qm, V)) je zobrazeni uréené matici A pii bazich Y, Z.
Pak platf B="BY, A=YAZ a tedy AB=YAZXBY 2% X(4B)Z,
AB je tedy matice slozeného zobrazeni AB v bazich X', Z. Podle véty 27 vime, ze h(AB) <min(h(A), h(B)),
a ze kdyz je A nebo B izomorfni nastavaji rovnosti.
Dusledkem téchto tivah je véta

Véta 33:

Nechf A je matice typu p x m a B matice typu m x n. Potom
1) h(AB) <min{h(A), h(B)},

2) je-li p =m a A reguldrni matice, je h(AB) = h(B),

3) je-li m = n a B regularni matice, je h(AB) = h(A).

Uvaha:

Necht A je reguldrni matice fadu n, P, vektorovy prostor nad Cs bazi X = (M), %2 . x()
a A je operator uréeny matici A pii bazi X' (tj. *A=A).

Z piedchoziho vime, ze A je reguldrni operator, proto k nému existuje inverzni operator A~!
a plati A7H(AR) = % pro kazdy vektor X €P,,.

Oznaéme A~! matici operdtoru A= v bézi X.

Dokézeme, ze plati A~ A=I.

Pro kazdy vektor X €P,, plati

(R = (A1 (AR)r = (U (UR)r 2T XU YUR)r = ATAR)x. Uzijemeli
vztahu (¥)y = A TA(X)x pro volbu X = X0, kde i € 7, dostaneme 8" = ATA& coz
znamend, ze i-ty sloupec matice A A je roven €%, a tedy A1 A=L.

Plati ovSem silnéjsi tvrzeni.

Véta 34:
Necht A je regularni matice fadu n. Pak existuje pravé jedna ¢étvercovd matice A~ fadu n
tak, ze plati

AA=I=AA"! (%)

Tato matice se nazyva matice inverzni k matici A.

Dikaz:

Existence matice A~! fadu n s vlastnosti A'A=I jiz byla dokazéna.

Podle véty 33 je h(A) = h(I) = n a tedy A™! je reguldrni. Podle piedchézejici tivahy i k ni
existuje matice B tak, ze BA'=I.

Plati B=BI=BA ' A=IA=A. Plati tedy také AA'=I.

Jednoznacnost inverzni matice dokédzeme sporem.

Necht napi. existuje matice C£A™! tak, ze CA=I. Potom plati

C=CI=CAA '=IA'=A"' A to je spor.

Poznamka:
Je ziejmé, ze mluvit o inverzni matici A! splitujici vztahy (x) ma smysl pouze pro reguldrni



matice A. Jinak takova matice nemuze existovat.

Ptipustme na chvili, ze matice A by byla typu m x n. Aby mély smysl sou¢iny AA" a A~'A
je nutné, aby platilo, ze A™! je typu n X m a z rovnosti

A A=A A" plyne m = n. Matice A je tedy nutné ¢tvercova.

Z (x) a z véty 33 plyne n = h(I) <min{h(A), h(A1)}, a tedy

h(A) = h(A™!) = n, takze obé matice jsou reguldrni.

Véta 35:
Necht A a B jsou regularni matice fddu n. Pak také matice AB je regularni a plati (AB)~! =
B'A!

Dikaz:
Nebot A(AB) "= h(A) = n je matice AB regularni. Z asociativniho zdkona plyne (AB)(B
1A D=Ia (B 'A!)(AB)=1L

Poznamka:
Ziejmé plati I71=I a pro kazdé ¢islo a # 0 plati (aA)~! = éA_l.

Véta 36:
Necht A je matice typu n x m a B matice typu m x p. Pak (AB)" = BTAT.
Dukaz:
allr a2 oo Q1m bu blg e blp
. b b ... b
Oznacme A— | @21 022 a2m, 4 B= 21 22 2p ’
anl an2 ... Gpm b1 bm2 ... by
all asy ... Qp1 bll b21 e bml
. b b ... b
a tedy AT— a2 a2 an2 BT = 12 022 m2
alm  @om  --- Qum bip bap ... bmp

Ukazeme, Ze matice (AB)" a matice BT A" majf na misté (4, ), i € p, j € n stejné prvky.
[(AB)T]Z‘]‘ = [AB]J’,‘ = ajlbli + anbQi + ...+ ajmbmi.
[BTAT]ij = buaﬂ + bgian —+ ...+ bmiajm.

ResSeni soustav linearnich algebraickych rovnic

V tomto odstavci se zabyvame otdzkou, kdy ma soustava
anz1 +airs +...+aipT, =b
a171 +agery +...+apT, =by (%)
A1 X1 + Gmaxo + . ..+ G Tn = by,

feSeni a jak vypadd mnozina vSech FeSeni.

Pritom predpokladame, ze jsou dostatetné znamy pojmy matice soustavy, rozsifena ma-
tice soustavy, feSeni soustavy, sloupec pravych stran, homogenni soustava a dile
fakt, ze oznacime-li



I b1

ail ai19 oo Qln b
1) — 2
azy a22 BRI %) -
A= "L x=| . ab=| . ,
aml Am2 ... Gmn Tn bm

muzeme pro soustavu (x) pouzit usporného zipisu AX = b.
Vyéerpavajici odpovéd na zminéné problémy dava ndsledujici véta

Véta 37:(Frobeniova)
(1) Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych AX = b je Tesitelnd, préaveé kdyz h(A) =
h((A,b)).
(2) Oznacme h(A) = h. Ozna¢me Sy mnozinu vSech feseni soustavy AX = 6. Pak So cC C"
a dim Sy =n — h, tj.

() pro h = n jo So = {5},

(b) pro h < n existuje n — h linedrné nezavislych feseni x(V %2 . x(=h) 54 §) =
&0 %@ g,
(3) Je-li h(A) = h((A,b)) = h a oznaéime-li S mnozinu viech Feseni soustavy AX = b, je
S=x + Sy, kde jsme X oznaéili néjaké pevné (tzv. partikuldrni) feseni soustavy AX = b.

Dukaz:

(1) Protoze [th Ago, ..., A.n])\ CcC [A.l, Ae, ..., Aep, B]A

vyplyvé z véty 12, ze .

[A.l, Aer, ..., Aep, b])\ = [A.l,A.Q, B ,A.n]/\ <~ h(A) = h(A, b)

Staci tedy dokazat ekvivalenci:

soustava AX = b je fesitelnd <= [Aq1, Auz, ..., Aen, by = [Ael, Az, ..., Aan].
To je ovSsem snadné.

x
. N . . L2
Existuje-li totiz feSeni X = | . soustavy (x), pak
Tn
ay a2 ain by
asy a2 a2y bo
T —+ X9 + ...+ xy = R
am1 am?2 Amn bm

tj. b = 21Ae1 + T2A02 + ... + TpAan, tj. b € [Ael, Asa, ..., Aun]y, a tedy podle véty 2 je
(A, A, Aun by = [Aur, Ay, Ay

Naopak, plati-li posledni rovnost, je b € [Ae1, Ae2, ..., Aen]r, tj. existuji ¢isla x1, z2,..., 2,
I
_, x2
tak, ze b = 21Ae1 + 220Ae2 + ... + Ay, a tedy vektor X = | | fesi soustavu (*).
Tn

(2) Ozna¢me A zobrazeni z L(C",C™) ur¢ené matici A pii standardnich bézich, tj. takové,
7e A=5Afm . Podle véty 31 je h = h(A) = h(A).

Plati AX = 6 <= (AX)g,, =""A"(X)g, = 6 <= AX = 0G.

Resenim rovnice AX = & jsou tedy pravé vsechny vektory z jidra zobrazeni A, a proto



dim Sy = d(.A). Podle druhé véty o dimenzi je tedy dim Sy =n — h.

(3) Podle dokéazané prvni Casti véty existuje néjaké feSeni X splnujici rovnici AX = b tj.
AX=b a8 (tj. mnozina vSech FeSeni soustavy AX = b) je mnozina vSech reSeni rovnlce
AZX = b (zdivodnéni je stejné jako v odstavei (2)). Podle véty 21 je S=x + kerA = X + Sy.

Disledek 1:

Homogenni{ soustava AX = 6 m4 vzdy feseni, nebot h(A) = h((A,3)).

(O tom se ale muzeme snadno piesvédéit dosazenim X = G.)

Disledek 2:

Soustava AX = b se ¢tvercovou matici A fadu n mé pravé jedno TeSeni, pravé kdyz A je
reguldrni. Resenfm je vektor X = A'b.

Dukaz:

a) Nechf A je regulérni = h(A) = n = h(A|b) = n (nebot véts byt nemiize)
feseni a Sg = {0} = Feseni je prévé jedno.

b) Nechf existuje pravé jeden vektor () tak, ze AX(©) = b. Podle véty 37 je mnozina feSeni
S=x) + 8, a tedy Sy = {6}, tj. dim Sy=0. Protoze

dim Sy =n — h(A), je h(A) = n, tj. A je reguldrni.

Dosazenim se miizeme piesvédéit, ze fesenfm je vektor A~ 'b.

véta 37 . .
( S ) existuje

Technika reSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic AX =b
(Gaussova elimina¢ni metoda.)

Ozna¢me n pocet neznamych. ReSeni soustavy nalezneme nésledujicim postupem:

1) Rozsitenou matici soustavy prevedeme ekvivalentnimi ipravami fadku do horniho stupnovitého
tvaru.

2) Zjistime hodnost matice soustavy a hodnost rozsitené matice soustavy. Kdyz se lisi (tj.
sloupec pravych stran je hlavni), neni soustava Fesitelna.

3) V pifpadé, ze h(A) = h((A, b)) nalezneme n—h linearné nezévislych feseni 1, 22 . g(=h)

homogenni soustavy AX = 0.

To udélame tak, ze za n — h nezndmych odpovidajicich vedlejsim sloupcim dosadime (n — h)-
tice ¢isel tak, abychom si po dopoc¢teni zbyvajicich nezndmych vynutili linedrni nezavislost
vyslednych vektort. Doporucené volby jsou napf.

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Je ziejmé, ze pokud takto zvolime slozky feSeni odpovidajici vedlejsim sloupctim a zbyvajici
slozky dopocteme, budou vysledné feSeni soustavy AX = G linedrné nezivisla.

4) Najdeme partikuldrni resen{ X soustavy AX = b. K tomu staéi zvolit slozky odpovidajici
vedlejsim sloupctum libovolné (ptipadd v tvahu



i volba | . |) a zbyvajici slozky Feseni dopocteme. Podle véty 37 je mnozina feSeni S=x +
0

ORI N

Kazdy vektor tvaru
R =x+ XY 4+ 6@ 4+ 4, x0T (%)

kde t; € C proi € n — h, je feSenim soustavy AX = b a naopak, je-li X € S, existuji komplexni
parametry ti,to, ..., t,_p tak, ze plati (x).

Proto je zvykem fikat vyrazu (x) obecné feSeni soustavy AX = b.

Pokud jde o soustavu s redlnymi koeficienty a zajimaji nds jen redlnd feSeni, provadime
samoziejmé vse ,,redlné“, tj. i parametry t1,to,...,t,_p volime realné.

Poznambka:
Je-li pocet neznamych roven hodnosti matice (coz nastane napf. kdyz matice A je reguldrni),
jsou po prevodu na horni stupnovity tvar vsechny sloupce hlavni, odpada krok 3) a Sg = {G}.

Vypocet souéinu A 'B
Pomocna véta:

C11 C12 ... Cip
. . C21 C22 ... C2 . . ;.
Necht C je matice typu n x p, C= P 1. Provedeme-li ekvivalentni ipravu
Cnl Cn2 ... Cpp

rfadka matice C, je vyslednd matice rovna matici TC, kde T je Ctvercova matice fadu n,
ktera z jednotkové matice I fadu n vznikla stejnou ekvivalentni dpravou.

Dikaz:
Platnost je tfeba dokazat pro vSechny tii typy ekvivalentni tpravy.
(a) Prohodime-li i-ty a j-ty fadek matice I, dostaneme matici T tvaru

(o J ST TSI O ity Fadek

TP WU j-ty fadek

Uvédomime-li si, jak se nasobi matice, je vysledek sou¢inu TC ziejmy
z nasledujictho obrézku (i-ty a j-ty fddek matice C se prohodi)

0-r1 | = Ty FRdek | [ - byvaly 5ty Fadek -
1 C _
R -
1----0 | [ - Gty fadek---- | [ - byvaly i-ty fadek -

Sledujeme-li totiz, jak se méni p¥i nasobeni matici T jednotlivé fadky matice C, zjistime, ze
se zménily jen fadky obsazené textem.



(b) Nésobime-li i-ty fddek matice I ¢islem o, dostaneme matici T tvaru

T= Lo b, ity fadek

Vysledek sou¢inu TC je opét patrny z obrazku

« 1 L e i-ty radek----- — [---a-nasobek byvalého i-tého fadku--

Opét se méni pouze fadek obsazeny textem.

(c) Pripocteme-li i-ty Fadek matice I k jejimu j-tému fadku, dostaneme matici T tvaru

o b, ity tadek

Teooiteeee oo j-ty tadek

- I A i-ty fadek:----

i..o1 | j-ty radek....- soucet byvalého i-tého a j-tého Fadku

Meéni se tedy pouze vysledny j-ty fadek.
7 této pomocné véty snadno ziskdme obecnéjsi tvrzeni.

Véta 38:

Necht C je matice typu n x p. Provedeme-li koneény pocet ekvivalentnich tiprav f4dkt matice
C, je vysledna matice rovna matici TC, kde T je matice, kterd z jednotkové matice I fadu n
vznikla stejnymi fddkovymi ipravami (ve stejném poradi).

Dukaz:

7 ptredchazejici pomocné véty je ziejmé, ze po k ekvivalentnich Upravach je vyslednd matice
rovna sou¢inu Ty Ty_q - - - ToT1C, kde matice T; (i € 1) jsou matice, které z I vznikly jednot-
livymi ekvivalentnimi dpravami. Ozna¢ime-li T=TyTy_1---ToT1 je T=T3Tg_1--- ToT11,
coz podle dokdzané pomocné véty znamend, ze matice T vznikla z I odpovidajicimi ekviva-
lentnimi tpravami. Tim je véta dokazana.

Uziti véty 38:
Necht A je reguldrn{ matice fadu n a B matice typu n x m. Sestavme novou matici (A|B)

10



o n tadcich a m sloupcich. Provddéjme ekvivalentni dpravy fadka nové matice (A|B) tak
dlouho, az na misté puvodni matice A vznikne jednotkovd matice I. Puvodni matice B se
témito Upravami samoziejmé také zméni na matici, kterou oznacime X (ale zatim o ni nic
nevime). Plat{

(A[B) ~ (I]X)

Podle dokdzané pomocné véty existuje regularni matice T takova, ze I=TA, a protoze X
vznikla z B stejnymi ekvivalentnimi dpravami je X=TB. Z toho plyne T=A"!, a tedy
X=A"'B.

Piiklady pouziti:
Je-li A regularni matice radu n, B matice typu n x m, I jednotkova matice fddu n a b vektor
z C™, plati nasledujici ekvivalence mezi maticemi:

(AB)~ (IJA7'B)  (Afb)~(IA7'D) (AT~ (TA™).

Prvni ekvivalence uzijeme k vypoctu souc¢inu A~'B, tj. fadky matice (A|B) upravujeme tak
dlouho, az na misté puvodni matice A vznikne jednotkova matice I. Na misté matice B
vznikne hledany soucin.

Druhd ekvivalence se analogicky pouzije k feSeni soustavy AX = B, nebot feSeni je vektor
A 'b.

Tieti ekvivalence slouzi k vypoctu A~1,

Pokud matice C je typu p x n a chtéli bychom poéitat soucin CA ™!, staéi pouzit vztahu

-1 _\T
(ATICT) ~(I[(AT) "CT) = (I|(CA™) ).
Tomuto postupu pro vypocet soucinii tvaru A~'B budeme Fikat tiplné eliminaéni schema.

Poznambka:

V souvislosti s iplnym elimina¢nim schematem vznika otazka, zda lze kazdou regularni matici
A tadu n prevést ekvivalentnimi tpravami radku na matici I. To vzdy lze.

Vime, ze matici A jako kazdou jinou lze pievést do horniho stupiniovitého tvaru. Protoze je
navic reguldrni, jsou vSechny sloupce hlavni, a tedy diagondlni prvky nenulové. Budeme tedy
pokracovat dale tak, ze vSechny fadky vydélime diagonalnimi prvky, abychom na diagonéle
dostali jednicky. K matici I se dostaneme v n krocich.

V prvnim ode¢teme od prvnich n — 1 fddkua takové ndsobky n-tého fadku, aby v nich byly v
poslednim sloupci nuly.

V druhém kroku ode¢teme od prvnich n — 2 fadku takové nésobky

(n — 1)-niho fadku, aby v nich byly v pfedposlednim sloupci nuly. Upraveny posledni sloupec
se tim neposkodi.

V tretim kroku odec¢teme od prvnich n — 3 fadku takové nasobky (n — 2)-hého Fadku, aby v
nich byly v (n — 2)-hém sloupci nuly. Posledni dva sloupce se opét neméni.

Je ziejmé, ze po n takovych krocich dostaneme matici jednotkovou.
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Determinanty

Pojem determinant matice je spojen vyhradné se ¢tvercovymi maticemi. Pomocnym po-
jmem je pojem permutace mnoziny n = {1,2,...,n}, ktery je ddn nasledujici definici.

Definice:
Necht n € N. Kazdé prosté zobrazeni 7 na sebe budeme nazyvat permutace mnoziny 7.
Mnozinu vSech permutaci mnoziny 7 oznac¢ime S,,.

Pro oznaceni permutaci budeme uzivat mald feckd pismena. Kdyz w € S, nazveme ¢isla
7(1),7(2),...,7(n) hodnoty permutace a permutaci popiseme bud vztahem 7 =

nebo zapiseme stejnou permutaci vztahem 7 = (w(1),7(2),...,7(n)).

Prvni zptsob zéapisu je tabulka, ve které jsou v prvnim fadku prvky mnoziny 7 a v druhém
jejich obrazy v permutaci 7. Pfednosti tohoto zdpisu je, ze neni vzdy nutné, aby ¢isla v prvnim
fadku byla vzdy srovnana vzestupné. Podstatné je, aby pod ¢islem byl jeho obraz. P¥i druhém
zpusobu zdpisu je ovsem tieba dbét na pofadi.

1 2

Permutace € = ( 1 9

) se nazyva identicka permutace. Protoze permutace 7 je

prosté zobrazeni, existuje vzdy inverzni permutace 7! takovd, ze 77! = 1711 = €.
[ 1) w(2) ... 7w(n)

Je to permutace 77 = < 1 5 . .

Definice:

Necht n € N, 4,5 € n, i # j. Permutaci 7;; € S,,, kde

{12 i1 i il o -1 4§41 oo o

T”_<1 2 i1 j i+l ... j—1 i j+1 ... n)POSSh

nazyvame transpozici ¢isel 4, j.
7i; je tedy permutace, ktera piehodf ¢isla i a j a tedy 775 = €, tj. 7 = Tij_l.
Ziejmé plati Tij = Tji-

Definice:

Necht 7 € S,,. Kazdou dvojici (i,7),7 € 1, j € f, pro kterou i < j

a (i) > 7(j) nazveme inverzi v permutaci . Cislo (—1)/r, kde I,; je pocet viech inverzi v
7 nazveme znaménko (signum) permutace 7. Zna¢ime ho

sgn 7. Je-li sgn m=+1, fikdme, ze 7 je suda permutace, jinak je licha.

Kazdou permutaci lze slozit z transpozic, tj. plati véta:

Véta 39: Necht 7 € S,,,m # e. Potom existuji transpozice 71,72,...,7 € Sy, takové, zZe
T =T1To - - - 7;. PFitom plati sgn m = (_1)1‘

Vétu uvadime bez dukazu.

Dusledek 1:
Necht 71,79 € S,,. Potom sgn 7y my =sgn m1-sgn mo.

Dukaz:
Necht’ T = T17T9 Tk QA T :7’1/7-2/...7—1/ —
sgn (mymo) =sgn (117o--- e’ - ') = (—1)k+l = (—1)’“(—1)l =Sgn m1SgN 7o.
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Dusledek 2:

Transpozice je licha permutace.
Dikaz: Ziejmy.

Disledek 3:

Necht 7 € S,,. Pak sgn 7 = sgn 7.

1 1

Dikaz: 1=sgn € =sgn n7~* =sgn 7-sgn 7.

Zavérem pripomeneme, ze ze stiedni Skoly je zndmo, Ze pocet permutaci mnoziny 7 je n!
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Definice a zakladni vlastnosti determinantu

Definice:
all a2 oo Q1n
, Lol i o, az1 Qa2 ... Qa2
Necht A je ¢tvercova matice fadu n, A=
an1 ap2 ... Qpn
Determinantem matice A nazveme cislo
all a2 oo Q1n
asy ago ... Qon
det A= | = Y sgn (ki,... kn)aik, a2, - Gk, -
. (K1seees kn)ESn
anl Aap2 oo Qpn
Poznamky:

1) Determinant je tedy suma vSech soucinu n-tic prvka matice A, pii kterych se zachovava
pravidlo, ze v soucinu je z kazdého fadku a z kazdého sloupce pravé jeden prvek a soucin
je znasoben znaménkem odpovidajici permutace. Je to permutace, kterd fadkovému indexu
kazdého prvku v soucinu ptifazuje jeho sloupcovy index. To znamena, ze plati také

det A= > sgn (l{il,... ,kn)akllakﬂ-uaknn.

2) Scitance tvaru sgn (ki, ..., kp)a1k G2k, - - - Gk, se nazyvaji €leny determinantu.
3) Je ztejmé, ze determinant ma n! ¢lentu.

Determinanty specialnich typt matic

1) Necht A=(a11), pak ziejmé det A=sgn G)all =ai.

) a a P e 1z es ;
2) Necht A:<a11 am > V tvahu pfichazeji pouze 2 permutace, m = G 3) se znaménkem
21 022

sgnm =1am= (; f) se znaménkem sgn m = —1. Je tedy det A=ai1a99 — a12a901.
ail a2 a3

3) Necht A=( ag; ass as3 |. V tivahu prichdzi 6 permutaci.
aszr as2 ass

Permutace (1 2 3) (1 2 3) a (1 2 3) se znaménkem 1
1 23)°\2 31 31 2

123 123 123 .
a permutace , , se znaménkem -1.

321 13 2 2 1 3
Je tedy

det A=aq1a12a13 + a12a23a31 + a13a21a32 — 13022031 — (11023032 — A12021033.

Poznamka:
Nékdy se pro zapamatovani vzorce pro vypocet determinanti matic 2. a 3. fadu uzivd mne-
motechnickych pomtcek. Pro matice 2. fadu

aii_ 012 .. . 1. . C .
= a11a92 —ajsa91. T1m je naznaceno, ze se nasobi jen prvky matice spojené Sipkami,
az1 a22
pricemz ma-li Sipka smér \, opatii se souc¢in znaménkem -+, mé-li smér , znaménko je -.
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Podobné pro vypocet determinantu matice 3. fddu se doporucuje pod matici opsat znovu 1.
a 2. faddek a pospojovat prvky nésledujicim zpusobem
ajl_ aiz2 a3

_a11612013 + a12a23a31 + a13021a32—
a1 Q2 @23 | —

X% —a13a220a31 — A11A23a32 — @120210A33.
a31><a32><a33

ail aiz_ a3
Ga21 a2 G23

Opét se ndsobi pouze prvky spojené ¢arami a o znaménku rozhoduje smér Sipky. Tento zpusob
vypoctu je zndm pod ndzvem Sarusovo pravidlo. Je ovSem tieba zduraznit, ze pro determi-
nanty matic vyssiho fadu obdobné pravidlo neplati.

4) Definice:
ail; a2 ... Qinp
. a21 a22 e a2n d 7’ rd rd . 7 Ve ’ 7 .
Matice A= . se nazyva dolni resp. horni trojihelnikova, plati-li
anpl Ap2 ... Qpnp

agj = 0 pro i < j resp. pro ¢ > j, kde i, j € n.

Plati tvrzeni: Je-li A horni (resp. dolni) trojihelnikovd matice, je det A=aj1a22 - - anp.-
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Dukaz:

ailr a2 ... Qin

, . 0 a2 ... Qop
Necht napt. A=

0 0 ... Qnn

Cleny determinantu, které neobsahuji prvek a1, jsou urcité rovny nule, nebot musi obsahovat
jiny prvek prvniho sloupce.

Budeme se proto dédle zabyvat jen ¢leny determinantu, které prvek a;; obsahuji. Jediny takovy
¢len determinantu, ktery neni nutné nulovy, je roven soucinu ai1a9s -« * Gnyn. Kdyby totiz ag
byl prvni diagondlni prvek, ktery ve zkoumaném ¢lenu determinantu chybi, musel by v tomto
¢lenu byt misto ného jiny prvek z i-tého sloupce. Jeho tadkovy index by ovSsem musel byt
vétsi nez ¢, protoze nas ¢len obsahuje prvky aii, age, - - -, a;—1,;—1. Takovy prvek je ovSem nutné
nulovy, a tedy i ¢len determinantu je nulovy.

Tim je tvrzeni dokazano.

Disledky:
a) Determinant diagondlni matice je roven souc¢inu diagonélnich prvku.

b) det I=1.

Véta 40:

Necht A je étvercové matice fadu n. Pak det A=det A'.
Dikaz:

det A je suma séitancu tvaru sgn (k:11 ]32 ]?) A1y A2k * * * sy, -

V det A" vystoupi kazdy soucin aij, asg, - - - ank, také (protoze splituje pravidlo, Ze z kazdého
fadku a z kazdého sloupce je tam pravé jeden prvek). Protoze vsak kazdy prvek a;; je v AT

k;l k; Ij:”) Permutace, které zde

vystupuji, jsou ovSem vzdjemné inverzni, a tedy znaménka jsou stejna.

na misté s indexy (j,i), bude opatien znaménkem sgn

Véta 41:

Necht A je étvercova matice fddu n. Potom:

(a) Vznikne-li matice B ndsobenim nékterého sloupce (fddku) matice A ¢islem ¢, je det B=
cdet A.

(b) Je-li néktery sloupec (fadek) matice A nulovy, je det A= 0.

(c) Ma-li A dva sloupce (fddky) stejné, je det A=0.

(d) Oznacime-li A= (5(1), A2, .. &6 p &0+ . ,a<n>)

a B:(é’(l), L (G VN I \Ga DN (OM

pak det A+ det B= det (a<1>,a<2>, L &0-D g, &0t ,a<n>).

Analogické tvrzeni plati i pro fadky.

(e) Piipocteme-li k jednomu sloupci (fddku) matice A linedrni kombinaci jinych sloupcu
(fddku) této matice, determinant matice se nezméni.

(f) Vznikne-li matice B z matice A piehozenim dvou sloupcu (fadku),
je det B = -det A.

Dikaz:
Vzhledem k vété 40 je lhostejné, zda dikazy provadime pro fadky nebo pro sloupce.
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(a) V kazdém ¢lenu determinantu je pravée jeden prvek piislusného sloupce. Kdyz byl sloupec
nasoben ¢islem c, je kazdy ¢len determinantu znasoben ¢islem ¢, a tedy lze toto ¢islo vytknout.
(b) To, ze je sloupec roven 6, lze chépat tak, ze néjaky puvodni sloupec byl ndsoben nulou, a
podle (a) je tedy det A =0.

(c) Predpokladejme, zZe i-ty a j-ty Fadek jsou stejné. Determinant obsahuje

s kazdym ¢lenem

S0 (1 nty Tty ey ety 0@ Gin) Gy O
také clen

1 2 ... 1 ... J ...o0n
Sgn(m) @) ... 7(j) ... 7(i) ... Tr(n)> U7 (1)@2m(2) " Gim(j) """ Qjm(i) " Anm(n)-
Protoze z naseho predpokladu vyplyva, ze a;r;) = Gjr@) @ Qjr(j) = Qin(;), ISl se oba cleny
nejvyse znaménkem prislusné permutace. Protoze ale druha permutace vznikne z prvni slozenim
s jedinou transpozici 7;;, jsou znaménka permutaci opacna a Cleny se zrusi. Determinant se
tedy rovna nule.
(d) Oznacime-li ag-z) j-tou slozku vektoru &% (tj. prvek na j-tém misté
v i-tém sloupci matice) a analogicky pro vektory p a q, plati
det (80, a®), ..., &0, 5+ a0y, ... &")=

1 2 (i—1) (i+1) n)
:We% sgn m agr()l)a;()m e aﬁ(i_l)(Pw(i) + qﬂ'(i))aﬁ(i—i—l) . 'agr(n):
B (1) (n) (1) (n) _
_ﬂ-e% sgn m aﬂ'(l) . pﬂ'(’L) e aﬂ_(n) + ﬂ-e% sgn m aﬂ_(l) e q7r(l) e aﬂ_(n)_

= det (5(1),...,ﬁ,...,§(”))+ det (aﬂ),...,q,...,a(n)).

(e) Determinant mé tvar det (5(1), ..,at=h g0 4 s ’yjé'(j), attl) ,é’(”)>, a je tedy podle
J#i

(a) a (d) roven

det (5(1), ...,aw ,5(”)) + > 7; det (5(1), ...,at=) g0) g0+ é’(”)>. Vgechny deter-

J#i
minanty za sumacnim znaménkem jsou ovsem podle (c) rovny nule.
(f) Oznaéme sloupce matice A postupné &), a2, &, Prohozeni sloupci & a a0 v

det A lze docilit upravami, které symbolicky vyznac¢im (sloupce, které se neméni, vétsinou
nepisu).

det A= det (a<1>,...,5(i>,...,50),...,5(”)) —

podle
= det(a,... &0 &0, . &0), . &) =
podle
© det(a(l), ._7§(i)+5_’(j)7“.75(j)_(5‘(1)4_5_’0)), ’5(71)) =
_det<5<1> a0 L z0) . &0 g(n)) -
p(()d)lc
= _det(au), O (ORI O I 5(n>) =
odle
AL et(a),... &0, &0, ... &)
Dusledek:

Nechf A a B jsou &tvercové matice fadu n. Vznikla-li matice B z matice A ekvivalentni
upravou fadku, plati det B=det T - det A, kde T je matice, ktera z jednotkové matice I fadu
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n vznikla stejnou ekvivalentni Upravou fadka, tj. vznikla-li matice T z matice I ekvivalentni
upravou radku, plati

det TA=det T - det A
(nebot z pomocné véty na str. 10 vime, ze B=TA).

Dikaz:
(1) prohozeni i-tého a j-tého fadku:

0 e e foees ity Fadek

Lo Qo oo j-ty Fadek

Protoze det I= 1, je podle tvrzeni (f) det T= -1, a tedy det B= det T - det A.

(2) nésobeni i-tého fadku ¢éislem ¢ # 0:

T= L i-ty Fadek

Podle tvrzeni (a) je det T=c, a tedy opét det B= det T - det A.

(3) pripoéteni i-tého tadku k j-tému Fadku:

s b ity Fadek

TS DUV S j-ty Fadek

Podle tvrzeni (e) je det T= 1, a tedy det B= det T - det A.

Poznamka:
Stejnd tvrzeni plati pochopitelné i pro sloupcové tpravy.

Véta 42:
Nechf A je étvercovd matice. Pak A je reguldrni, pravé kdyz det A # 0.

Dikaz:

Matici A lze ekvivalentnimi tpravami fadku pfevést na matici B, ktera je

v hornim stupiiovitém tvaru. Podle dokdzaného dusledku se determinant matice A po kazdé
upravé ndsobi ¢islem ruznym od nuly ( -1 pfi zdmeéné fadku, ¢ pii ndsobeni fadku ¢islem ¢ a
1 pfi pfipocteni fadku k druhému).

Je tedy det A # 0 < det B # 0. Ale determinant matice B je soucin jejich diagonalnich
prvki (nebot je trojihelnikovd), a je tedy nenulovy, pravé kdyz vSechny sloupce jsou hlavni,
tj. kdyz hodnost A je n.
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Véta 43:
Nechf P a Q jsou étvercové matice iadu n. Pak det PQ = det P - det Q.

Dikaz:

1) Necht P je singuldrni <= det P = 0 a h(P) < n.

Podle véty 33 je h(PQ) < h(P) < n = PQ je singularni = det PQ=0.

2) Necht P je regularni. Pak existuje matice P!, plati PP~! = PP = I, a tedy plat{
P=(P )"

Plat{ tedy také PQ=(P~!)” Q.

Spocitdme tento souéin technikou pro vypoéet souéini tvaru A~'B ze strany 10. To znamena,

-1

ze budeme provadét ekvivalentni ipravy fadku matice (P‘1 |Q> az dostaneme matici (I|PQ>.
(Zde je nutné si uvédomit, ze at uZijeme jakékoliv fddkové tipravy, které zajisti, Ze na misté
matice P~! vznikne matice I, vznikne na misté matice Q matice PQ.)

Protoze pti tomto procesu vznikla matice PQ z matice Q ekvivalentnimi dpravami, plati
podle dusledku ze strany 21

det PQ = det Ty det Tj_q --- det T1- det Q, (%)

kde T; je matice, kterd odpovida i-té dpravé (tj. vznikla z I touto tpravou).
Vztah (x) plati pro kazdou matici fadu n, a tedy specidlné (pii volbé Q=I
a stejnych upravach) plati

det P = det Ty det Tp_q --- det T5.
Je tedy det PQ = det P - det Q.

Disledek:
Necht A je reguldrni matice. Pak det A~1 = 2+
Dikaz:

Tvrzeni je disledkem vztahti 1 = det (A~'A) = det A~!. det A.

Definice:
Nechf A=(a;;) je ¢tvercovd matice fadu n > 1. Nechf A je ¢tvercovd matice fadu n — 1,
kterd z A vznikla vyskrtnutim i-tého fadku a j-tého sloupce. Oznacme
D;; = (—1)"*7 - det A9,
Cislo D;; se nazyva algebraicky doplnék prvku a;;.

Véta 45: (O rozvoji determinantu podle i-tého Fadku, resp. j-tého sloupce)

Necht A=(a;j) je ¢tvercovd matice fddu n > 1 a D;; jsou algebraické dopliky prvki a;; pro
1 EN,J EN.

Potom pro ¢ € n plati

n
det A. = Z CLZ]DU, (rozvoj podle i-tého fadku)
i=1
resp. pro j € n plati
n
det A — Z az]DU (rozvoj podle j-tého sloupce)
=1

Tuto vétu jsme uvedli bez dukazu.

Véta 46:
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Necht A=(a;;) je reguldrni ¢tvercovd matice fadu n > 1 a D;; jsou algebraické doplitky prvku
ai; Prot € 1, j € N.

D3 Do1 ... Dy
1 1 Dis Dy ... Dy

Potom A™" = 44 .
Dln D2n <o Dnn

Dikaz:
Staéi dokazat, ze AA~!=I. Zkoumejme tedy prvek na misté (i,5) tohoto soucinu. Kdyby
vzorec uvedeny ve vété platil, je (podle vzorce pro nasobeni matic)

[AATY];; = 25 [anDji + apDjs + ... + ainDjn).

Podle véty 45 je vyraz v hranaté zévorce pro i = j roven det A (vypocet rozvojem podle
i-tého fadku), a tedy [AA~Y]; = 1 pro i € 7.

Podle téze véty je vyraz v hranaté zavorce pro i # j rozvoj podle j-tého fadku ovsem deter-
minantu matice, kterda vznikne, kdyz v matici A nahradime j-ty fadek znovu i-tym radkem.
Rozvoj v hranaté zavorce je v tomto piipadé roven nule, protoze jde o determinant matice se
dvéma stejnymi radky.

Tim je véta dokazéana.

Poznamka:
Dy D21 ... Du
s Dz Das ... Dpe o ) . i
Matici A9 = . se Tika matice adjungovana
Dy, Dg, ... Dy,
k matici A.

Véta 47: (Cramerovo pravidlo)
Necht A je reguldrni étvercova matice fadu n a b € C". Oznacéme B() matici, ktera z matice
1

_, Z2
A vznikne pii ndhradé i-tého sloupce vektorem b. Necht X = | . € C" je feSeni soustavy

Ln

AX =b. .
Potom pro ¢ € 7 plati z; = dﬁif?'

Dikaz:

Vime, 7e X = A 'ba tedy ze vzorce pro vypocet inverzni matice ve vété 46 plyne

Ti = 15 [D1ib1 + Daiba + ... + Dby

Snadno uvazime, ze vyraz v hranaté zavorce je rozvoj determinantu matice, kterd z matice
A vznikla po nahrazeni i-tého sloupce vektorem B, podle tohoto nového i-tého sloupce. Tim
je véta dokazana.

Poznamka:

Je tfeba tici, ze Cramerovo pravidlo i vzorec z véty 46 se hodi k vypoctim pouze u malych
matic (jinak jsou to vzorce neekonomické kvuli velkému poé¢tu aritmetickych operaci). V teorii
maji ovSem velky vyznam.
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Skalarni soucin a ortogonalita

Diilezité upozornéni:
V této kapitole budeme pod pojmem téleso rozumét vyhradné bud’ téleso vech komplexnich
¢isel, nebo téleso vsech redlnych ¢isel. Divodem pro toto omezeni je skutecnost, ze v obecném
télese nemusi platit implikace

aeT<aecT

Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T. Kromé operaci séitani vektort
a nasobeni vektoru ¢islem, které jsou v kazdém vektorovém prostoru zavedeny, se studuji i
prostory s dalsi operaci, ktera se nazyva skaldrni soucin a je ddna nésledujici definici.

Definice:
Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Zobrazeni V x V do T, které kazdé dvojici vek-
tora X a y z V piifadi ¢islo (X,¥) € T se nazyva skaldrni soucin, pokud spliuje nasledujici
Ctyti vlastnosti:
1) Pro kazdé dva vektory X a ¥y z V je (X,¥)= (¥,X).
2) Pro kazdy vektor X € V je (X,X) > 0; (X, ) =0<=xX=
3) Pro kazdé tii vektory X,y aZ z V je (X+¥,Z)=
4) Pro kazdé dva vektory X a ¥ z V a ¢islo a € T je
Poznamky:
0) Pro lib. X € V je (X,0) = (0,X) = 0.
(Nebot (a,%X) = (006,%) = 0(6,%) = 0.)
1) Pokud prostor V je redlny, tj. T=R, plati (X,y)= (¥, X).
2) Z vlastnosti 1) a 4) plyne (X, ay)= @(X,y).
Z vlastnosti 1) a 3) plyne (Z,X +¥)= (Z,X) + (Z,¥).

3) Priklad skaldarniho sou¢inu na prostoru C”.

I Y1
_— L2 - Yy . . I o
Necht X =| . ceCay=|. € C™. Definujeme tzv. standardni skalarni soucin
Tn Yn

n
vztahem (X, ¥)= > x;7;. Obdobné definujeme na prostoru R" standardni skaldrni souéin
z*l

vztahem (X,¥)= Z il

4) Prostor R™ se standardmm skalarnim souc¢inem nazyvame eukleidovsky prostor a ana-
logicky prostor C" se standardnim skaldrnim sou¢inem nazyvame unitarni prostor.

Jsou to tedy prostory, na kterych jsou definovany t#i operace.

5) Je-li V vektorovy prostor nad T se skaldrnim souc¢inem a X € V, nazyvame ¢islo ||X|| =
V/(X,X) norma vektoru X.

Specidlné v prostoru R™ ( a nékdy i v C") se standardnim skaldrnim sou¢inem se ¢islo
%]l = \/(%X, %) nazyvé eukleidovskd norma vektoru %. Snadno si rozmyslime, ze v R' R?
a R? m4 eukleidovska norma vyznam velikosti vektoru.

Snadno provéfime, ze ||X|| =0 <= X =0 a ||aX|| =|¢| ||X].

Véta 48:(Schwarzova (Cauchyova) nerovnost)
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem nad télesem T. Pak pro kazdé dva vektory
X,y € V plati
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&3 < [IX] - ¥l
Rovnost nastava, pravé kdyz vektory X a ¥ jsou linedrné zavislé.
Dikaz:

Pokud X = G, je nerovnost ziejma4.

Omezime se tedy na piipad X # 6. Zavedeme vektor Z vztahem Z =

(

<i
i

|2,)>E. Plati vztahy

%y

75) = % (%.9) = IG5

X 2
VTR
212 - (G2 X2 - OEX 2 g [P
a I = (e fs) = SR e = 1G5
Z prvniho vztahu je zfejmé, Ze soucin (Z,¥) je redlny, a tedy ndsledujici vyrazy si jsou rovny
= oV (2 — 1712 — IED?
(Z,y) = (¥.2) = ||Z||” = IR

7 toho plyne
2 )2
0<(Z-¥,2-9) = 2] - .2 - @5 + IFI* = - FRE + 191> )
Nerovnost |(X,¥)| < |IX|| - [|¥] tedy plati.
Vysetiime, kdy nastane rovnost.
Jsou-li vektory X a y linearné zavislé, je jeden z nich ndsobkem druhého. Necht napt. X = ay.
Pak (%, )] = |(a%.3)| = [allF]2 = [ - [ = %] - |F]- Je-li naopak (%,5)| = K] - |7,
pak je bud X = 0, a tedy vektory X, ¥ jsou linedrné zavislé, nebo X # 6 a vyraz na pravé

strané vztahu (%) je roven nule. Z toho ovSem plyne ||Z — ¥||=0, z toho ¥ = Z = (‘éﬂ; X, a

tudiz vektory X a ¥ jsou linedrné zavislé.

Véta 49:(Trojihelnikové nerovnost)
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem nad télesem T. Pak pro kazdé dva vektory
X,y € V plati

1%+ 9] < %]+ |71
Rovnost nastava, pravé kdyz existuje éislo o €T, o > 0 tak, ze bud ¥ = aX, nebo X = ay.
Dikaz:
Plati nasledujici vztahy

1% +¥|° = (X +¥,X+¥) = IX]]* + 2Re(X,¥) + |¥]|* <
<RI +2y/RA(R,5) + Im?(%,7) + |§]2=]%]> + 2% )] + [7]* < (%)
A
< IR 20 11+ ISP = A1+ 1D

Nerovnost tedy plati.

Predpoklddejme, ze plati rovnost | X+ ¥|| = [|X]| +||¥]|. Pak se vSechny nerovnosti ve vztazich
(%) méni na rovnosti a z toho plyne:
(a) |(X,¥)] = [IX[| - 171l
(b) Re(X,¥) = [(X,¥)| = Re(X,¥) = 0,Im(X,¥) = 0,
a tudiz Re(X,¥) = (X,¥).

Z (a) a Schwarzovy nerovnosti plyne, ze vektory X a ¥ jsou linedrné zavislé, tj. existuje o € T,
7ze bud ¥y = aX, nebo X = ay. Zbyva dokdzat, Ze existuje takové nezadporné a. V piipadé,
7e oba vektory jsou nulové, je to ziejmé. Necht napi. X # 6 ay = aX. Z (b) plyne (X,¥) > 0,
t.

X, axX)=a|X|’>0=a>0=a>0.

Naopak, je-li y = aX a o > 0, plati X +¥| = X+ oX|| = [1 + af - [X]| = (1 + &)[[X] =
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X[ + el Xl = 1% + llex]| = X[ + [I¥ 1l
S pojmem skalarniho souc¢inu tzce souvisi dalsi dulezity pojem.

Definice:
Nechf V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem nad télesem T. Rekneme, ze dva vektory
X,¥ € V jsou ortogondlni (kolmé), jestlize (X,y) = 0. Uzivame oznaceni X | ¥.

Rekneme, ze soubor vektori (X1, %), ... %) je ortogondlni (OG), prave kdyz () 1 x0)
pro vsechna i, j € n, kde i # j.
Spliiuje-li tento soubor navic podminku ||[¥()| = 1 pro viechna i € #, ifkdme, Ze je orto-

normalni (ON) (tj. plati (X, %0)) = §,; pro viechna i, j € 7).

Poznambka:
Vsimneme si, ze zatimco vektory ortonormélniho souboru jsou nutné nenulové, u ortogonélniho
souboru to tak byt nemusi.

Priklad:
Standardni béze prostoru C" (resp. R") se standardnim skaldrnim sou¢inem je ortonorméalni
soubor.

Véta 50:
Ortogonalni soubor nenulovych vektori je linedrné nezavisly.
Disledek:
Ortonormélni soubor je linedrné nezdvisly.
Dukaz:(Sporem)
Necht (¥, %) . %) je linedrné zavisly soubor a X(*) #£ & pro i € . Existuje tedy n-tice
¢isel aq, o, ..., o aindex ig tak, ze i a;x0) =g
a o, # 0. =
Plati tedy i rovnost (z apz(z),)zw) (5, %(00)) = 35 0,(RW), %0)) = 0 =
=1 i=1

= Oéio ||§(10) ||2 == O(nebof soubor je ortogonaln{) = 0[7;0 == 0 (nebot %(0) =« 3).
A to je hledany spor.

Véta 51:
Necht (21, %) ... %) je linedrné nezévisly soubor vektorti z vektorového prostoru V se
skaldrnfm soucinem. Potom existuje ortonormalni soubor vektoru (), ¥, ... ™) tak, ze

pro kazdé r € n plati
[g(l),gg(m, L 7,z(r)h — [}7(1),}7(2)7 . ,}7(7")]»
Poznambka:
Pokud se ndm podaif takovy soubor (¥, 52, ... ) najit, fikdme, ze jsme soubor (%), %(
ortonormalizovali.
Disledek:
Nenulovy vektorovy prostor koneéné dimenze ma ortonormélni bézi.
Dikaz:
Dukaz provedeme tak, ze vysvétlime rekurzivnim zpusobem postup, kterym se ortonormalni
soubor s uvedenymi vlastnostmi ziska. Postup je zndm pod jménem Gram-Schmidttv or-
togonalizaéni proces.

Nejprve zvolime y) 1

_ 1
[

z(1)
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Jasné plati: (a) [FD]y = [¥D],,
(b) [IF7V]=1.

Druhy vektor konstruovaného souboru najdu néasledujicim zpusobem:
Nejprve najdu pomocny vektor ):;(2) tak, aby platilo:

() 5 Ly,

(b) 77 € ®D, 20,

Hled4m ho ve tvaru y D _ %2 — a1yM) | a tim si zajistim vlastnost (b).
Protoze chci, aby platilo i (a), musi byt splnéno

7 71) =05 0= &, 70) - g [y =

= a1 = (RO, §O) et 190 — = §) = 2O — () §0)g),

”:(12 ||§(2) mé tento vektor vlastnosti (a) i (b) a navic je ||¥®||=1. Soubor
(¥, ¥®) je ortonormélni, a tudiz linedrné nezévisly,

vy e [f(l),f@)h ,y@ e [,z(l),g@)h’ a proto [}7(1)737(2)]A = [i(l)»f@)h-

Polozime-li y& =

Piedpokléddejme nynf, Ze se ndm podaiilo ortonormalizovat vektory V. %2 . K1 tj. najit
vektory (U, §®) ... 0 tak, ze (@), §0)) = 0ij proi,j €1

a [5{’(1), @ ,)_c’(r)])\ = [}—;(1)’ vy, .. y(r)]A pror € L. Nejprve najdu pomocny vektor y( +1)

tak, aby platilo:
(a) §(l+1) 1L y® pro k el

b)Y € gD, %@, g,

=(l
Hleddm ho ve tvaru y( o _ g(+1) _

[i(l)vi(z)a s 7i(l)]k = [y’(l)’y‘@)’ cee 75;(“])\'
Protoze chci, aby platilo i (a), musi prok el byt splnéno
G 5W) = 0= @D - Zay” 7¥) =0=

l )
) ¥, a tim si zajistim vlastnost (b), nebot

(*(l+1) ) Z (*(z *(k)) =0=

1
= Oék; ( l+1 y(k)) prO kf € l (nebot (y(”,y(”) = 51‘;’ pro i,j € Z):>

-(14+1) . l . INENNT,
y = x(+1) _ .Z%(X(l+1)’y(l))y(z)'
1=
(1
Polozime-li '+ = ”:’(la—l)”y( v , mé tento vektor vlastnosti (a) i (b) a navic je [|§¢+1||=1.
Soubor (}7;(1\), 7@, ..., D) je ortonormélni, a tudiz linedrné nezavisly, y* ¢ 1), g2 . g+,
pro k € [+ 1, a proto
b—,’(l)’ 5;(2)7 s a}_;(H_l)]/\ = [i(l), i(2)7 s afé(l—i_l)])\'
Véta 52:
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soué¢inem nad télesem T
n 4
aX = (XD g® . %) je jeho ortonormélni bize. Necht X € V. Potom X Z( x0)%®),
Ditkaz: . -
Vime, Ze lze psat X Z , nebot X je baze V. Pro i € f plati
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5 ap (%K), 20) = ;- 1 = .

k=1
Poznamka:
Souciny (%,%X(") jsou tedy soufadnice vektoru X vzhledem k ortonormalni bazi. Nechf nyni
X = (XM, %@ . K(M) je pouze ortogonélni bize V. Potom soubor ( 11>”5<’(1) L _x(

[ 7 IxC
je ortonormalni béze. Vime, Ze soufadnice vektoru X vzhledem k této ortonormalni bazi jsou
(X, ”i%i)ch’(’)). Plati proto X = > ||>?%">|| (%, %) Hi%i)ch'(’). Soutadnice vzhledem k ortogonalni
i=1
®ED) ..

bazi X tedy jsou &ZY) e p.

=2

Definice:

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem a P CC V. MnoZinu
PL={yeV|yLxX VXcP}

nazyvame ortogonalni doplnék podprostoru P ve V.

Véta 53:
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem nad télesem T a P CC V (dim V< o0).
Pak také P+ CC V a plati

(a) V=PoP+,

(b) (P4)" =P.

Dikaz:

Abychom dokézali, ze P+ CC V, staéi dokézat uzavienost vici operacim.
Necht tedy X,y c P =X 1Z a y.1lZ ViecP=

= (X,Z)=0a (y,Z2) =0 VZeP= (X+¥,Z2)=0 VZeP=
=>X+y1lZ VZEP=X+yecPl

Nechf X cPraacT=%X17Z VZcP=(X,Z) =0 VZcP=

= (ax,2) =0 VZiEP=aX 1 Z VZ€P = axcPt

(a) Nejprve dokézeme, ze V=P+P~.
Pro P = {6} je to ziejmé, nebot v tom pifpadé je P+ = V.

Jelli P = [g1) %) g(#)], s ortonormalni bazi (X1, 3 ... %*)) je kazdy vektor v € V
k . .
roven souctu v = X + ¥, kde ¥ = 3. (v,%x7))x00)
j=1
k ) .
ay=v— Y (V,XU)x0), Vektor X lezi ziejmé v P.
j=1
Snadno se presvédéime, ze pro i € k plati (¥,X(") = 0. Kazdy vektor Z € P je linedrni
kombinaci souboru (XM, %? ... %(*)) a tedy i pro néj plati

(y,Z) = 0. Vektor ¥ tedy lezi v P+.

Abychom dokézali, ze V=P@®P*, zbyva dokizat P N P+ = {G}. Necht tedy ¥ € P N P+.
Nebot ® € PL, musi byt jeho sou¢in s kazdym vektorem z P roven nule, a tedy specidlné
musi byt (X,X) = 0. Z toho plyne X = o.

(b) Jednoduchym diisledkem definice je inkluze (P+)* > P, nebof vektory z P jsou kolmé
na viechny vektory z P+,

Dokazeme jesté inkluzi (P1)+ c P.

Necht % € (PL)L. Nebot také X € V, je podle (a) X =a+ b, kde & € P
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abePL

Plati (X,b) = (&,b) + (b, b). Plati (%,b) = 0, nebof X € (P1)L a b € P~. Plati (d,b) =0,
nebot a €ePabe Pi.

Jetedy (b,b)=0=b=0=x=a=xcP.

Disledek:
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem nad télesem T a P CC V (dim V< o).
Kazdy vektor X € V lze psat jednozna¢né ve tvaru
X = ip + iPL,
kde Xp € P a iPL S PL.
Vektor Xp se nazyva ortogondlni pramét X do podprostoru P.

Konstrukce (ortogonalntho prumétu):

7 ditkazu véty 53 je ziejmé, Ze je-li ddna ortonormélni baze (X, %), ... (%) podprostoru
P, plati
k o k

p= > (XXX axp, =% — Y (%, x0)x0),

j=1 J=1
Definice:
Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem nad télesem T,
x = XD x? . gK) je ortonormalni soubor ve V a X € V. Potom ¢islo (X, (")) se nazyvé
i-ty Fourieruv koeficient vektoru X vzhledem k souboru (1), (), ... g,

Poznamka:
7 predchazejici konstrukce je ziejmé, ze Fourierovy koeficienty jsou soufadnice ortogonalniho
prumétu vektoru X do podprostoru P v ortonormélni bazi tohoto podprostoru.
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Vlastni c¢isla a vlastni vektory matic

Poznamenejme nejprve, ze pokud nefekneme jinak, jsou matice v této kapitole komplexni a
vektory jsou vektory z prostoru C". Déale poznamenejme, Ze
v této kapitole pod pojmem ,skalarni souc¢in“ minime vzdy standardni skalarni soucin.

Definice:

Nechf A je ¢tvercovd matice fadu n. Cislo A € C nazveme vlastnim &islem matice A,
jestlize existuje vektor X € C", X # 0 tak, ze AX = AX. Kazdy takovy vektor X nazveme
vlastni vektor matice A pfislusny k vlastnimu ¢éislu A.

Mnozinu vsech vlastnich ¢isel matice A znacime o(A) a nazyvame spektrum matice A.

Véta a definice 54:

Necht A je ¢tvercova matice fadu n a A jeji vlastni &fslo. MnoZina vSech vlastnich vektort
prislusnych vlastnimu ¢islu A tvoii (po pfidani nulového vektoru) podprostor v C". Dimenzi
tohoto podprostoru znacime v4(\) a nazyvame geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla .

Poznamka:
Geometrickd nésobnost vlastniho ¢isla je tedy rovna poc¢tu linedrné nezavislych vlastnich
vektorl, které k nému piisluseji.

Dikaz:(toho, ze jde o podprostor)

Necht X a ¥ jsou vlastni vektory pifslusné \. =

= AX =M aAy =)y = AX+Y) =AX+ Ay = X+ )y = A\X+Y¥).
Tedy i X + ¥ je vlastni vektor piislusny A.

Stejné, je-li a € C, plati A(axX) = aAX = aAX = A(aX).

Kazdy vlastni vektor X piislusny A spliuje

AX = X <— (A - \DX =0,
tj. je netrividlnim feSenim homogenni soustavy s matici (A — AI). Ve Frobeniové vété se 1ika,
ze dim Sy = n — h, a tedy netrivialni feSeni této homogenni soustavy existuje, pravé kdyz
n > h, a tedy (podle véty 42) pravé kdyz

det (A — A\I) =0. (%)
Tedy kazdé vlastni ¢islo matice A je kofenem této rovnice.
Naopak, je-li A kofenem (%), je matice A-AI singuldrni, tj. h < n, a tedy existuje nenulovy
vektor X tak, ze (A — AI)X = 0O, tj. existuje vlastni vektor ptislusny A.

Véta a definice 55:
Cislo A € C je vlastnim éislem ¢tvercové matice A, pravé kdyz je kofenem rovnice
det (A — A\I) =0.
Tato rovnice se nazyva charakteristicka rovnice matice A a jeji leva strana se nazyva
charakteristicky polynom matice A. Znacime ho pa ().

Poznamka:
ail — A a2 .. a1n
asy agy — Ao aon . o . ,
pa (M) =det (A=) = . je skuteéné polynom stupné n, nebot
anl An2 ceo Opp — A

kazdy ¢len determinantu je polynom v A.
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Ze vsech ¢lent ma nejvyssi stupen soucin
(a11 — A)(az2 = A) -+ (ann — A)

a pa(A) mé tedy tvar

pA(N) = (=D)"A" + 0 A" b by A+ by
Snadno zjistime hodnotu absolutniho ¢lenu b,,. Pro kazdé \ € C plati

det (A — ML) = (=1)" A" + by A" L+ . 4 b1 X + by,

a tedy specialné pii volbé A = 0 dostaneme b,, =det A.
Polynom pa (A) je polynom n-tého stupné, a ma tedy (poc¢itano s ndsobnosti) n komplexnich

kofenu A1, Ag, ..., A,. Jak vime z pfipravného kurzu, lze ho psat ve tvaru
pAN) = (=1)"A = A)A=X2) - (A=) = (A1 = A) (A2 — A) - - (A, — A), nebot koeficient
u A" je (—=1)".

Z toho plyne pa(0) = AjAa---A\,. Protoze také plati pa(0) =det A, dostali jsme dulezity
vztah
det A = )\1)\2 s )\n-

Poznamka:
ail a2 ... Qin
. ., , , . . 0 a2 ... Qo2pn
Je-li A trojihelnikova matice, napt. A= | . ,
0 0 ... Qpn
n
jedet (A—AI) = [] (ai;—A), a tudiz jsou jejimi vlastnimi ¢isly diagonélni prvky aii, ass, . .., ann.

i=1
Stejné tvrzeni plati specidlné pro diagonalni matice.
Definice:
Nechf A je étvercova matice a \ jeji vlastni &fslo. Algebraickou nésobnosti vlastniho é&isla
A nazveme jeho ndsobnost jakozto kotene charakteristického polynomu pa (). Algebraickou
nasobnost vlastniho ¢isla A znacime v, ().

Poznamka:
Algebraicka nasobnost kofene polynomu byla definovdna v pfipravném kurzu.

Véta 56:
Necht A je &étvercova matice fadu n a A\ jeji vlastni éfslo. Pak

Vg()\()) S Va()\o).

Dikaz:
Oznacéme vy(\o) = k. = Existuje k linedrné nezavislych vlastnich vektorti 1), () ... ()
pifslusnych k Ag. Doplnime tento k-clenny soubor na bazi (x(1),... xk) g+ ()

prostoru C".
Ozna¢me X matici, kterd ma za své sloupecky vektory této béze, coz muzeme symbolicky

sapsat X— (>z<1>, 20 ,§<n>>.

Matice X je reguldrni, proto existuje matice X! a plati X !X =1.
Posledni vztah lze symbolicky zapsat

X1 (5('(1),5(’(2), e ,)‘(’(”)>:(é’(1),é'(2), ...,8M) ). Z toho je zFejmé, ze pro i € n plati

X-1x@) = gl®) (%).
(Staci si uvédomit, Zze nésobit matici zleva matici, kterou ozna¢ime napt. P, je totéz jako
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nésobit jednotlivé sloupce této matice matici P.)
V podobném symbolickém zapisu plati

AX= (Ai(l), L A>z<k>,y) _ ()\oi(l), . Aoi(k),Y>,

kde jSIne Oznaéili Y = <Ai(k+1), ey Ai(n) (Y je matice o n rfadcich a n — k sloupcich).

Z tohoto vztahu a z () plyne

X TAX = (on—%z(l),...,on—li%),x—lY) = ()\06(1),...,Aoé(k),X—lY).

Rozepiseme-li matici X 1AX po prvcich, je tedy tvaru

)\0 0 0 C1,k+1 ... Cin
0 )\0 0 C2.k+1 ... Con
X TAX = 0 0 Ao Ck,k+1 .. Ckn (**).
0 0 0 Ckt1k+1 -+ Chktinm
0 0 0 Cogtt - Com

Plati
det (A — AI)=det [X(X'AX — AI)X!]=det X -det(X TAX — \I)-det X '=
=det(X1AX — AI).

V poslednim kroku jsme vyuzili vztahu det X-det X! =det I=1.

Charakteristicky polynom pa (\) je tedy roven determinantu matice, kterou dostaneme, kdyz
v matici v (%*) odecteme od prvku na diagondlnich mistech A. Pouzijeme-li na vypocet tohoto
determinantu postupné vétu o rozvoji podle 1., 2. az k-tého sloupce, zjistime, ze plati

pa(X) = (A — Xg)F-det (C — \I),
kde jsme oznagili

Ck+1,k+1 -+- Cktln
C: . .

Cn,k+1 --+ Cpn

Cislo g je tedy alespon k-ndsobnym kofenem pa (A, tj. plati k& < v4(Ao).

Véta 57:
Nechf A je ¢étvercové matice fadu n a A, Ag,..., A\, jsou jeji vzdjemné ruznd vlastni &fsla.
Necht proi € k je ) vlastni vektor piislusny k vlastnimu &fslu A;. Potom (¥, %) %))

je linedrné nezavisly soubor.

Dikaz:
Pro k =1 je tvrzeni jasné.
Necht k > 2. Dikaz provedeme sporem. Necht soubor ()_c'(l),)_c'(2), e ,i(k)) je linedrné zavisly.

. -1 )
Podle véty 4 existuje index [ € k takovy, ze XV = 3 q;x(®)
i=1

a soubor (X1, %2 .. 0= je linedrné nezavisly. Z piedpokladii véty plyne, ze nemize
platit ay = ag =--- =1 = 0.
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-1 )
Plati jednak Ax(Y) Z a; Ax( =Y a;\x® a na druhé strané
i=1 i=1

AXD = \xD = z a X,
=1

Plati proto Z a;(N— )X %) = &. Linearn{ kombinace na levé strané je netrividlni, nebot \; #
Aiproi €l — 1. Méme tedy spor, nebot soubor (X1, %) . %(=1) je linedrné nezavisly.

Dausledek:
V C" existuje baze slozend pouze z vlastnich vektoru matice A, pravé kdyz pro vSechna
vlastni ¢isla A matice A plati vq(A) = v4(N).

Dukaz:
Necht A1, Az, ..., Ak jsou vSechna vzdjemné ruznd vlastni ¢isla matice A. Oznacme n; = v4(\;).
Ompcme, oy . -

X; 7, X5, ..., Xp, linedrné nezavislé vlastni vektory piislusné k Ay,

>_<’§2),>_<’g2), e ,5('5122) linedrné nezavislé vlastni vektory piislusné k Ag, (%)

el

igk),fégk) )‘(’%k) linedrné nezavislé vlastni vektory piislusné k \.

Dokazeme, ze vSechny tyto vektory tvoii dohromady linedrné nezavisly soubor.
Jejich linedarni kombinace ma totiz tvar
Za _’(1+Za () —1—2041 Z = 8. Pro | € k plati, zeZaZ(l ()jebud’

=1 =1
vlastnl vektor piislusny vlastnimu Clslu A7, nebo je to vektor nulovy. Vlastm vektor to ovSem

byt nemuze, protoze bychom se dostali do sporu s vétou 57.

ny
Proto je Y ai(l)ig) = & pro | € k. Protoze vektory xg ),xgl), e ,Sc'%ll) jsou linearné nezavislé,

je al(l) = ag(l) =...= anl(l) =0prol e k.
Vektory vyjmenované ve (%) jsou tedy linedrné nezdvislé, a pritom kterykoliv jiny vlastni
vektor je uz jejich linearni kombinaci.
Bazi C” tvoii pravé tehdy, kdyz jejich celkovy pocet je n, tj. kdyz
ny+ng+---+ng=n.

Protoze plati n = v4(A1) + va(X2) + - - - + vo(Ag), je to praveé tehdy, kdyz

(a(A1) =) + (va(A2) = n2) + -+ + (va(Ar) — i) = 0.
Podle véty 56 jsou vyrazy v kulatych zavorkach nezdpornd ¢isla, a proto rovnost nastane,
praveé kdyz v, (A;) = n; prol € k.

Definice:

Nechf A a B jsou dvé étvercové matice stejného fddu n. Rikdme, 7e matice A je podobna
matici B, existuje-li reguldrni matice X tak, ze A = X" 'BX.

(Rikdme, ze A vznikla z B podobnostni transformaci).

Poznamka:

Snadno si rozmyslime, ze plati:

(1) Je-li matice A podobnd matici B, je také matice B podobna matici A.

(Nebot z A = X"'BX = B=XAX"! = (X"1)~1AX"1)

(2) Je-li matice A podobna matici B a matice B podobna matici C, je matice A podobna
matici C.
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(Nebot z A =X"'BX a B=Y !CY = A = X 'Y~ ICYX = (YX)"'C(YX).)

Véta 58:
Nechf A a B jsou dvé étvercové matice vzajemné podobné. Pak maji stejné charakteristické

polynomy, tj. pa(A) = p(N).

Dukaz:

Nechf A = X~ !'BX. Pak

pa(A) =det (A — AXI)= det (X !BX — AX"1X)= det X }(B — A)X]=
=det X~ !.det (B — AI)-det X= det (B — AXI)=pg ().

Poznamka:

7 pravé dokazané véty plyne, zZe podobné matice maji stejna vlastni ¢isla

a algebraické ndsobnosti u jednotlivych vlastnich ¢isel se rovnaji.

Uveédomime-li si, ze za predpokladu A = X'BX plati ekvivalence

AX = \X & B(XX) = A\(XX), zjistime, ze se rovnaji také geometrické ndsobnosti.

Vznika otazka jaky je nejjednodussi tvar, do kterého lze matici podobnostnimi transformacemi
prevést. Pokusime se alespon naznacit odpovéd. Nejradéji bychom byli, kdyby $lo kazdou
matici takto pfevést na matici diagonalni. To ovSem obecné neni pravda.

Definice:

Nechf A je ¢tvercova matice Fadu n. Rikdme, ze A je diagonalizovatelna, jestlize je podobna
diagonalni matici, tj. kdyz existuje reguldrni matice X rfadu n a ¢isla A1, Ao, ..., A\, tak, ze

A1
A
XTAX = 2.
An
Véta 59:

Necht A je ¢tvercovd matice fddu n. Pak A je diagonalizovatelnd, praveé kdyz existuje baze
C" slozend z vlastnich vektort matice A.

Dikaz:

a) Necht (1), %), . %) je bize C", pFicemz X(*) je vlastni vektor matice A pifslusny
vlastnimu éslu pro A; pro i € #, tj. AX® = XX, Oznaéme X matici, kterd ma za své
sloupecky vektory X9, tj.

X— <§(1)7§(2)7 o ,,z(m)

Matice X je reguldrni, a tedy existuje inverzni matice X 1. Zfejmé plati

AX— (Ai(l), AR A>z<n>> _ <)\15<’(1), Ax?, ,/\nfé(”)) _

A
=X 1A2..
e
A1

A2

b) Necht naopak existuje matice a regularni matice X tak, ze plati
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)\1 )\1

X 1AX = AZ., — AX =X AQ.,
o A
Oznaéfme-li sloupce matice X postupné W, %@ .. (™) ],
X= (}_{(1),5{(2), ..., X" ) mizeme posledni rovnost rozepsat po sloupcich

(Ai(l), AZD Ai'(”)> _ ()\15(’(1), AED )\nﬁ(")> ,

—

a tedy AX(®) = N\, pro i € fi. Matice X je reguldrni, tedy soubor
(M, %2 (M) je linedrné nezavisly, a proto tvoii bazi C".

Poznamka:
Protoze vime, ze baze C" sestavena z vlastnich vektort matice A existuje pravé tehdy, kdyz
pro kazdé vlastni ¢islo A matice A plati
Va(A) = vg(N),
je to i podminka pro to, aby matice A byla diagonalizovatelna.

Zavedeme nyni fadu pojmi spojenych s pojmem matice. Necht A je matice typu m x n,

ail aig ... A1n
A— asl age ... aon
aAml1 Am2 ... Amn

Jiz jsme si zavedli pojem matice transponované. Matici komplexné sdruzenou s matici
A nazveme matici

ail a2 ... Qin
— a1 asy ... G
A= "
Aml Am2 - - - Gmn
Podobné matici hermitovsky sdruzenou(konjugovanou) s matici A nazveme matici
ail asy ... Gm1
—T aig 22 ... Q
A1p A2n - -- Gmn
Poznamky:

1) Misto oznaceni A¥ se nékdy uzivd oznaceni A*.

2) Snadno si rozmyslime (resp. uz vime), ze plati
(A+B)T=AT+B",(AT)T=A,(AB)' =BTAT, (cA)T =aAT,
A+B=A+B, A=A, AB=A -B,acA =aA,

(A+BH =A" + BY (A")" = A/ (AB)® = BHA" (aA)" = aA".

Definice:

Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Potom

a) A je symetrick4, je-li redlnd a A = AT (tj. a;; = aj; pro i,j € i),

b) A je hermitovska, je-li A = A™ (tj. a;; = @j; pro i,j € n),

c) A je ortogondlni, je-li redlnd a AAT =1 (tj. fadky jsou ortonormalni
v R"),

d) A je unitarni, AA™ =1 (tj. fadky jsou ortonormalni v C"),

e) A je normadlni, je-li AA" = A"A.
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Véta 60:

a) I je unitarni, resp. ortogonalni matice.

b) Jsou-li A a B unitarni (resp. ortogonalni) matice stejného fadu, je AB také unitéarni (resp.
ortogonalni) matice.

c) Je-li A unitéarn{ matice, je |det A| = 1 (resp. je-li A ortogondlni, je bud det A = +1, nebo
det A = —1).

d) Je-li A unitdrni (resp. ortogonalni) matice, je A~1 = AH,

Diikaz:

a) Je ziejmé z definice.

b) Plati AA" =1, BB¥ =1— (AB)(AB)" = ABBYA" =1.
c) Ziejmé det A" = det A, a tedy

I=det I=det(AA")= det A-det A = |det A|?.

d) Je zfejmé z definice inverzni matice.

Poznamky:
1) Matice hermitovské (resp. symetrické) a matice unitarni (resp. ortogondlni) jsou normalni.
2) Ze vztahu AA™ = T je ziejmé, ze Fadky unitdrni (resp. ortogondlni) matice tvoii pii

standardnim skaldrnim soucinu ortonormalni soubor v C" (resp.
v R"™). Protoze plati i A" A = I, maji stejnou vlastnost i sloupce unitarni (resp. ortogonalni)
matice.

Jiz vime, Ze ne kazda Ctvercova matice je podobnd diagondlni matici. Z nésledujici véty,
kterou uvedeme bez dukazu, plyne, ze plati alespon to, ze kazda ¢tvercova matice je podobnd
trojuhelnikové matici.

Véta 61:
Necht A je étvercova matice fddu n. Pak existuje unitdrni matice iadu n tak, ze
A=U"RU,

kde R je horni (resp. dolni) trojihelnikova matice.
Poznamka: Uvédomime si, ze plati U = U~!, a tedy jde o podobnostni transformaci.

Pii patrani po dalsich vlastnostech specidlnich typu matic ndm bude uzitetné nésledujici
lemma.

Lemma:
Horni, resp. dolni trojihelnikova matice je normélni, pravé kdyz je diagondlni.

Dikaz:

(<) Ziejme plati, ze kdyz je trojihelnikovd matice diagonélni, je normalni.

(=) Budeme tedy predpoklddat, ze A je napf. horni trojihelnikova matice

a plati AA" = AP A a dokdzeme, Ze jeji mimodiagonaln{ prvky jsou rovny nule. Necht

ai;p ai2 ... Gip ay
agz ... G2qn a2 a2
A= .. , atedy A" = |. )
Ann, Q1p QA2p ... Gpp

Matematickou indukeci dokdzeme, Ze v i-tém fadku matice muze byt nenulovy prvek pouze
na diagondlnim misté (tj. na i-tém miste).
a)i=1
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Porovnanim prvku na misté (1,1) v maticich AA® a A A (tj. prvka v prvnim fadku a prvnim
sloupci matic) dostaneme rovnost

a11@11 + a12G12 + - -+ + Q1010 = G11011 <= Jaral® + - + Jar]* = 0 =

- ajp=a13=---=ai, =0.

b) Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro Bliznich 1 — 1 radku, tj.

Qjj+1 = Qjj+2 = " = Qjp = 0 pI‘Oj e€1— 1.

Porovnanim prvku na misté (i,7) v maticich AA™ a A"A (tj. prvkua v i-tém fadku a i-tém
sloupci matic) dostaneme rovnost

iilii + Qi it 1T + -+ Ginlin = Giiii <= |aii|* + - + |ain]* = 0 <=

= Qi1 = Qiip2 = 0 = Qi = 0.

Véta 62:

Necht A je normalni matice fadu n. Pak existuje unitdrni matice U fddu n tak, Ze
A =U"DU,

kde D je diagonalni matice.

Dukaz:

Podle véty 61 existuje unitarni matice U a trojihelnikovd matice R tak, ze A = UMRU.
Pokud se ndm podaif dokdzat, ze plati RR¥ = RFR, bude podle dokdzaného lemmatu matice
R diagonalni, a véta tedy plati.

Zrejmé je R = UAU" a R® = UAYUY,

Z toho vyplyva (vzhledem k tomu, ze AA™ = AHA)

RRY =UAU"UARU"Y =UAA"U" =UA"AU" =UA"U"UAU"” =RYR.

Dusledek:
Je-li A normélni matice, plati pro kazdé jeji vlastni ¢islo A rovnost

Vg(A) = va(A).

Véta 63:
1) Je-li A hermitovské (symetrickd) matice, jsou vSechna jeji vlastni ¢isla redlnd.
2) Je-li A unitdrni (ortogonaln{) matice a A jeji vlastni ¢islo, je |A| = 1.

Dikaz:
1) A je hermitovska, tudiz normélni, proto podle véty 62 existuje unitarni matice U a matice

A1
D= A2 . tak, ze A = UYDU. Matice A a D jsou tedy podobné, a proto ¢isla
o
A1, A2, ..., Ap jsou vSechna vlastni ¢isla matice A (kazdé tolikrét, kolik je jeho algebraicka
nasobnost). Plati A = UMDU. Z A = A" plyne U"DU = U"DU = D = D, a tedy po

prvcich \; = \; pro i € n.

2) A je unitdrni, tudiz normélni, proto podle véty 62 existuje opét unitarni matice U a dia-
gondlni matice D tak, ze A = U"DU. Plati A® iUHﬁU. Z AA" =1 plyne U"DUU"DU =
UDDU = 1= DD =1, a tedy po prvcich \;\; = 1, tj. |\;| = 1 pro i € f.

Véta 64:
Necht A je hermitovskd matice. Pak vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢islim jsou (pii
standardnim skaldrnim soucinu) ortogondlni.
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Dukaz:
Necht A\ # X2, AX = \X a Ay = \oy. Znasobime-li prvni vztah skaldrné vektorem y a
druhy vektorem X, dostaneme vztahy

(AX,¥) = M(X,¥) a (AY,X) = Ao (¥, X). (*)
V dalgich uvahach pouzijeme toho, ze kazdy vektor z C" lze, kdyz to potifebujeme, pokladat za
matici o jediném sloupci. Pro kazdé dva vektory @ a v z C" plati tedy rovnost (u, V) = v''d
(v tom smyslu, Ze na levé strané je standardni skaldrni soucin, tj. ¢islo, a napravo soucin
matic, tj. matice o jediném prvku). Rikdme tomu maticovy piepis skaldrniho soucinu.
Plati tedy nésledujici rovnosti
(AX,y) = y7AX = 7 APX = (AY)"X = (X, Ay) = (AY,X). Z rovnosti prvniho a posledniho
vyrazu vyplyva (vzhledem k tomu, ze plati (%) a ze vlastni ¢isla A jsou redlnd)

MR ¥) = X2(¥,%X) = 2(X,¥) = (M —A2)(X,¥) = 0, a tedy plati (X,¥) = 0, nebot Ay # Aa.
Pro redlné symetrické matice zavddime dulezity pojem.

Definice:

Necht A je redlnd symetrickd matice fadu n. Zobrazeni F(X), které kazdému vektoru X € R"
pritadi redlné ¢islo F(X) = (AX,X), se nazyva kvadraticka forma a matice A se nazyva
matice této kvadratické formy.

Poznamky:

1) Jesté jednou pripomeneme, ze skaldrni souc¢in uzity v definici je standardni skaldrni soucin.
Oznaéime-li slozky vektoru X pismeny x1,22,...,T,, 1ze kvadratickou formu chépat jako
funkci n proménnych F(z1,zo,...,x,). Plati

F(x1,x9,...,2,)=F(X) = (AX,X) =

(a1171 + @122 + -+ + a1y )21+ a1171% + a1pr1T2 + - + A1, T1 T+
+(a2121 + agexe + - - + agpxy)r2+ | Hagirory + azewe® + - + aspToTn+

T + - e +
+(an1x1 + anata + - - + AppTn) Ty +(an1Tn®1 + an2TnTo + - + QunTn>.

Kvadratickd forma je tedy polynom v n proménnych, jehoz charakteristickym rysem je, ze
kazdy sc¢itanec mé stupen 2.

2) Vsimneme si, ze pro i,j € 1 a i # j je a;jx;x; = ajxjr;. To nAm pomuze pii loze hledat
matici zadané kvadratické formy.

1 -2
Napt. forma ve dvou proménnych F(x1,z2) = x12 — 47129 + 2222 m4 matici <_2 2)’

nebot F(x1,72) = (931 562) <_; _§> (i;)

(Matice kvadratické formy je totiz vzdy symetricka.)

Definice:

a) Symetrickd matice A fadu n se nazyva pozitivné definitni, je-li

(AX,X) > 0 pro kazdy vektor X € R",X # 0.

b) Je-li (AX,X) < 0 pro kazdy vektor X € R" X # G nazyvd se matice A negativné
definitni.

c¢) Symetrickd matice A fadu n se nazyvéd pozitivné (resp. negativné) semidefinitni, je-li
(AX,X) > 0 (resp. (AX,X) < 0) pro kazdy vektor
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X € R", X # & a existuje vektor () # &, ze (A% %) = 0.

d) Kvadratickd forma se nazyvé pozitivné (negativné) definitni (semidefinitni), ma-li
jejl matice tuto vlastnost.

Kvadraticka forma, kterd nemé zadnou z téchto vlastnosti, se nazyva indefinitni.

Je-li matice A hermitovska (tj. obecné komplexni), zavadéji se analogické pojmy.

Definice:
Necht A je hermitovskd matice ifddu n. Zobrazeni F(X), které kazdému vektoru X € C"
pritadi F(X) = (AX,X), se nazyvd hermitovskd (kvadratickd) forma a matice A se

nazyva matice této hermitovské formy.

Poznamky:
1) Pozor ! Asistent Pytlicek ve svém skriptu uziva oznaceni hermitovska forma pro jiny
pojem.
2) Jasné F(X) = f: i TiT;.

ij=1
Definice:
a) Hermitovska matice A Fadu n se nazyva pozitivné (negativné) definitni, je-li (AX, X) >
0 ((AX,X) < 0) pro kazdy vektor X € C",X # o.
b) Hermitovskd matice A fddu n se nazyvé pozitivné (resp. negativné) semidefinitni,
je-li (AX,X) > 0 (resp. (AX,X) < 0) pro kazdy vektor
X € C", X # & a existuje vektor (0 # 5, ze (AX(?), %)) = 0.
¢) Hermitovska forma se nazyva pozitivné (negativné) definitni (semidefinitni), ma-li
jejl matice tuto vlastnost.
d) Hermitovska forma, kterd nema zddnou z téchto vlastnosti, se nazyva indefinitni.

Poznamka:
Uziteéné je uvédomit si, ze matice A je negativné definitni (semidefinitni), pravé kdyz matice
-A je pozitivné definitni (semidefinitni).

V nasledujicich dvou vétach vyslovime dulezita kriteria pro testovani toho, zda matice A je
definitni.

Véta 65:

Necht A je hermitovska (symetrickd) matice. Pak A je pozitivné definitn{ (resp. semidefinitni),
praveé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla kladné (resp. nezdpornd a alespon jedno vlastni ¢islo
rovné nule).

Dukaz:

(=) Necht A je pozitivné definitni. Necht A je jeji vlastni ¢islo a X # 6 odpovidajici viastni
vektor. Plati .

AR =R = (A%, %) = 0%, %) = \Z %) = A= {FF >0

(<) Necht A1, g, ..., A\, jsou vSechna vSechna vlastni ¢isla hermitovské (a tedy normdlni)
matice A. Podle véty 62 existuje unitarni matice U tak, ze

A = U"DU, pricemz
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Necht X # 6. V dalsich tivahdch budeme uzivat maticového piepisu skaldrniho soué¢inu. Plati
(AX, X) = X*AX = xX"U"DUX = (UX)"DUX.

Y1
Oznatme UX = y = ?2 . Protoze U je regularni matice, je ¥y také nenulovy vektor.
Un
Dosadime-li za D a UX jejich prvky, dostaneme
1 Y1 A1y
A%,%) = i) 2 ||| = @] 2] =
Ay, Ay

=My |2+ Aaly2> 4+ + Aalyn|? > 0.

Posledni nerovnost je dusledkem skutecnosti, ze \; > 0 ay; > 0 pro i € i a neplati y; = yo =
ce=y, = 0.

V piipadé diukazu pro semidefinitni matice se pouze viechny ostré nerovnosti zménf na neostré.
Fakt, Ze u semidefinitni matice musi existovat vlastni ¢islo nula, plyne z toho, ze kdyby vSechna
vlastni ¢isla byla kladnd, je matice pozitivné definitni.

Poznamka:
Analogické véta plati pro negativné definitni (resp. semidefinitni) matice.

Véta 66:( Sylvestrovo kriterium )

a1 a1 ...0a1n
a1 a2 ...0a9n

Hermitovska (resp. symetrickd) matice A = je pozitivné definitni, préve

Anpl1 Ap2 - . - Apnp

kdyz a11 > 0, as] Gz

ar a12.>0, .., det A > 0.

Dikaz:
ai] a2 ...a1k
(=) Necht A je pozitivné definitni. UkdZeme, Ze pak pro k € f jsou matice ?21 422 - A2k
dkl ago ...0kk
pozitivné definitni.
Y1

Necht tedy %/2 je nenulovy vektor. Potom

Yk
Y1
a1 a1z - . .ap\ [V ail a2 ... aip \|:
o _ | az21a92...a9; || Y2 _ _ a21 a2 ... aA2n Yk
(y1y2--~yk) : : Z(ylkaO) . 0 >0.
g1 k2 - - - a ) ) .
k1 Ck2 kk Yk anl Gp2 .. Gpn/|:
0

Vime, ze vlastni ¢isla pozitivné definitnich matic jsou kladna a ze determinant kazdé ¢tvercové
matice je roven soucinu vlastnich éisel.

Platf tedy ap; > 0, |11 g;g. >0, ..., detA > 0.
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ail
a21

Gy

Gnl

ail; a2 ...a1g
(<) Ozna¢me Ay = ?21 @222k | piredpoklddejme det Ag > 0 pro k € n. Matematickou
k1 Ak - - - Ak
indukci podle n dokazeme, ze A, je pozitivné definitni. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé. Z
indukéniho predpokladu plyne, ze matice A, _1 je pozitivné definitni.
Al 0
29 0
Ozna¢me d,, = d(g(‘stim a oznaéme Z = vektor, ktery fesi soustavu Ap,Z = |: |.Z
Zn—1 0
Zn dn

Cramerova pravidla plyne z, = 1, a tudiz plati vztahy

Qip = —Qj121 — Q222 — =+ — Qi p—12n—1 proi€n—1,

Qnpp = dn — Anl21 — aAnp222 — " — Apn—-12n—1,

a tedy také (nebot a;; = aj;)

(pi = —Q1;21 — Q272 — -+ — Ap—1,iZn—1 proi€n—1,
Qpp = dp — Q121 — G2pZ2 — -+ - — Ap—1,n2n—1-

1 —z a1l a12

1 —22 as1 a2

Ozna¢me dale R = . : aD=]|:
|
1 n-1,1 An—-12 ---
0

Prezkoumdame, ze plati vztah A,, = RFDR. Skutec¢né

1 ailr a2 .aip-1 O 1
1 a1 a9 . (I27n_1 0 1
1 :
o _ ap—1,1 Gp-12 .- Gp—1pn—1 0O
—Z1—=Z2 - —Zn-11) \0 0 ... 0 dn
a12 oaip-1 0 1 -2 a1 a2
a22 .azp—1 0O 1 —29 a1 a2
1 —z -1 |
1,1 Gp—1,2 -+ Gp—1pn—1 0 1" p-1,1 Ap-12 -
an2 - Apn—1 n Gnl an2
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Necht X je libovolny nenulovy vektor. Ozna¢me y = RX. ProtoZe matice R je reguldrni, je

a1
Y2
také vektor y = |: nenulovy. Oznac¢me jesté
Yn—1
Yn
Y1
(n— Y2
Yn—

Plati vztahy
(A%, X) =xX"A,X = X"R'DRX = y"'Dy =

aiy a2 ...a1p-1 O Y1
a1 azp  ...a2p,-1 O Y2
= (?]12]2 e gn—lgn) =
Gn—-1,1 An—-12 ... Qpn—-1n—1 0 Yn—1
0 0 .0 dn) \yn
al a2 ces Qlp—1 1
_ _ azi as2 <. A2n—1 Y2 _
::(y1y2-~'yn—1) . : +'yndnyn::
ap—1,1 Qp—-12 --- Gpn—1,n—1 yn—l)

= (An—ly(n_l)yy(n_l)) + dn’ynP > 0.

Oba posledni s¢itance jsou nezdporné, protoze matice A,_; je z indukéniho piedpokladu
pozitivné definitni a ¢islo d,, je kladné. Ostra nerovnost vyplyva z toho, ze kdyz je ¥ nenulovy
vektor, je yn # 0 nebo ¥~ £ &,

Poznamky:
10 0
1) Analogickd véta pro pozitivné semidefinitni matice neplati, napt. matice A= ({00 0
00 -1

ma pozadované subdeterminanty nezaporné, ale pozitivné semidefinitni neni.
2) Snadno si rozmyslime, ze je-li A pozitivné definitni matice fadu n, je zobrazeni C" x C"
do C, které vektorum X a y piifadi ¢islo (AX,y), skaldrni soucin.
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Linearni geometrie.

V této kapitole se budeme vyhradné pohybovat v prostoru R" se standardnim skaldrnim
souc¢inem, tj. v eukleidovském prostoru. Prvky R"™ budeme nazyvat body, pokud je
chapeme jako geometrické objekty, nebo vektory, pokud je chapeme jako prvky vektorového
prostoru R".

V podstaté budeme v této kapitole pouze zobecnovat v R" pojmy a poznatky, které jsou nam
znamé ze stiedni skoly.

Definice:

Necht %X,¥ € R". Spojnici bodl X,y nazveme mnoZinu

{X+AY—-X) | A eR}={(1-N)X+ )Xy | N\eR} =

={aX+8y | acR,BER,a+3=1}.

Mnozinu {axX+ 0y | a € R, € R,a+ (3 =1, > 0,5 > 0} nazveme tseckou spojujici
body X,¥y.

Snadno si rozmyslime, Ze v pifpadé prostoru R? je spojnice totozné s pifmkou prochazejici
body X,y a pojem tusecka je totozny s pojmem zavedenym na stiedni §kole. Pojmy zobecnime
nasledujici definici.

Definice:
Necht x1), %@ . xk) jsou body z R". Aﬁnnl’m obalem téchto bodu nazveme mnozinu
W, %@ xR, —{Zax | oy eR,i €k, Zal—l}
Konvexnim obalem techto boda nazveme mnozmu
[)_('(1),)2(2), o R }N = {‘ZIOZP_(’(Z | c; € Ry > 0,1 € k, iai =1}
i= =
Poznamka:

k . k
Kombinace Y. ;X pii splnéni podminky > o; = 1 se nékdy nazyvé afinni kombinace
i=1 i=1

k
souboru (}_c'(l), @ ,i(k)) a podobné tatdz kombinace pii splnéni podminky > a; = 1, ; >
i=1
0,7 € k se nazyva konvexni kombinace.

Definice:

Mnozinu WC R nazveme linearni varietou v R", jestlize

(1) W 0,

(2) a plati-li implikace: X € W,y € W = spojnice X, y lez{ ve W.

Definice:
Mnozinu KC R" nazveme konvexni mnozinou v R", jestlize

(1) K #0,

(2) a plati-li implikace: X € K,y € K = 1secka spojujici X a ¥ lezi v K.

Piiklady v R3:

1) Linedrn{ variety jsou: bod, pifmka, rovina, cely prostor R3.

2) Konvexni mnoziny jsou bod, tisecka, trojihelnik, ¢tverec, kruh, krychle, koule, ale ne napf-.
nasledujici mnozina.
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Véta 67:
Necht x1), %@ ... %k ¢ R". Pak:
(1) (a) W= [g1) %@ . g(#)], je linedrni varieta,
b) XD € W pro i € k.
)
)

a) K= [i(l),i(2), .. ,i(k)]n je konvexni{ mnozina,

Dikaz: . )
(la) Necht R e W =% = Y ;XxV, > o = 1,
i=1 i=1

k ok
yEW=y=3 x> gi=1
=1 i=1

(2

k )
Necht a + 8 = 1. Potom aX 4 8y = 3 (aq; + 36;)%.
i=1
k k k
Plati > (aa; + BB3:) =a Y a; + > Bi = 1. Proto aX + fy € W.
i=1 i=1 i=1

(1b) O = 0% 4+ 0%®) ... + 180 4 0%+ 4 ... 4 0x*),

Ditkaz tvrzeni (2a) a (2b) je analogicky, jen je tfeba sledovat, ze a >0, 3> 0 a pro i € k je

Poznamky:

1) Je ziejmé, ze [XM, %3 .. %)), je nejmensi linedrni varieta, kterd obsahuje vektory
W %@ RXE) v tom smyslu, Ze kazd4 varieta, kterd tyto vektory obsahuje, ji m4 za svou
podmnozinu.

Obdobné poznamka plati pro (1), %) ... %(*)], a konvexni mnoziny.

2) Vsimneme si, ze afinni obal vektoru 1 @) %B) v R? je v obecném piipadé rovina a
konvexni obal trojihelnik s vrcholy x(V), %(2), x(3),

Véta 68:
Nechf P cC R"™ a a € R". Pak mnozina a + P je linearn{ varieta.

Dikaz:

Mnozina & + P je jisté neprazdnd, protoze obsahuje bod a. Necht X € &+ P, ¥ € 4+ P. Pak
X=a+xW §=a4+ 3§D, kde M,y ¢ P.

Nechf a4 3 =1= ax + 8y = a(ad+ %) + g@@+y) =

= (a+B)a+ ax®) + 5 = 534+ ax) 4+ gy c 3+ P,

nebot ax(t) 4+ gy ¢ P.

Priiklad:
Mnozina TeSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic o n neznamych
s redlnou matici je linedrn{ varieta (nebot je tvaru x 4+ Sp.)

Véta 69:
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Necht W je linearn{ varieta v R™. Pak existuje pravé jeden podprostor Z(W) cC R" tak,
ze pro libovolny bod a € W plati W = a + Z(W).

Dikaz:

Necht a € W.

(a) Najdeme podprostor Z(W) tak, ze W = a + Z(W). Plati

W =0+ W =a+ (—a) + W. Staci dokazat, ze mnozina Z(W) = (—a) + W je podprostor
v R™.

Nechf % € (—8)+W, ¥ € (—8)+W.Pak X = (—a)+x1), § = (=) + 31, kde xV () ¢ W,
Pak X +y = (—a) + [(—1)a + 2(2X( ) + %}7( M) € (—&) + W nebot (%5{' + 3¥W) je bod z
W, a tudiz také [(—1)& + 2(3X xM) +3 ¥ je bod z W.

Nechf % € (&) + W, tj. X = (&) + ®1), kde X() € W, a a € R. Potom
aX = —ad 4+ ox) = (=&) + [(1 — a)d + axV] € (&) + W, nebot
(1 —a)d+ axM)] je bod z W.

(b) Dokazeme, ze podprostor Z(W) = (—a) + W je jediny podprostor R™
s vlastnosti, ze W = a + Z(W).

Necht podprostor P CcC R", P # Z(W), mé také vlastnost W = a + P.
Plati Z(W) = (-a)+ W =(-a)+ (a+P)=(—-a+a)+P=06+P=P
a to je spor.

(c) Dokdzeme, Ze pro kterykoliv bod beWjeW =b+ Z(W).
Jasné plati b — a € (—&) + W = Z(W). Plati tedy
b+Z(W)=a+(b—-a)+Z(W)=a+Z(W)=W.

Definice:

Podprostor Z(W) CcC R" z véty 69 se nazyva zaméfeni linearni variety W. Jeho dimenze
se nazyva dimenze W.

Varieta dimenze 0 se nazyva bod.

Varieta dimenze 1 se nazyvé pfimka.

Varieta dimenze 2 se nazyva rovina.

Varieta dimenze n — 1 se nazyva nadrovina.

Kazdy nenulovy vektor ze Z(W) se nazyva smérovy vektor variety W.

Kazdy nenulovy vektor ze Z(W)+ se nazyva normalovy vektor variety W.

Popis linearni variety WC R™:

Necht dim W=k. Jedna moznost jak varietu popsat, je psat ji ve tvaru

W = a+ Z(W). Uvedeme dalsi moznosti.

(a) Nechf & € W a (a),a?), ... d¥) je bdze Z(W), tj. Z(W) = [a), a3 ... aK)],.
k ) A

ReW <— x=a+ > 89, kdet;cRproick.

i=1
Posledni rovnici fikdme smérova rovnice variety.

(@)
o o )
. - Z2 — a2 =(i) %) . 2 . . ..
Pokud ozna¢ime X = | | ,a=| “| aad¥ =] 4 pro ¢ € k, muzeme smérovou rovnici
T a (i
n n agl )

rozepsat po slozkach a ziskdme tzv. parametrické rovnice variety W
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k)
r1 =a1+ Y tiay
ifl
()
- t o
2 a2+i§1 W eRproick.

Tp = Qp + Zta(l)
i=1

(b) Necht (w(l), w(? (n=k)) je béze Z(W)L. Proi ¢ n — k oznaéme ¢; = (w0, &).
Potom X = ) EW—=Xcd+ZW)<=xX-adc Z(W) = (w8 —&) =0 pro
ZEn—k:»v_\} —CZpI‘OZGTL/—\k
(@)
e _
Pokud oznac¢ime w() = 2 | proi € n — k, mizeme posledn{ rovnice rozepsat po slozkach
wl?

a dostaneme

wil):cl + w% T2 +-o-+ wr(Ll)xn =
wy'r1 + wy T2 +---+ w7(12)1‘n =C2

(n—k) (n—k)

wy T1+wWs (n=h)

To+ -+ Wnp Tn=Cp—k
Témto rovnicim fikdme normalové (neparametrické) rovnice variety.

(c) Nechf W = [ g M), Vime, ze W je linedrn{ varieta. Dokazeme, ze jeji
zaméreni je Z(W) = [®(D) — X(O) %2 —xO gk _ O],

Z dukazu véty 69 vime, ze Z(W ) (—x0)) 4 W.

Je tedy &) —x(0) @) _x©)  xF) _x0)], c Z(W).

Dokéazeme opaé¢nou inkluzi.

Nechf X € (X)) 4+ W = X =v—-%X0 kde v e W = v = aqox(®) + i ;X0 pricemsz

ag+ D a; =1
=1
Je tedy ® = 7 — RO = apR® + 3° ;%D — (ap + 32 @)RO = 3 a; (RO — RO,
=1 =1 =1
Definice:

Necht W1, Wy jsou linedrni variety v R”, W, # Ws. Rikdme, ze W1, W jsou:
(a) rovnobézné <= Z(W;) C Z(W3) nebo Z(W32) C Z(Wy),

(b) mimobézné <> nejsou rovnobézné a W1 N Wy = (),

(¢) raznobézné < nejsou rovnobézné a Wi N Wy # ().

Véta 70:

Prinik linedrnich variet v R™ je bud’ prazdnd mnoZina, nebo linedrni varieta.

Dikaz:
Dukaz staci provést pouze pro dvé variety W1, Wa.
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Necht W1 N'Wy # ), oznaéme W = W1 N Wy,
Pro X,y € W ukédzeme, Ze také spojnice X a y lezi ve W.
Nebot X,¥ € W1 = spojnice je ve Wy

3 .. . > i 3 W
nebot X,y € Wa = spojnice je ve Wy spojuice je ve

Vzdalenost linearnich variet.
(a) Pojem vzdalenosti mnozin v R".

Definice:

Nechf My, My € R". Cislo inf {||X — ¥|| | ¥ € M;,¥ € My} nazgvame vzdalenost mnozin
M;, M; a zna¢ime ho p(M;, My).

Vzdalenost bodu & od mnoziny M znac¢ime p(a, M) (misto p({a}, M) ).

Poznamka:
Z definice plyne, ze vzdalenosti bodu X, ¥ nazyvame ¢islo p(X,¥) = ||X — ¥||.

(b) Vzdélenost bodu od podprostoru.

Poznamka:

Snadno si rozmyslime, 7ze kazdy podprostor P v R™ je varieta (nebof ho lze psit ve tvaru
0 + P)) a ze varieta je podprostor, pravé kdyz obsahuje 6, tj. kdyz ,,prochdzi poc¢atkem “.
Takovou varietu W lze totiz podle véty 69 psét ve tvaru 6 + Z(W).

Véta 71:
Nechf P cc R™, & € R™. Nechf & = 40 +3(?) kde a1 € P,a(® € PL. Pak p(a, P) = |a?)|.

Dikaz:
Necht % je libovolny bod z P. Potom ||a — %> = ||a1) +a(?) — ¥||? =

(nebot (5(1) -X)eP
Ve

a a2 L
= (@0 — %) +a®, @D ) +a®) " =" &0 - 22+ a2 > a2
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Pro ¥ z P je tedy ||a — %| > ||a®)]]. Jelikoz pii volbe % = &) je
|18 = x| = [I&®)], je p(&,P) = inf |l&— %[ = [|&a®)]].
xeP

Poznamka:

7 nasledujiciho obrazku je zfejmé, ze vzorec pro vypocet vzdalenosti bodu od podprostoru je
v pifpadé R? v souhlase s definici vzdélenosti bodu s privodiéem & od pifmky P prochéazejici
pocatkem.

5(2) P

o

a(1)

(c) Vzdalenost dvou variet.

Véta 72:

Necht W1, Wy jsou dvé variety v R", W; = a(l) + Z(W)),

W, = a® + Z(W,). Potom p(W1, W) = p(all) — &2, Z(W1) + Z(W5)).
Diikaz:

(W1, Wy) =inf { X — 7| | X € W1,5 € Wa) =

—inf {||a1) + %V — &® — x| | U € Z(W1),X® € Z(W)} =

—inf {||a1) —&® + B|| | B € Z(W1) + Z(W,)} =

= p(a1) — @@, Z(W1) + Z(W>)).
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