Krystalografie, transla¢ni vektory, elementarni burka
Uloha 1:

Najdéte primitivni buiiku k elementarni buiice Bravaisovy kubické, plo§né centrované krystalové miizce (fcc),
zjistéte jeji objem, pocet atomt nalezejicich k obéma buiikkam a ukazte, Ze pocet atomi na jednotku objemu
je v obou bunkach stejny.

Presvédcte se (algebraickym vypocétem), ze nalezend primitivni buiika je romboedr a naleznéte thly mezi
generujicimi vektory.

ReSeni:

Elementarni vektory krychlové, plosné centrované burniky ozna¢ime a, b a c, velikosti jsou ovSem stejné,
a=b=c. Abychom nalezli elementarni vektory primitivni bunky, musime nalézt tfi linearné nezavislé
vektory u, v, w spojujici nejbliz8i sousedni atomy. Takové tfi dvojice ziejmé tvoii s atomem ve vrcholu
krychlové buiiky dalsi tfi atomy uprostied priléhajicich stén. V bazi A={a, b, c} jsou to vektory se

soufadnicemi

Trojice vektort U, v, W jednozna¢né definuje rovnobéznostén, jehoz objem je roven
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Pfipomenime, Ze vyraz v absolutni hodnot¢ se nazyva smiseny soucin, ktery je invariantni vzhledem k cyklické
zaméné vektori a je antisymetricky vzhledem k zaméné libovolné dvojice vektort. Geometricky jde
0 orientovany objem rovnobéznosténu. Vycislit jej 1ze pomoci znamého determinantu, jehoz tadky tvofi
soutadnice tii vektori ze smiseného soucinu, ovSem to by platilo u soufadnic v ortonormalni bazi. My mame
sice ortogonalni bazi ale nikoliv ortonormalni, na$ vypocet se od vypoctu v ortonormalni bazi vsak bude lisit
pouze jednotkou, kterou zde piedstavuje objem Vanc = a® a mame
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Na objem Vanc pfipadaji 4 atomy, 8 atomut spociva ve vrcholech mtizky, z nichz kazdy se zapo¢itava jednou
osminou, nebot’ je sdileny osmi dotykajicimi se bunikami v kazdém z vrcholi a pak 6 atomt ve stfedech stén,
u nichz se vSak opét z dlivodu sdileni kazdy zapoc€itava z jedné poloviny.

Na objem Vuw pfipada jediny atom (8 atoml pouze ve vrcholech, kazdy zapocitany z jedné osminy) a
vzhledem Kk tomu, Zze objem Vuw nam vySel 4x mensi neZ objem Vanc, je pocet atomi na jednotku objemu
V obou piipadech stejny.

Velikosti vektord U, V a W jSOU stejné a jsou rovny a/~/2, nebot jejich koncové body lezi v poloviné
uhlopficek stén, coz Ize také ovérit vypoctem ze souradnic. Uhly mezi vektory vyjadiime pomoci skalarniho
soudinu:




Podobné¢ vyjdou i zbylé uhly o a f a mame o = = y = n/3. Jelikoz romboedr je definovan jako rovnobéznostén,
jehoz vSechny hrany jsou stejné dlouhé a thly mezi generujicimi vektory jsou stejné, jedna se o romboedr
s uhly mezi generujicimi vektory m/3.

Ukazme zde také vypocet objemu primitivni bunky bez pouziti smiSeného soucinu, jen z velikosti vektori
—u=av2/2. Objem

rovnobéznosténu je plocha zékladny ndsobena vyskou. Zakladna je kosocCtverec o stranach u a vrcholovych
uhld ©/3 a 2rn/3. Obsah jeho plochy bude opét zékladna krat vyska, jen o jednu dimenzi niZe, pocitdno
Vv roving€. Zakladna je u, vysku spocitame jako tfeti stranu pravouhlého trojuhelnika o stranach ua u/2, coz

je z Pythagorovy véty v, = u4/12 —(1/ 2)2 —u+/3/2 a plocha zikladny je S=v,z, =u?<3/2=a\/3/4.
K urceni vysky rovnobéznosténu bez skalarniho a vektorového soucinu je potieba jista invence. Tteti vektor
romboedru totiZ svird jak s prvnim, tak s druhym vektorem stejny tthel ©/3 ale my bychom potiebovali znat
uhel, jaky svird srovinou popiipadé s normalou
k rovin¢ zakladny, coz je jeho dopln¢k do m/2.
Avsak snadno zjistime, ze kazda
Z kosoctverecnych stén romboedru je déna
spojenim dvou rovnostrannych trojuhelnikt a treti
strana transla¢niho vektoru tak tvofi jednu z hran
Ctyfsténu (viz obrdzek vlevo). Vyska tedy bude
totoznd s vySkou tohoto Ctyfsténu a neni nutno ji
pocitat za pomoci goniometrickych funkei z uhla
ale z Pythagorovy véty. Pfi¢emz délku spodni
odvésny trojuhelnika vyznaceného na obrazku
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generujicich hledany romboedr a vziajemnych uhld. Velikost vektoru je |u

Vv

podstavy. Vysku tedy dostaneme jako V, =1/u2—(2vll3)2 =u,’1—<1/\/§)2 =u\2/3=2a/+/3. Objem

romboedru dostaneme jako zakladnu krat vysku, tedy V =Sv, =a’/3/4-2a/\3=a’/4, co je v souladu
S pfedchozim vysledkem.



Krystalografické roviny

Uloha 1:

Ukazte, ze vzdalenost sousednich rovin danych Millerovymi indexy (hKl) je pro kubickou m#izku s miizkovou
konstantou a dana vztahem
a
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ReSeni:

Priseciky roviny se soufadnicovymi osami podle definice Millerovych indexti budou
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Zatim ptedpokladdme nenulovost v§ech Millerovych indexu, piipad bude-li n€ktery z nich nulovy vyfesime
zvlast. Trojice bodli A, B a C jednozna¢né definuje rovinu (pfesvédcte se, Ze body nemohou lezet na jedné
pfimce). Normdlu ur¢ime jako vektorovy soucin dvou riznobéznych vektort lezicich v rovin€. Vybereme
napiiklad vektory
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Jako nejblizsi sousedni rovinu k roving (hkl) vezmeme rovinu, ktera bude prochazet pocatkem soutradnicové
soustavy. Tim bude vzdy n&jaka zrovin prochazet, promyslete si vSechny moznosti, bude-li jeden
z Millerovych indexti roven 1 bude jeden z priisecikli roviny a osy leZet v koncovém bodé nékterého z vektorti
elementarni bunky. To je vSak vzdy poc¢atek soufadnicové soustavy jedné ze sousednich bunék. Nebude-li
zadny z Millerovych indext 1, bude elementarni bunika obsahovat vice rovin, tj. budeme-li mit naptiklad
rovinu (333), bude tato rovina ekvivalentni také rovnob€Znym rovindm (222) a (111), z nichz posledni také
prochazi pocatkem né&jaké sousedni elementarni buiiky. Vzdalenost rovin bude primét vektoru mezi
libovolnymi body lezicimi v jedné a ve druhé rovin€ do normalového sméru, nebot’ to je délka tiseCky spojujici
ob¢ roviny kolmo. Za jeden bod vezmeme bez ijmy na obecnosti prisecik A a za druhy bod vezméme pocatek.
Méme tedy

dhkx((a,o,oj(o,o,o)j\/ - +% — =\/(h2+‘12+|2),
(k1) (hl)*  (hk)®

coz jsme méli dokazat.

Bude-1i n¢ktery z indext nulovy, nebude existovat pruse¢ik roviny s piislusnou soutadnicovou osou, v tom
ptipadé jako jeden z vektorti leZicich v roviné vezmeme ten elementarni vektor, ktery je s rovinou rovnobézny.
Budou-li dva nulové Millerovy indexy, miizeme vzit za normalu bez dalSich vypocta tfeti elementarni vektor.
Ve vsech ptipadech dostaneme tyz vysledny vzorec.



Uloha 2:

Jsou zadany miizkové elementarni vektory @, b a ¢ a uhly mezi nimi jsou «, f a y (pouZijte konvenci, Ze uhel
mezi vektory aa b je y a cyklicky). Polozte vektor a ve sméru osy X pravouhlé soufadnicové soustavy (x, Y, Z),
vektor b umistéte do roviny (X, ¥) a naleznéte uhel ¢ mezi vektorem ¢ a osou y a thel & mezi vektorem c a

0Ssou Z.
Reseni:

Zavedeme ortonormalni bazi E = {ex, e, ez} s jednotkovymi vektory ve sméru souradnicovych os. Vektor a,

bude mit v bazi E podle zadani soufadnice

a. =(a,0,0),
vektor b lezi v roviné (X, y) a svira s vektorem b a tedy i s osou x thel y, soufadnice tedy budou velikosti
odvésen pravouhlého trojihelnika a snadno nalezneme

be =(bcosy, bsiny, 0).

Zadané uhly mezi vektory c a a a mezi vektory ¢ a b vyjaditeme pomoci skalarnich soucinti

c-a=cacospf,
c-b=cbcosa,
coz je v soutfadnicich v bazi E
(cx, c,, CZ)-(a, 0, 0)=cacos 3,

(c,. c,. ¢, )-(bcosy, bsiny, 0)=chcosa

a po provedeni skalarniho sou¢inu dostaneme snadno feSitelnou soustavu rovnic pro Cx a Cy s feSenim

C, =CCOS 3,
COS ¢ —COS S COS ¥
siny '

y

Soutadnici ¢, ziskame ze vztahu pro velikost ¢* = Cf + Cj + CZ2 a po dosazeni zbylych dvou soufadnic mame

(cosa —cos 3 cos 7)2

¢, =c,|1—cos® B — —
sin?y
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Protoze hledané thly ¢ a @ souvisi se soufadnicemi pro Cx @ Cy jednoduchymi vztahy
C, =CC0S¢, C, =CCOSO,

Dostaneme pro hledané thly vztahy

_ COSa —COS 5COSy
siny ’

cos ¢

_ \/1—2COSaCOS,BCOS;/—COSZ a —cos® B —cos® y
siny

cos®

Poznamka 1: VSimnéte si, ze posledni vyraz se nezméni pii zaméné o <> S, coz odpovida o¢ekavani, nebot’
vektory a a b vystupuji vzhledem k vektoru c zcela symetricky a vysledek nesmi zaviset na zaméné jejich
oznaceni.

Poznamka 2: Presvédcte se, ze v piipadé pravouhlé miizky (kubické, ctverecné nebo kosoctvere¢né) s tthly
a=pB=y=n/2 dostanete c. =(0, 0, c).

Uloha 3:

Naleznéte vzdalenost rovin danych Millerovymi indexy (hkl) pro trojklonnou miizku s vektory a, b, ¢ a
vzajemnymi thly a, £ a y. Vyuzijte vysledki tlohy 2.

ReSeni:
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z referenc¢nich diivodu, nebot’ jde o nejobecnéjsi ulohu tohoto typu a mohlo by byt uzite¢né mit tyto vzorce
spocitané. V zaddné z u€ebnic jsem je nenalezl.



Difrakce na krystalech, reciproka miiz
Uloha 1:

Ozna¢me miizkové vektory elementarni buiiky a,, a,, a,. a odpovidajici vektory reciproké mfize a,, a,, .
Ukazte, ze defini¢ni vztahy reciprokych vektori

a,-a, =2n6,, j,k=1,2,3, (1)

jsou ekvivalentni vztahiim s explicitnim vyjadfenim vektora reciproké miize

«  2ma,xa; .« 2mazxa, _. 2ma xa,

al = A= St AXE, @)
a,-(a,xa,)" ° a,-(ayxa) ° a,-(axa,)

1

ReSeni:

Prozkoumejme nejprve sady rovnic (1) a (2) z hlediska po¢tu rovnic. Soustava (1) piedstavuje devét skalarnich
rovnic, soustavu (2) tvoii tfi rovnice vektorové, jejichz vektory jsou z tfirozmérného prostoru a tedy kazda
vektorova rovnice je ekvivalentni tfem nezavislym rovnicim skalarnim (napfiklad rozepsanim do tiech
riznych smérl nebo rozepsdnim do soufadnic v néjaké bazi). Z hlediska poctu rovnic jsou obé& soustavy
ekvivalentni.

a) Implikace (2) = (1) je jednodussi, dokaze se dosazenim. Napiiklad dosazenim vztahu pro a,
z prislusné rovnice soustavy (2) do vztahu (1) pro j =1 a k = 1 dostaneme

az.al = ZEM

=

: =2n

(8, xay)

atd. Budou-li indexy na levé strané rovnice rozdilné, bude smiSeny soucin v ¢itateli nulovy, nebot’ dva
Z jeho vektorti budou totozné.

b) Implikaci (1) = (2) dokazeme tak, Ze soustavu (1) vyfes§ime vzhledem k reciprokym vektorim a,.
VyfeSme napiiklad a;: Tento vektor je obsazen v rovnicich a;-a, =2m, a -a,=0, a -a,=0.
Z druhého a z tfetiho vztahu plyne, Ze vektor @, bude kolmy k vektortim a, a a,. Lze ho tedy vyjadrit
jako jejich vektorovy soudin a, = Ka, xa,. Konstantu timérnosti K najdeme z prvniho vztahu, do
néhoz dosadime a dostaneme rovnic & -K(a, ><a3) =2m, zcehoz mlzeme vyjadiit
K =2w/a, -(a,xa,) a dostaneme
«  2ma,xa,
a =—2—,
a,-(a,xa,)
coZ je prvni vztah (2). Zbylé vztahy obdrzime stejnym postupem s cyklickou zdménou indexi 1, 2, 3.
c) Implikaci (1) = (2) muzeme také dokazat v kartézskych soutadnicich. To je algebraicky tézsi ale
nemusime piedpokladat skalarni a vektorové souciny a jejich vlastnosti. Dilkaz provedeme vyieSenim
deviti rovnic (1) vzhledem k deviti slozkam t¥i vektorii reciproké miize a;, a,, a;. Vyfesme napiiklad
x-ovou slozku @, vektoru a; . Rovnice soustavy (1) obsahujici tuto slozku jsou
a, @, +a,, +a,a, = 2m,
alxa2x + a1Lya2y + a:l.zaZZ = 0’ (3)
8,8y, + 2,8, +2,,8;, =0,



Tyto tfi rovnice miZzeme chapat jako soustavu tii rovnic pro tfi nezname &, &, &,, Z nichZ druhou
a tfeti neznamou eliminujeme a prvni vyfeSime. Nezndmé a,, a @, vyjadiime z druh€ a tieti rovnice

soustavy (3) a jejich dosazenim do rovnice prvni. Napiiklad vyndsobenim druhé rovnice a,, a tieti

3y
rovnice —a,, a seCtenim dostaneme a, (azXa,é,y —a,,a,, ) +a,, (azza3y - aSZaZy) =0, z ¢ehoz vyjadiime

* « Qp8y — 8y A5,
a, =8, )
a21a3y - a2ya31
Podobné¢ vyjadiime proménnou
* * a. X 7 _a z X
a, =a, & 2,9 _ 5)
aZyaSZ _aZZaSy

Ob¢ proménné (4) a (5) nyni dosad'me do prvni rovnice soustavy (3) a mame

a; a1 +a: a:l_ a2xa32 _a22a3x + a; a:L a2Xa3y _azya3x =21
x Mx x%y x Mz
aZyaaz _a22a3y a22a3y _aZyaSZ

Dostaneme tak jednu rovnici pro neznamou a,, , kterou vyjadiime a po Gipravach dostaneme
a2ya32 - aZzaSy
ay (aZyaSZ - aZZaSy ) + aly (a22a3x —&,,a;, ) +a, (a2xa3y - aZya‘sx )

Coz je ale x-ova slozka prvni rovnice ze soustavy (2). Jedna devitina byla dok4zéana, zbylych osm
devitin dostaneme cyklickou zdménou soufadnic x, y, z a indext 1, 2, 3.

a, =2m

Poznamka:

V uloze 1. jsme dokdzali ekvivalenci soustav (1) a (2) , je tedy jedno, kterou pouzijeme k definici vektorii
reciproké mtize. V ucebnich textech se vyskytuji obé varianty, zalezi na preferencich autora.

Uloha 2:

Ukazte, 7e norméla roviny (hkl) ma smér G =ha” +kb" +Ic”, kde vektory a’, b", ¢ jsou vektory reciproké
mfizZe.

ReSeni:

Podle definice Millerovych indexd, pruseciky rovin s pfimkami, na nichz lezi elementarni vektory a, b, ¢
budou

abe
h' k' I

Vezméme nyni libovolnou dvojici nezavislych vektora lezicich v roviné (hkl) a spocitejme jejich vektorovy
soucin, ktery bude normalou roviny

b a c a 1 1 1
N=|———=|x| ——= |==bxc+—axb+-—cxa.
k h Il h kl hk hl

Vzhledem k tomu, ze vektory reciproké miize miizeme napsat jako

a = 21—>C _ 4 cyklicky,

a-(bxc)



mizeme ve vyjadfeni normaly jednotlivé vektorové souciny nahradit reciprokymi vektory a dostdvame
vyjadfeni normaly pomoci vektort reciproké miize

qo2(bxc)fa b ¢ :M(ha’*+kb*+|c*):—a'(bxc)e<G,
2n (K hhk)T 2ahki 2ahkl

coz jsme m¢éli dokazat.

Uloha 3:
Vyjadiete vzdalenost meziatomovych rovin (hkl) pomoci miizkového vektoru reciproké miize G.
Reseni:

Vzdalenost rovin vyjadiime jako velikost primétu spojnice dvou libovolnych bodi z obou rovin do
normalového smeéru, jako body vezméme pocatek (viz tloha na vzdéalenost dvou atomovych rovin pro
kubickou mfiiz) a napiiklad prusecik a/h a dostaneme

a n a ha+kb +Ic 21 2n
dyg =—x—=

h"n h |ha +kb +Ic| |ha +Ko +Ic| |G|

Uloha 4:

Elementarni miizkové vektory jsou zadany jako

3 a_ 3

a=X, b= %XO +7y0; C :EXO +720 kde X,;Y, @z,jsou vektory ortonormalni baze a a je zadany
miizkovy parametr.

a) Najdéte velikosti miizkovych vektort a vzajemné uhly,

b) nakreslete elementarni buniku, najdéte vSechny osy rota¢nich symetrii a urcete jejich Cetnosti,

¢) spocitejte objem elementarni buiiky,

d) najdéte elementarni vektory reciproké mftize,

e) spocitejte objem bunky reciproké mftize.



