Fyzika pevnych latek W

Uvodni informace

Informace: http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/

Varianty pfedmétuv: BO2FPL + XPO2FPL, 2+2 zk.
Vyucujici: Martin ZaCek, zacekm@fel.cvut.cz

Oficialni stranka predmeétu:
https://www.fel.cvut.cz/cz/education/bk/predmety/15/18/p1518706.htm|l BO2FPL
https://www.fel.cvut.cz/cz/education/bk/predmety/11/50/p11507504.htm| XPO2FPL

Napln (predbézné, bude béhem semestru modifikovano nékterymi modernimi partiemi):
Uvod do pfedmétu, souvislost s ostatnimi obory, vymezeni FPL jako v&dniho oboru
Struktura krystalt a jejich klasifikace, zaklady krystalografie

Metody zkoumani struktury latek (RTG, elektronova difrakce)

Defekty kryst. mrizky; bodové poruchy, dislokace, povrchy

Pasovy model pevné latky, efektivni hmotnost, energetické stavy

Kmity krystalove mrize; fonony, tepelné vlastnosti

Kovy, Fermiho plyn volnych elektronud, Fermiho plochy

Elektrické viastnosti dielektrik, usporadani, feroelektrika

Optické vlastnosti iontovych krystalt, kvazi¢astice

Polovodice, jejich vlastnosti, klasifikace, uZiti

11. Magnetické viastnosti latek, usporadani, kvantovy model

12. (Posluchacésky seminar - referaty o vlastni praci)

13. Nizké teploty, experimentalni metody ve fyzice pevnych latek

OCOXO®NDULAWNE
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Fyzika pevnych latek W

Literatura

Zakladni studijni materialy:
Budu davat sem http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/

Doplnikova literatura:

Charles Kittel: Uvod do fyziky pevnych latek, Praha, Academia 1985 (5. vydani)

Adrianus J. Dekker: Fyzika pevnych latek, Praha, Academia 1966

Hrivnak L., Bezak V., Foltin J., OZvold M.: Tedria tuhych latok, SAV, Bratislava 1978

Charles A. Wert, Robb M. Thompson: Physics of Solids, McGraw-Hill Book Company, 1964

Piers Coleman: Introduction to Many-Body Physics, Cambridge University Press, 2015,
www.cambridge.org/9780521864886

Literaturu a studijni materialy budu pribézné doplfiovat, také véetné riznych on-
line zdroju.
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Historicky exkurz

- atomova hypotéza
- objev elektronu
- Maxwell-Boltzmann-Gibbs ... statisticky pfistup

- 20. léta ... kvantovani, zlaty vék FPL
umoznilo prejit od Boltzmanovy k F-D statistice, podarilo se vysvétlit temér vse z PL:
30. léta:
- Debyeovo mérné teplo
- vysvétleni elektronové vodivosti kovd (Sommerfeld aplikoval Drudeho)
- Heisengberglav model, umoznil popsat feromagnetismus
po valce:
- columbické systemy
- teorie supravodivosti (makroskopisky se projevujici naruseni kalibraéni invariance)
- Andersonova lokalizace, 1958 (neusporadanosti vyvolany zanik difuze elektront v kovech)
- kvantovy Hallav jev (elektronovy, zlomkovy, ten jiz nelze feSit poruchovym poctem, ...)
- vysokoteplotni supravodivost
Dnes jiz neni FPL makroskopicka teorie (STM, iontové pasti, 1 e~ turnikety, 1 e~ tranzistory,
kvantové tecky, fundamenty QT Ize ovérovat v pevné latce)

Zobrazeni chemické vazby pomoci AFM:
http://technet.idnes.cz/zobrazeni-vazeb-mezi-atomy-v-molekule-mikroskop-ibm-afm-pj8-/veda.aspx?c=A120926 172743 veda pka
Kvantové teCky a jednofotonové soucastky:

http://www.aldebaran.cz/bulletin/2005 18 qua.php



http://technet.idnes.cz/zobrazeni-vazeb-mezi-atomy-v-molekule-mikroskop-ibm-afm-pj8-/veda.aspx?c=A120926_172743_veda_pka
http://www.aldebaran.cz/bulletin/2005_18_qua.php

1. Pojem tuhe latky, krystalicka struktura

Co je tuha latka?

Sirsi pojeti: kondenzovana faze (condensed matter), zahrnuje rovnéz
mnoho ,soft” struktur, které tuhou latku zdaleka nepripominaji, typu nabity
prach v plazmatu, péna apod.

FPL nepracuje s kone€nymi systémy (i jde-li o relativné malé struktury).
Struktury podobajici se koneénym systémum i pevné latce (kvantové
teCky, velmi tenké vrstvy) spadaji spiSe do kvantové teorie kone€nych
systému nebo do fyziky povrchlu (nekonecné kvantové objekty s hranici).

Struktura nekone¢nych systému z hlediska geometrického:

Krystal — periodické 3-d struktury, strukturni jednotka je nekdy jediny
atom, jindy slozita molekula tfeba z 1000 atomu. Existuji i neperiodické
krystalové struktury, kvazikrystaly. U obou je kone€na mnoZzina
elementarnich bunék, tedy i elementarnich vektoru a vykazuji tudiz
diskrétni difraktogram. U amorfnich latek neexistuje ani jedna zminéna
vlastnost (periodicita, konecny pocCet mfizkovych vektoru), jejich
difraktogram je difuzni obrazec.




Krystalova mriz

Krystalova struktura ma transformacni vlastnost:
r'=r+ua+vb+Wwc; u,v,weZ (1)

(uspofadani v bodé I a I' vypada zcela stejné, a, b, C se nazyvaji
elementarni translacni vektory).

Vektory a, b, C nazyvame primitivni, pokud kazdé 2 body, v nichZ vypada
struktura stejné, splnuji vztah (1) (neexistuji jiz mensi vektory, spliujici
vztah (1), vektory, které nejsou primitivni, nemusi vztah (1) splfiovat).

Vektor mfizkove translace, také mrizkovy vektor:
T=ua+vb+wc; u,Vv,weZZ

Moznych mrizek existuje nekonecné mnoho, vykazuje-li vSak mrizka
nejakou symetrii vzhledem k rotacim nebo zrcadlenim, dostaneme
omezujici podminky na mozné délky translacnich vektort a na uhly mezi
nimi.

Bodova grupa: Je koneCna podmnozina Euklidovske grupy. Jeji prvky
jsou otaceni C,, o uhel 211/n a zrcadleni o (podle tfi jistym zpusobem
definovanych rovin).



Bunka a baze

Elementarni bunka: rovnobéznostén definovany translacnimi vektory.
Primitivni bunka: generovana primitivnimi elementarnimi translacnimi
vektory, také elementarni bunka s nejmensim povrchem.

Objem primitivni bufiky: V =|(axb)-c.

Baze: skupina atomu spojena s kazdym mfizkovym bodem.

Poloha atomu j v bazi: r, =rfa+r’b+r’c

pficemZ Ize dosahnout toho, Ze 0<r?, r’, r’ <1.

Primitivni baze: obsahuje ze vSech bazi nejméné atomu.

Primitivni bazi vSak muzeme zkonstruovat riznymi zpusoby, napriklad
jako Wignerova-Seitzova primitivni bunka.

mrizka + baze = krystalova struktura.



Krystalova struktura latek

Soustavy mrizek a priklady mineralu (plyne z moznych symetrii):

1

Trojklonna (triklinicka): modra skalice, plagioklasy
aFb#c,a#90° B#90° y#90°

. Jednoklonna (monoklinicka): sadrovec, augit, muskovit, biotit

a#b#c, a=90° 8=90°y#90°

. Kosoctverecna (orthorombicka): sira, aragonit, olivin

azb#c,a=90° 8=90° y=90°

. Ctvereéna (tetragonalni): chalkopyrit, kasiterit

a=b#c, a=90° B8=90° y=90°

Sestereéna (hexagonalni): grafit, apatit, kalcit
a=b#c,a=90° B=90° y=120°

Klencova (trigonalni, romboedricka): kalcit, korund, kfemen, magnezit
a=b=c,a=B=y#90°

Krychlova (kubicka): méd, stfibro, zlato, diamant, granat
a=b=c,a==y=90°




Krystalova struktura latek

Poznamky ke krystalografickym soustavam:

* Lze odhadnout, ze nazvy vétsinou odpovidaji tvaru burikam ale nenechte se
mylit intuici, jsou vyjimky, napriklad ortorombicka soustava je Cesky
kosoctverecna, nazvy jsou odvozovany z tvart a symetrii mineralu
krystalizujicich v dané soustavé, blize viz napriklad
https://web.natur.cuni.cz/ugmnz/mineral/tvary.html

* V mnoha pripadech volime misto primitivni bunky elementarni bunku vétsi,

------



https://web.natur.cuni.cz/ugmnz/mineral/tvary.html

Krystalova struktura latek

3-d modely primitivnich bunék zakladnich krystalografickych soustav:

Stahnéte si je (format STL, ve Windows 10 je |ze prohlizet v 3-d Builderu):

» trojklonna : http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/triclinic.stl,

» jednoklonna: http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/monoclinic.stl,

» kosodétveredna: http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/orthorhombic.stl,
» Ctvere€na: http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/tetragonal.stl,

« Sesterecna: http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/hexagonal.stl,

» klencova: http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/rhombohedral.stl,

» krychlova: http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/cubic.stl.

program OpenSCAD z webu http://www.openscad.org a
kod pro generovani bunek, kde na zacatku zvolite delky
stran a, b a c a thly a, B, a y stahnete zde |
http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/elementarni_bu h .
nky.scad. S

Pokud byste si chtéli vytvorit vliastni bunku, stahnéte si j



http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/triclinic.stl
http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/triclinic.stl
http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/orthorhombic.stl
http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/triclinic.stl
http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/triclinic.stl
http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/rhombohedral.stl
http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/cubic.stl
http://www.openscad.org/
http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/elementarni_bunky.scad

Krystalova struktura latek

Bravaisovy elementarni bunky

Konvenci vybranych 14 ele-

. mentarnich bunék s atomy mimo
o e @ uzly mfizky, ve stfedech stén (plosné

. centrované) nebo ve stfedech

Simple Face-centered Body-casbened télesové  Uhlopficky  (prostorové

centrované) buriky.
@ @ @ VSimnéte si, Ze polohy atomu mimo
uzly mfizky neporusuji pUvodni

Simple Body-centered Hexagonal

tetragonal tetragonal rotacni nebo zrcadlovou symetrii.
AV e/ . . . .
| Z nékterych Bravaisovych bunék se
pt snaz urci symetrie krystalu, proto se
e . e e v ”
jim dava prednost, pokud takové pro
Simple Body-centered Base-centered Face-centered 5 . G = = .
orthorhombic orthorhembic orthorhombic orthorhombic dany krystal existuji, pred burikami
primitivnimi.
" g ” ﬂ Casta uloha je najit pro prislusnou
Simple Base-cantered Triclinic Bravaisovu bunku elementarni a
Rhombohedral  Monoclinic menoclinic naopak, nebo z miizkovych konstant

uréit meziatomové  vzdalenosti,
popfipadé pocet atomu v burice.

Obrazek jsem naSel zde hitp://docplayer.cz/39655-1-prednaska-konstrukcni-materialy.html, sam bych ho Iépe nenakresilil, proto
mi pfijde lepSi ho pfevzit pfesné tak, jak je, podle anglického popisu ho autor pravdépodobné také odnékud prevzal.



http://docplayer.cz/39655-1-prednaska-konstrukcni-materialy.html
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Druhy elementarnich bunék a jejich oznaceni:
(jsou mozne i vétsi, tyto jsou vybrany konvenci)

P Prosta atomy jsou jen ve vrcholech bunky

Slozena (centrovana)
Bazalné centrovana atomy jsou navic ve stfedech stéen
A atomy jsou umistény ve stfedech predni a zadni stény
B atomy jsou umistény ve stfedech boCnich sten
C atomy jsou umistény ve stfedech horni a dolni stény
F Plosné centrovana atomy jsou ve stfedech vSech stén
| Prostorové centrovana atom navic v pruseciku télesovych uhlopficek



Typy mrizek ve trech dimenzich

Soustava PocCet mrizek | Symboly mrizek
Trojklonna (triklinicka) 1 P

Jednoklonna (monoklinicka) 2 P, C

KosocCtverecna (ortorombicka) 4 PC,IF

Ctvereéna (tetragonaini) 2 P |

Sestere¢na (hexagonalni) 1 P (hcp)

Klencova (trigonaini, romboedricka) 1 R

Krychlova (kubicka) 3 P (sc), | (bce), F (fec)

Celkem 14 typu mfizek, klencova mfizka se nékdy fadi mezi Sesterec¢nou.

. prosta

. bazalné centrovana
. prostorové centrovana
. ploSné centrovana

. romboedricka mrizka

AT~ O

Sc ... simple cubic

bcc ... body centered cubic

fcc ... face centered cubic

hcp ... hexagonal close packed

http://demonstrations.wolfram.com/CubicCrystallL attices/

http://demonstrations.wolfram.com/TheSevenCrystalClasses/

http://cs.wikipedia.org/wiki/Krystalografick% C3%A1 soustava



http://demonstrations.wolfram.com/CubicCrystalLattices/
http://demonstrations.wolfram.com/TheSevenCrystalClasses/
http://cs.wikipedia.org/wiki/Krystalografick%C3%A1_soustava

MFiz, ve které krystalizuji prvky IV skupiny (uhlik, kfemik, germanium, ...).
Jedna se o plosné centrovanou kubickou mriz z dalSimi Ctyrmi atomy v bazi.

Na obrazek se divejte obéma oCima tak, abyste se divali na mysleny obrazek za
nakresnou ale zaostfili na nakresnu. Pokud se Vam to podafi tak, Ze Vam splynou
obrazky pro levé a pravé oko v obrazek jediny, uvidite prostorovy obrazek diamantové
mfize.

Demonstrace diamantové mfize v programu Mathematica:
http://demonstrations.wolfram.com/TheStructureOfDiamond/

http://demonstrations.wolfram.com/DiamondLattice/
http://demonstrations.wolfram.com/AnExpandingStructureBasedOnTheDiamondL attice/



http://demonstrations.wolfram.com/TheStructureOfDiamond/
http://demonstrations.wolfram.com/DiamondLattice/
http://demonstrations.wolfram.com/AnExpandingStructureBasedOnTheDiamondLattice/

Stahnéte si zdrojovy soubor
pro OpenSCAD, ve kterém
jsou vygenerovany dvé
kubické, ploSné centrované
mfize, posunuté o 1/4
télesové uhlopricky,
vytvarejici konfiguraci
atomu jako v diamantové
mrizi,
http://fyzika.feld.cvut.cz/~za
cek/download/diamond.sca
d

popripadé jako 3d objekt ve
formatu STL
http://fyzika.feld.cvut.cz/~za
cek/download/diamond.sca
d



http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/diamond.scad
http://fyzika.feld.cvut.cz/~zacek/download/diamond_cell.scad

Indexy krystalovych rovin

Tzv. Millerovy indexy.
Potfebujeme jednoznacéné popsat smér roviny v krystalu. Udava se pomoci
trojice Cisel, tzv. indexu, (klm), které ziskame nasledujicim postupem:

1. Zjistime prusedéiky roviny s osami uréenymi mfizkovymi vektory a, b, C,
vyjadfime je v jednotkach mrizkovych konstant (napriklad ziskame Cisla
(12 3).

Vytvofime prevracené hodnoty, tj. v tomto pfipadé (1 %2 1/3).

. Tyto prevracené hodnoty vynasobime stejnym Cislem a to nejmensim
moznym, kterym se podari odstranit vSechny zlomky, tj. nejmensim
spolecnym nasobkem jmenovateld, v tomto pfipadé Cislem 6, dostaneme
(6 3 2). Pokud je prusecik v nekonecnu, je pfislusna prevracena hodnota
rovna nule.

Vysledek zapisujeme v kulatych zavorkach.

W N

Zaporné hodnoty pruseciky vyznaCujeme Carou nad Cislem, tj. napf. (1 1 §)



Indexy krystalovych rovin

Ekvivalentni roviny zapisujeme ve slozenych zavorkach, napf. {100}.
Ekvivalentni rovina {100} je napriklad u kubickeé mrize souhrnne oznaceni
pro kteroukoliv ze stén, tj. (100),(010),(001),(100),(010),(00 1).

Smery: [u v w], indexy jsou podobné celoCiselné jako u rovin.

Smer [1 2 2] je tedy smer totozny se smeérem a + 2b + 3c, kde a, b, ¢ jsou
elementarni mrizkove vektory.

Souhrn ekvivalentnich smérd: (U v w).

Napriklad elementarni vektory a, b, ¢ maji sméery [1 00],[01 0] a[0 0 1].

Uloha: Nakreslete polohy rovin vzhledem k elementarni bufice, dané indexy
(100),(110),(111),(101),(100),(111),(221).

http://demonstrations.wolfram.com/MillerindicesForASimpleCubicl attice/



http://demonstrations.wolfram.com/MillerIndicesForASimpleCubicLattice/

Ulohy:

1. Zjistéte, kolik je Bravaisovych mrizek v roviné a najdéte je.
[5, €tvercova, hexagonalni, pravouhla, centrovana pravouhla se 2 typy bunék]

2. Najdete primitivni bunku k plosne centrované kubické mfrizi, urCete
tvar, stranu a uhel mezi stranami, nakreslete obrazek.
[romboedr o hrané V2/2 a, thel 60°]

3. Najdete primitivni bunku k prostorove centrované kubickée mrizi,

uréete tvar, stranu a uhel mezi stranami, nakreslete obrazek.
[romboedr o hrané V3/2 a, Uhel 109° 28]

4. Nejvic symetrii vykazuje Ctvercova mrizka. U ni |ze nalézt osy s
dvoucetnou, tricetnou a SestiCetnou symetrii. Najdéte je a zjistete,
kolik jich je. Nakreslete obrazek.

[Sest dvojcetnych, Ctyfi trojcetné a tfi Ctyréetné]

5. Najdéte primitivni bufiku a bazi chloridu sodného (iont Na* je
obklopen 6 ionty CI") a chloridu cesného (iont Cs+ je obklopen 8 ionty
Cl-). Kolik nalezené baze obsahuji atomu?

[vzdy po jednom atomu od kazdeho druhu]




Neidealni krystaly, skla

Pevné latky délime na monokrystalické, polykrystalické a amorfni.
Nekteré struktury mohou prechazet jedna ve druhou spojite.

Nahodné vrstveni ... nahodné stfidani vrstev, ABCABABC...
Polytypie ... stridani vrstev s dlouhou periodou
Skla ... viskozita >10%? N sm-? (konvencni hodnota)

Vv
prechlazena
kapalina kapalina
Sklo// 4 v
: T, ... teplota skelneho prechodu

T, ... teplota tani

krystal




Zlaty rez, dlazdeni, kvazikrystaly

Dlazdéni v roviné

Rovinu Ize periodicky pokryt pouze dlazdicemi s tfiCetnou, CtyfCetnou a SestiCetnou symetrii.

AVAVAVAVAVAVA
VAV NVVVVV
JAVAYAVAVAVAVA
VAVAVAV#W#V

Alhambra,Granada




Zlaty rez, dlazdeni, kvazikrystaly

Dlazdéni v roviné

. ] . i ix s . Q. -5 (BR-wlr+i2e'3)|
Pétiuhelnik se na periodicke dlazdéeni nehodi. e | i

Avsak: 1974 Roger Penrose objevil dvé zakladni sady
dlazdic, které pokryji rovinu a zaroven budou vykazovat
pétiCetnou symetrii. Jak je to mozné?

Penroseovy dlazdice: Sipka a drak.

Penrose a Conway ukazali, ze dlazdice pokryji rovinu neperiodicky a to nekoneéné mnoha
zpUsoby. Pfitom pocet draku je 1,618x vétSi nez pocet Sipek.




Zlaty rez, dlazdeni, kvazikrystaly

Dlazdéni v roviné

Dalsi par penroseovych dlazdic:

Tlusty a tenky kosocCtverec.
Na velkych plochach se podobné blizi pomér tlustych a tenkych kosoctvercu Cislu 1,618.




Zlaty rez, dlazdeni, kvazikrystaly

Dlazdéni v roviné

Penroseovo dlazdéni Ize provést se symetrii vici otoceni:




Zlaty rez, dlazdeni, kvazikrystaly

Kvazikrystaly

Trojrozmerna analogie: Robert Ammann nalezl tzv. Ammannovy romboedry.

<S> <=

Jejich stény jsou pritom shodné s Penroseovymi dlazdicemi.

1984 — prekvapivy objev: Dany Schectman se spolupracovniky zjistil, Ze krystaly
hliniko-manganove slitiny vykazuji pétiCetnou symetrii. Pro krystalografy to byl
Sok!

Boura se tim tradiCni rozdéleni krystalické a amorfni latky.
Kvazikrystaly: nejsou ani amorfni ani periodické, maji vsSak tésné usporadani
jako dosavadni znamé krystaly.

Predefinovani krystalu:
krystal je jakakoli pevna latka, jejiz difrakéni diagram je bodovy.




Zlaty rez, dlazdeni, kvazikrystaly

Kvazikrystaly

DalSi prace (Sergej E. Burkov z Landauova institutu teoretické fyziky, Petra
Gummeltova z Greifswaldu) vedly na teorii pfekryvajicich se desetiuhelnikd.

Steinhardt a Cong: experimentalni vyzkum a koncept kvazielementarni buriky.
Kvazielementarni burika: shluk atomu, vytvarejici kvaziperiodickou strukturu.

)8 B 0 00 0 08 08" BB
0OE OJ0 O Jee %%
- © 00 ©

Model kvazikrystalu Ag-Al.



Experimentalni analyza krystalu

Analyza struktury:
1. pfimo (mikroskop)
2. nepfimo (difrakéni metody)

Difrakéni metody:
Vyuzivaji se tyto druhy zareni:
1. fotony
2. heutrony
3. elektrony

Fotony: Pro srovnatelnou vinovou delku s mrizkovou konstantou vychazi
elektromagnetické zareni v oboru rentgenovych paprsku. Ty vznikaji bud brzdénim
elektront na kovovych terc€icich (spojité spektrum) nebo excitaci a vyzarenim atomu
v terCiku (Carové spektrum).

Neutrony: Maji nenulovy magneticky moment, hodi se k analyze magnetickych
materiald.

Elektrony: Jsou elektricky nabité, proto siln€ interaguiji.




Vztah mezi vinovou delkou a energii

E=hw p= hk Vztah mezi celkovou energii Castice a uhlovou frekvenci resp.
— : —

mezi hybnosti a vinovym vektorem pro de Broglieovu vinu:

E/c wlc Totéz zapsano pomoci Ctyfvektoru, vlevo Ctyfvektor energie
=h a hybnosti, vpravo vinovy Ctyfvektor.
P K Pri jine volbé jednotek bychom mohli oba vektory ztotoznit.

w a Kk nejsou nezavisla, splnuji disperzni relaci. Ta je uréena relativistickym vztahem
mezi energii a hybnosti E* = p°c® + m“c? ktery mtzeme prepsat pro frekvenci a vinovy
vektor jako w” = k*c® + m°c* / #°. Vyjadfenim vinové délky z vinového &isla k = 2n/1 a
prepocitanim na kinetickou energii z relativistického vztahu E =E, + mc® dostavame

P 2mhc 3 2mhc

2mhe

coz je obecny vztah

JEZ-mict \/(Ek+mcz)2—mzc4 ) JE2 +2mcE,

' pro de Broglieovu
vinovou délku A(E,).

Pro malé energie, kdy je E, < 2mc?, Ize prvni ¢len
pod odmocninou zanedbat a dostavame

/2 B Vzorec pro nerelativistickou
A= T Castici, v pfipadé difrakénich
mE metod pro elektron a neutron.
k

Pro relativistické energie, je-li E, > 2mc?, dominuje
prvni ¢len pod odmocninou a dostavame

A=

21hc
Ek

Vzorec pro silné relativistickou
Castici a foton, ktery ma
nulovou klidovou energii mc?

a je tedy relativisticky vzdy.




Difrakce na mrizce

Braggova podminka: Odvozeni:

- 2d 2d
— Al=1 -1, = =
2dsina =nA k=G wa
dopadajici rozptylené
paprsky paprsky
vzdalenost
krystalografickych

rovin

1-cos’ « .
cosSa =2d ———=2dsiha
sina

2
(o)1

I I
P
I I

Jiné odvozeni:




Difrakce na m

rizce

rozptylené paprsky

dopadajici paprsky

S,S" ... smé&rové vektory
a, 1 =1, 2.3 ... elementarni transla¢ni vektory

Podminka pro difrakéni maximum:
acosa'—a cosa=nA,neZiell, 23},

a -S'—a, -S=nA4,
k =ks, k'=ks', k =k'=2n/4,

zavedeme vinové vektory

Laueho difrakéni podminky:

a Ak =2nn,, I 6{1,2, 3}

a,-(K—-k)=2mn, — a;-Ak=2an

Kazda rovnice predstavuje
podminku pro vznik difrakce

na liniich s periodami a sméry
urcenymi vektory a;.
CelocCiselnou linearni kombinaci
difrakénich podminek
dostaneme difrak¢éni podminku
pro libovolnou periodickou linii

ve sméru translaéniho vektoru T
T-AKk =27nn|

kde n vyjde také jako celé Cislo.

Lze ukazat, Ze volime-li smér T
kolmy k povrchu a jeho velikost
rovnu vzdalenosti rovin d, je

posledni vztah ekvivalentni
Braggoveé difrakéni podmince.




Difrakce na mrizce —

obecné odvozeni

Krystalova
mriz

Y\ \/\ \ AN
VANAW. S WA"A
A\ YV \ \A_\
WAVANAW. SR\
. AN "AWY.\
WAVAWAWAANN WY
VAR AN VA kl
ARV .AWAWAAN

Dopadajici zareni
E,(t,r)=E, (t)elr

Rozptylené zareni
E (t,r)=E,(t)e™"

Koncentrace elektronu

n(r)=n(r+T) (periodicita)
Z
n(r) = Z nee"" (Fourierdv rozvoj)
G

Fazovy rozdil dvou paprsku:
AD=K-r-k-r=(k-k)-r=—Ak-r

K

Vektory K a k'
se liSi jen smérem.

AK




Reciproky prostor

Pro kazdou (periodickou) krystalickou mriz reprezentovanou translacnim
vektorem
T=ua+vb+wc;u,v,weZ

je definovana reciproka mriz jako translacné invariantni soubor mrizkovych
bodu, jejichz translaéni vektory G splfiuji vztah

ejG-T _ 1 )
Vektory G mohou byt vyjadfeny podobné jako T vztahem
G =ha*+kb*+Ic*; h, k, | €Z (2)
kde vektory a*, b* a c* jsou vektory reciproké mrizky definované vztahy
a-a*=b-b*=c-c*=2xn, a-b*=a-c*=b-a*=...=0. (3)

Nachazeji se v reciprokém neboli Fourierove prostoru, oba prostory jsou
sdruzeny prostfednictvim Fourierovy transformace.

Reciproké vektory Ize vyjadfit pomoci elementarnich translacnich vektort vztahy

. bxc . . . e x .
a*=2n a cyklicky. Tyto vztahy jsou ekvivalentni definicnim vztahum.

a-(bxc)

http://demonstrations.wolfram.com/CrystallL atticesInReciprocalSpace/



http://demonstrations.wolfram.com/CrystalLatticesInReciprocalSpace/

Obecna difrakCni podminka

Odvozeni difrakéni podminky jako fazovy soucet rozptylenych paprsku:
—jAk-r jGrA—jAkr i(G-AK)-r
I, o [ dV n(r)e ™ = [ dv Y nee’®Te =S n | dV e |
G G

aby doslo k difrakénimu maximu, nesmi integrand zaviset na r. Exponencialni ¢len v
integrandu jinak totiz bude nabyvat vSech hodnot na jednotkové kruznici v komplexni
roviné pfi kazdé zméne polohy liSici se 0 A, coz jsou zde zlomky nanometru a nevytvori
se vinoplocha. Clen v zavorce tedy musi byt nulovy, tj.

G
G _ Ak _ O (obecna difrakéni podminka).
— ) 8/ T
) a a
a) Smér (vynasobime skalarné b) Velikost:
mfizkovymi vektory): G=k'-k 1im
&K' nm. 1m
: —a.G = N2 2 1=22.0M. kde G=25
a-Ak=a-G =2 (G-kY'=(-k) i el am
b-Ak =b-G =27k 2 _ok". 2 _ |2
& =Bk . 1:22—nlicosﬂ; nA=2dsina
c-Ak =¢-G =2l G’ =2k-G A6

Dostali jsme Laueovy podminky. Volime-li G kolmé na povrch krystalu,
dostavame Braggovu difrakéni podminku.



Ewaldova konstrukce, 1. Brillouinova zoéna

Ewaldova konstrukce:

G°=2k"G
G ’ G © o o o
E - k E 0O o o o
o o o o
2 sténa Brillouinovy zény © o o o

o o o o
reciproka mfiz

/ (Braggova rovina)
Predstavuje geometrickou interpretaci
K feSeni K' k danému typu miize a jeji

orientaci vzhledem k vektoru K.

Definice: Brillouinova zéna je Wignerova-Seitzova elementarni burnka
zkonstruovana v reciproké mrizi.

hitp://reference.iucr.org/dictionary/Brillouin_zones Brillouinova zéna ve slovniku krystalografie
http://dao.mit.edu/8.231/BZandRL.pdf prezentace z MIT o reciprokych mfizich a Brillouinovych zénach



http://reference.iucr.org/dictionary/Brillouin_zones
http://dao.mit.edu/8.231/BZandRL.pdf

Brillouinovy zony

number of Brillouin zones

7

outermast Brillouin zone only:

O

lattice:

square | triangular

show BEragg planes

http://demonstrations.wolfram.com/2DBrillouinZones/ ...

» Priklad prvnich 7

Brillouinovych zon Ctvercové
mfize ve dvou dimenzich.

O kterou z6nu v poradi se
jedna urcuje pocet
prekroCeni Braggovych
rovin. Nula prekrocCeni je
prvni zona atd.

Braggovy roviny puli kolmo
spojnice atomu ve stfedu

s nékterym atomem
sousednim.

simulace Brillouinovych zon pro 2 typy mfizek ve 2-d



http://demonstrations.wolfram.com/2DBrillouinZones/

Ulohy:

1. Dokazte z Fourierovy transformace mezi translacnimi vektory v normalnim
a v reciprokém prostoru platnost vztahu pro reciproké vektory.

(2n)

2. DokaZte platnost vztahu V, = T kde V, = ‘(a*x b*)-c*‘ je objem
reciprokeé elementarni bunky.

3. Elementarni mrizkové vektory hexagonalni mrizky s nejtésnejsim
usporadanim jsou zadany jako

a a a a
a= 3§x0+§y0; bz—\/§§x0+§y0; Z—ICZ

Ukazte, ze

a) se skute€né jedna o elementarni vektory hexagonalni mfrize,

b) objem elementarni buriky je V =+/3a%c/2,

c) najdéte elementarni vektory reciproké mfize a*,b*a c* |,

d) ovéfte platnost vztahu mezi objemy elementarniho rovnobéznosténu
v pavodnim a v reciprokém prostoru V. = (27t)3 /V .



Typy krystalovych vazeb

Podle zpusobu, jakym jsou v krystalu vazany jednotlivé atomy (hovofi se
o krystalové vazbé), se rozliSuji nasleduijici typy krystalu:

molekularni (van der Waalsovy) krystaly - Molekularni krystaly tvori molekuly
organickych sloucenin a atomy vzacnych plynt vazané Van der Waalsovymi
silami. Maji nizke teploty varu a tani.

iontové (heteropolarni) krystaly - Jedna se napf. o slou€eniny
elektropozitivnich prvku (kovu) s elektronegativnimi prvky. Soucet valenénich
elektront atomuU, mezi nimiz se iontova vazba tvofi, je 8 - tedy idealni
naplneny stav. NejCasteji spolu tedy reaguiji prvky z 1. a 7. skupiny periodické
tabulky prvkau.

kovalentni (homopolarni) krystaly - Vazbu tvori atomy s velmi podobnou
elektronegativitou, které sdileji par valencnich elektront. U organickych latek
nebo v Cistoprvkovych molekulach.

kovové krystaly - Kovové krystaly tvori kovy. Kationty atomu jsou uspofadany
do krystalové mrizky, elektrony jsou pro celou mfizku spolecné - tzv.
elektronovy plyn.




Krystaloveé vazby

Poznamky:

Jde o empirickeé deleni, podrobnéjsi obrazek o vazbe nam poskytuje kvantova
teorie.

Existuje také mnoho intermedialnich pfipadu, takze pfi vyhranéném zarazovani
je treba jisté opatrnosti.

Kohezni energie = energie jednotlivych atomu — energie krystalu.

Cim vy33i je kohezni energie, tim vy33i jsou teploty tani a vypafovani.



Molekularni vazba, Lennard-d

onesuv potencial

Charakterizuje slabé elektrické vazby, zplsobené

indukovanymi dipdly sousednimi atomy, potencial dvojice
interagujicich atomu:

12 6 & a O jsou empiricky
o

n h ziskané parametry.

13 7
Minimum: d—U:4g|:—E(gj +E(Ej }zO—) I =20 =1.22¢.
dr o\r o\r

12 6
- a a
Hodnota v minimu: U(ro):4g[(6 ] —( =—£.
20) Y20

Kohezni energie pfipadajici na jeden atom v mfizce:

lij=Pijo

-] 2]z 2] B (2] 2

kde obé sumy zavisi pouze na typu mfize, nikoliv na druhu atom.

Pro kubické ploSné centrované a hexagonalni Bravaisovy mfize
jsou numerické hodnoty obou sum uvedeny vpravo. Namérené
hodnoty se vSak od spocCitanych mirné liSi a také je jine r, pro atomy
v mfizi v porovnani s volnymi atomy interagujicimi parove.

ProtoZe van der Waalsova sila je kratkodosahova, staci s€itat jen
prispévky od nejbliz§ich sousedu.

3_

1L

1 Ny
(1807 $u)
i=1 i=1

Ng
_12
Z Pui
i=1

fcc 12.1319
hcp 12.1323

> pf
i=1

14.4539
14.4549




lontové krystaly — kohezni energie

NejznaméjsSim reprezentantem iontového krystalu je chlorid sodny NaCl. Jeho mfiz tvofi
pravidelné se stfidajici kationty Na* a anionty CI- ve tfech kolmych smérech. Kazdy iont je tedy
obklopen 6 ionty opacného znaménka, tvoricimi nejbliz§i sousedy.
Nejvétsi prispévek ke kohezni energii bude od elektromagnetického potencialu. Potencialni
energie dvou nabitych ¢astic s elementarnim nabojem nachazejicich se ve vzdalenosti r je

1 € : y , - . )
—+ K , kde K volime 0 pro pfipad nulové potencialni energie v nekonecénu.

dng, T

V mrizi seCteme vSechny prispévky do celkoveé potencialni energie od atomu nachazejicim se
v uzlu miize (k,I,m)v poloze r,,, =a(k,l,m), kde a je mfizkovy parametr, pro atom
nachazejici se v poloze I, =(0,0,0). Nesmime ovS§em pominout, Ze naboje budou stfidat
znaménko. Na rozdil od molekularnich krystaltl zde jde o dalekodosahovou silu, jmenovatel
klesa s rostouci vzdalenosti pouze linearné a sumu proto musime provest pres vsechny ionty
v mfizi. Dostaneme

U=-

. 2 1 K+l+m+1 ) o _\klemed
Wion = Z L @ ( ) == M, kde veliina M = Z ( 1)
ki'me— 4TE, a\/k2 +12+m? 4mnga R \/k2 +12 +m?

Se nazyva Madelungova konstanta. Soucasti jeji definice ovSem musi byt i zpusob, jakym se
ma tfidimenzionalni fada ¢lent v sumé sditat. Je nutno volit takovy postup, pfi kterém se
vzajemné co nejvic rudi vlivy kladnych a zapornych naboju. V roce 1951 bylo matematicky
dokazano, ze soucet M provadény po sférach (a uvadény do té doby hojné v literature)
diverguje. Konverguje soucet provadény po krychlich a jeho hodnota je M =1.74756...

V roce 2003 byl pro M odvozen analyticky vyraz, tzv. Benson(v vzorec.

https://en.wikipedia.org/wiki/Madelung constant
http://mathworld.wolfram.com/MadelungConstants.html



https://en.wikipedia.org/wiki/Madelung_constant
http://mathworld.wolfram.com/MadelungConstants.html

Uplny diferencial

Definujme Pfaffovu diferencialni formu Z:Otidxi , kde ¢; jsou koeficienty a X; jsou proménné.
i=1

Véta: Necht vSechny koeficienty ¢; jsou definovany na jednoduse souvislé oblasti proménnych
Xy, ..., Xy Nasledujici tvrzeni, pokud jsou splnény, jsou ekvivalentni:

n
1. Krivkovy integral I Z:ozidxi nezavisi na tvaru kfivky ¢.
P i=1 0
2. Existuje funkce @(Xy, ..., X,) takova, ze JZaidxi =0, -q

@ =1
kde @, a @, jsou hodnoty funkce ® v poCatecnim a koncovém bodé kfivky ¢.

@ :
3. Plativztahy ¢, = 8@— V1 =1 ..., n (vztahy pro koeficienty Pfafovy diferencialni formy).
X.

' . a. .
4. Plati vztahy mezi koeficienty % _ p L Vi, j=1, ..., n (tzv. Eulerovy recipro¢ni vztahy).

OX; X

Poznamky:
« Z tvrzeni 1 plyne, ze kfivkovy integral po uzaviené kfivce téhoz integrandu je vzdy nulovy.
* Tvrzeni 2 |lze chapat jako zobecnéni Newtonova vzorce pro vypocet urCiteho integralu.
* Funkce @ se nazyva potencial a diferencialni forma se nazyva uplnym diferencialem @.
« Jsou-li koeficienty ¢; slozky vektoru, nazyva se tento vektor potencialni pole
(v tomto pripadé takeé plyne z tvrzeni 4. Ze rotace tohoto pole je nulova).
 V oblasti, ktera neni jednoduse souvisla, nemusi vSechny ekvivalence véty platit.
« Vztah 3. je znamy vztah mezi potencialni energii a silou F =—grad Ep (zde @ = —Ep).




Termodynamicke potencialy

Toto je uvod do termodynamicky a sjednoceni pojmu, potfebovat budeme hlavné tepelnou
kapacitu, abychom mohli ukazat Einsteinovu a Debyeovu teorii tepelnych kapacit pevné latky.

* Prvni termodynamicky zakon: dQ —dU +dA Q ... dodané teplo
U ... zména vnitfni energie

A ... vykonana prace

Q ... zavisi na termodynamickém déji, matematicky fe¢eno na tvaru kfivky spojujici poc¢atec¢ni a konecny stav,
U ... nezavisi na termodynamickém déiji, Ize tedy jeji hodnotu urcit ze stavovych proménnych,
A ... prace vykonana termodynamickym systémem, zavisi podobné jako Q na tvaru kfivky.

n
Prace je obecné tvaru dA = Z xid)(i , X; jsou zobecnéné sily a X, jsou zobecnéné souradnice.
i=1

Priklady prace pro ruzné systémy: Fdx, pdV, E-dD, H-dB, xdN

(lano, plyn, dielektrikum, magnetikum, otevieny systém, u je tzv. chemicky potencial a N je pocet ¢astic).

1
Definujme entropii jako [dS = —dQ| (Ize dokazat, Ze dS je GpIny diferencial).
T

a predpokladejme praci zplisobenou objemovymi zménami, tj. pdV a 1. termodynamicky zakon
mame tvaru [dU =TdS — pdV |.




Termodynamicke potencialy

Matematicky jsou infinitezimalni pfirdstky termodynamickych potenciall a entropie uplnymi
diferencialy a plati pro né vSechna tvrzeni z véty uvedené v matematické casti tohoto
vykladu. VeliCiny, které jsou uplnymi diferencialy, nazyvame stavovymi veli¢inami, Ize je
totiZz zintegrovat (tj. najdeme integraci matematicky potencial @) a vyjadfit jako funkce
stavovych proménnych.

Vnitfni energie U je zfejmé z matematického hlediska potencial proménnych S a V.
Je jednim z tzv. termodynamickych potencialt (v dalSim vykladu definujeme dalsi).

Q a A nejsou stavovymi veliCinami, nebot jejich hodnoty zavisi na tvaru kfivky
termodymanickeého déje.

Tvrzeni 3. a 4. véty aplikované na diferencial vnitfni energie dU =TdS — pdV nam da

A

Poznamka: v termodynamice je zvykem vyznacCovat proménnég, které drzime konstantni
podle definice parcialni derivace, jako index k parcialni derivaci. Je to proto, ze bychom jinak
neveédéli, které proménné volime jako nezavislé. VSechny proménné totiz nejsou nezavislé,
protoze jsou vzajemneé svazany stavovou rovnici. V matematice mame obvykle mnozinu
nezavislych proménnych definovanu pfedem a neni ji tudiz nutno zvlast znacit.




Termodynamicke potencialy

Termodynamickych potencialu existuje mnoho, najdéme napfiklad termodynamicky potencial

proménnych S a p:

dU =TdS — pdV, nahradme posledni ¢len ze vztahu d( pV) = pdV +Vdp,
dU =TdS —d( pV)+ pdV, oba Uplné diferencialy sjednotme do jednoho na levou stranu,

d(U + pV) =TdS + pdV. Vlevo v zavorce je veligina, ktera je rovnéz termodynamickym
potencialem, tentokrat jinych proménnych. Zde jde o Entalpii definovanou vztahem

dH =TdS +Vdp

H =U + pV |a mame pro ni zakladni diferencialni vztah

(vSiméte si ,technologie® zmény proménnych: zaméni se proménna s koeficientem
u diferencialu v daném &lenu, zméni se znaménko a soucin ¢lenl se odedte od plvodniho
potencialu, ¢imz vznikne novy potencial). Podobné

dF =-3dT — pdV | kde F=U — TSje Helmholtzova energie a
dG =-SdT +Vdp| kde G=U + pV — TS je Gibbsova energie.
Uloha:

» Najdéte vztahy pro koeficienty Pfaffovych diferencialnich forem a Eulerovy recipro¢ni
derivace pro vSechny uvedené termodynamickeé potencialy.

Viz také http://www.aldebaran.cz/studium/statistika.pdf .



http://www.aldebaran.cz/studium/statistika.pdf

Tepelne kapacity

Definujme tepelnou kapacitu za konstantniho objemu a tlaku jako

X

09
ot

)

P

|

o9
ot

jp.

Pro vypocty jsou tyto vztahy nevhodné, nebot’ Q neni stavova veliCina a neexistuje tudiz
obecny vzorec pro Q jako funkce stavovych proménnych. OvSem za konstantniho objemu
mame z predchozich vztaht dQ = dU a podobné za konstantniho tlaku mame dQ =dH a

muzeme tudiz psat

X

Y
oT

)

p

|

ar
oT

)

, kde pro veli€iny U a H jizZ muzeme najit obecné vzorce.




PFiklady

Necht tfi proménné X, Y, Z jsou spolu svazané néjakym obecnym vztahem f(X, y, z) = 0.
Dokazte platnost vztahu

535

Dokazte platnost vztahu sz[%j dT + (ﬁj +p |dV.
oT )y oV );

(navod, uvazujte U jako funkci proménnych T a V a vyjadrete dU jako uplny diferencial
podle tvrzeni 3 véty o uplném diferencialu.

2
Dokazte vztah C -C, =-T (EN j ( P j :
oT oV J;

p




Thermodynamics - links

Useful Links (in english):

Simply connected space: https://en.wikipedia.org/wiki/Simply connected space

Pfaffian forms on Wolfram Mathworld: http://mathworld.wolfram.com/PfafflanForm.html

Exaxt differential on Wolfram Mathworld: http://mathworld.wolfram.com/ExactDifferential.html
Exaxt differential on Wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Exact differential
hermodynamics on Wikipedia: hitps://en.wikipedia.org/wiki/Thermodynamics

Internal energy on Wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Internal _energy

Enthalpy on Wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Enthalpy

Helmholtz free energy on Wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Helmholtz_free energy
Gibbs free energy on Wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Gibbs free energy
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Tepelna kapacita pevné latky

1. Klasicky vypocet (Dulong-Petitiv zakon)
2. Einsteinova tepelna kapacita
3. Debyeova tepelna kapacita

Klasicky vypocet bere pevnou latku jako mnozinu 3N nezavislych oscilatoru, Einstein
predpoklada totéz ale oscilatory bere jako kvantové a Debye povaZzuje za oscilator cely
krystal.

1. Klasicky vypocet: o __E

Ee " dE
p2 1 202 E_DO — ou
E=—+-mo’? E= - =kgT U =3NE =3Nk,T =3sRT, |C, =| — | =3sR.
2m 2 Te_"BTdE oT )y

Klasicky model tepelné kapacity je v souladu s namérfenymi hodnotami pro vysoke teploty,
nedokaze vsak vysvetlit jejich nizké hodnoty pfi nizkych teplotach.

E ... energie oscilatoru

s
kB

E ... stfedni energie oscilatoru
... latkové mnozstvi

... Boltzmannova konstanta

R ... molarni plynova konstanta



Einsteinova tepelna kapacita - odvozeni

Einstein tuto teorii vytvoril roku 1906, predpokladal chovani krystalu z hlediska energie jako 3N
nezavislych kvantovych oscilatorl, pfiCemz pro jeho energii pouzil vzorec, ktery pouzil Max
Planck v roce 1900 (chybny, liSici se konstantou, vysledek vSak vyjde spravny).

nha) nha)

Energie stavu n: E_ = NAiw, stiedni energie: nha)e kT / e , jmenovatel J je
n g J

ha) _hﬂ

geometricka fada s kvocientem ( = € T 1zej ji tedy sedist a mame J =1/ (1 q) 1/|1—e *eT

Zderivujme nyni J podle KgT, jak v pivodnim tvaru, tak také v se¢teném tvaru a dostaneme

nha) ho _hl 2

:—Znh we T = hwe ' |/|1—g kT

1
keT

Ovsem prvni ziskany vyraz Se SUmou je az na znaménko ¢itatel z pfedchoziho vyrazu pro stiedni energii a
dostali jsme tedy vzorec pro jeji soucet. Miizeme proto vyjadrit vnitini energii jako celkovou energii vSech
oscilatort (vyraz jesté upravime do hezc¢iho tvaru vydélenim exponencidlnim ¢lenem v Citateli a mame

10)

2 T
U=3NE=3N_"2_ CV:(G—UJ _3R| 2| €T
o ot ), kT ) (1o
e _1 ekBT _1




Einsteinova tepe

na kapacita

Pfedchozi  ziskany  vysledek milzeme  zapsat
v kompaktnim tvaru, zavedeme-li Einsteinovu teplotu
O ze vztahu 7w =K;O; a dostaneme vyslednou
tepelnou kapacitu

Oc
, O
_ ®E € ! _ ®E
C, —33R£ T J PURREY. —3SRFE(?j
e’ -1
e§
kde F.(&)=¢&7 ——— je Einsteinova funkce.

=

Poznamka: Spravny vzorec pro energii kvantove-
ho oscilatoru je ve skuteénosti (2 + n) hw ale
tepelna kapacita by vySla stejna, nebot’ koeficient
Y2 se projevi ve vysledné energii konstantou, ktera
derivovanim ve vzorci pro tepelnou kapacitu
zanikne.

https://en.wikipedia.org/wiki/Einstein _solid

http://www.wolframalpha.com/input/?i=f(x)%3D(1%2Fx)%5E2exp(1%2Fx
)%2F(exp(1%2Fx)-1)%5E2+plot+from+0+to+2
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KT / heo
P energie oscilatoru
P stfedni energie oscilatoru
S latkové mnozstvi
T absolutni teplota
O Einsteinova teplota
Kg Boltzmannova konstanta
N Avogadrova konstanta
R = NAkg molarni plynova konstanta
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Debyeova tepelna kapacita

Predpoklad: Atomy tvofi vazané oscilatory. Diskrétni feSeni by bylo obtizné, Debye proto
predpokladal spojité prostredi, v némz v omezené oblasti krystalu s nulovymi okrajovymi pod-
minkami vzniknou stojaté viny, jejichz mozné mody jsou ale omezeny tak, aby jejich poCet nepre-
kroCil poCet vSech stupnt volnosti 3N v krystalu.

1. Jednodimenzionalni pripad:

.. 0u 1%
Latkou se $ifi vlna splfiujici vinovou rovnici — = — — (budeme odted’ zkracovat — = 0,).
ox> ¢l ot? OX
Reseni snadno nalezneme metodou separace, kdy obecné feseni bude soudin prostorové a &asové &asti

ve tvaruU(X,t) = u, (X)-u, (t), pti€emz pro prostorovou ast feSenti plati okrajové podminky

u, (0) =u (L) = 0. Resenim je jednodimenzionalni stojat4 vina
. X
u(x,t) =u,sin (nntj cos(at).

Dosazenim do vinové rovnice vyse, dostaneme vztah mezi koe- 2(w)

S

ficienty @ = N (frekvence je tedy imérna n). Prirdstek poc-

tu stavti je dn=—dw = z(w)dw, kde jsme zavedli hustotu
TC,

stavll jako Z(w). @

Stfedni energii nebudeme pocitat a prejdeme k obecnéjSimu piipadu tfidimenzionalnimu (Slo ndm nyni jen
o0 princip vypoctu a o porovnani hustot stavii v riznych dimenzich).




Debyeova tepelna kapacita

2. Tridimenzionalni pripad:

. : : 1 ,
ViInova rovnice ve tfech dimenzich je tvaru Au = — 6t2u, kde A = Gi + Oi + 85 je Laplacetiv operator
C

S
v kartézske soutadnicove soustave. Piimocarym vypoctem se lze presveédcit, Ze jeji feseni v krychli
o stranach délky L s nulovymi okrajovymi podminkami na vSech sténach ve vSech Casech je

u(x,y,z,t) =u,sin (nanjsin(nyn%jsin(nznfjcos(a)t),

kde n,, n,, a n, jsou pfirozena Cisla, urCujici méd stojaté viny (zdporné hodnoty predstavuji stejnou
mnozinu modul, pouze s posunutou fazi o «, proto je z feSeni vyjimadme). Po dosazeni do vlnové rovnice
dostaneme vztah mezi koeficienty, ktery musi byt splnén ve vSech bodech a ve vSech ¢asech:

) 2
(%) (nZ+n2+n)= cﬁ
S
Tento vztah je disperzni relaci stojatych vin ale je mozné ho také chapat jako vztah mezi ptipustnymi
frekvencemi @ a médem urCenym trojici Cisel ny, Ny, a n,. Stejné frekvence Ize dosahnout jejich riznymi
kombinacemi. Napfiklad mody (n,, ny, n,) = (2, 1, 1) a (1, 2, 1) predstavuji dva rizné stavy se stejnou
frekvenci. Do celkové energie musime zapocitat prispévky od vSech modu, véetné téch se stejnymi
frekvencemi. K jejich sprdvnému zapocitani nam poslouzi hustota stavi, definovana v predchozim
jednodimenzionalnim ptipadé, jako koeficient imérnosti mezi piiristkem poctu stavii a prirtistkem
frekvence dn = z(w)dw. Ve vysledném stfedovani pres energie vS§ech modd, budeme v integralu pies
frekvence w nasobit hustotou stavii, aby se pro kazdou frekvenci zapocitaly vSechny mozné stavy.




Debyeova tepelna kapacita

Vzorec pro ptirtistek poctu stavil naj deme \4 prostoru proménnych n,, n,, a n,, v némz jednotka objemu
predstavuje jeden stav. Oznaéme R® = n -+ n + nZ jako polomér koule v prostoru stavli, dosazenim do
odvozeného vztahu mezi koeficienty Vlnove rovnlce dostaneme

Rt w  dR=_"do

mCe miC,

Pocet stavil je roven objemu v prostoru stavil, do kter¢ho dosadime posledni dva odvozené vztahy pro R:

3 3 3 2
S0 R =E dn = L 47R%R = =2

n= :
83 6n’cd X 8 21°Ce

dw,
kde koeficient 1/8 jsme pridali proto, Ze zapocitavame stavy jen v jednom oktantu stavového prostoru.

Porovnanim s defini¢énim stavem dw = z(w)dw pro hustotu stavil tedy mame
(viz graf vpravo)

Cw?
2(0) = — 0. Z
2n°C
Prispévek energie kazdého modu bude tyz jako u vypoctu 2(w)

Einsteinovy tepelné kapacity E_ = Ziw(n), kde ale na rozdil
od pifedchoziho mame pro jednu frekvenci vice moznych
stavil. N

Pro dalsi vypocty zaved'me koncentraci atomti N-=—

K
kde N je pocet atomi v krystalu a L3je celkovy objem krychle.




Debyeova tepelna kapacita

Debye omezil pocet stavﬁ tak, aby celkovy poéet stavﬁ nepfeséhl celkovy pocet stupni volnosti 3N, coz da

podminku “p
n=3N = j dn= I Va)D — W = \/18n2C3W
) S ~ 6n’c

Vsimnéte si, ze nezav1slym vypoctem dostavame formalné stejny vztah mezi frekvenci a poétem vztahu,
jako z disperzni relace na predchozim snimku.

Vnitini energie je pocet stupiili volnosti vynasobeny stiedni energii jednoho stupné volnosti. Na rozdil od
Einsteinova modelu, zde muize jedné frekvenci odpovidat vice stavl. Tedy pro kazdou frekvenci w je nutno
jeste stitedovat pies vSechny stavy, coz jsme oznacili jako (E):

nho

p Znha)e ks 7
U =3NE =3N [ 2(w)(E)d o, kde (E)="= - 2
0

_Nho 0 ho
kBT viz Einsteinova kBT
E e tepelna kapacita e -1

V obou sumach by méla byt energie shora omezena maxunalnim n odpovidajicim Debyeové frekvenci wp
podle vztahu n <= w nahofte ale pro naprostou vétSinu stavii, vzhledem k tomu, Ze hustota stavli z(w) roste
kvadraticky, by toto nastdvalo az u energii, pfi nichZ jsou exponencialni ¢leny v sumach zanedbatelne,

Zbytek vypoctu je nezazivny, uvedeme _D
pouze vyslednou tepelnou kapacitu. T ef g @
®p ... Debyeova teplota (7w =k 0,), C, =3sR-3| — J df 3sRF, T

0

F5 ... Debyeova funkce —




Termodynamicka prace krystalu

Uvazujme vektor posunuti u ¢asti povrchu krystalu dS = ndS, kde n je du n
normalovy vektor, na kterou plsobi sila dF = TdS kde T je plo$na hustota
sily. Celkova prace vykonana pfi elementarni zméné posunuti du bude

dF

dS
0
dA= [(T-du)dS = _[runjdu ds——j rydu )(nds) = —JaT(rijdui)dV =
S r,]n T Gaug,fova vV
0 0 : . "
= —J —7;; -du;+7; - —du; |dV, kde jsme zavedli tenzor napéti z;; vztahem ;n; = T,
OX; OX;

Zaporneé znaménko volime proto, ze za kladné napéti bereme pfipad, kdy krystal natahujeme,
sila dF na obrazku mifici ven ovSem odpovida natahovani krystalu, tedy napéti je zaporné.

Predpokladejme nyni, Ze krystal nepodléha dalekodosahovym silam objemového charakteru
(napfiklad gravitagni), tj. Ze na néj pusobi sily pouze pfes povrch, divergence hustoty sily
v objemu je tedy nulova, {j.

(Z)T( =0. Mame dA= —I—JdUT dv = —Id—rdV = j ( ideV.

zamena symetrle Tij !

daalox V Z&méng i<

Definujme tenzor malych deformaci ¢&; =§ 57+8—X . Pak |dA = —Ir de;dV |.
j .




Relativhi zména objemu

UvaZujme maly objem krystalu a napiSme pro né&j prvni termodynamicky zakon dU = TdS — dA
v objemovych hustotach jako du,, = Tds,, — da,,, kde veli¢iny oznacené indexem jsou
objemové hustoty vnitfni energie, entropie a prace, pricemz mezi hustotami a celkovymi
veliCinami plati

U=[udv, s=[sdv, A=[adv.
Vv V Vv
Porovnanim vyrazu pro praci s pfedchozim vysledkem mame da, = —Tijdé'ij a lze napsat
du, =Tds, +7;dé;.
Specialné pro anizotropni pfipad ma tenzor napéti diagonalni tvar
Ty =— p5ij
a po dosazeni do vyrazu pro objemovou hustotu prace mame
dv
da, = pé‘ijd‘c"ij = pdg; = pd(511+‘922 "'533) = pdTr(e) = pv

kde Tr(e) = g1 + &,, + £33 je stopa tenzoru malych deformaci, jehoz diferenciadl méa vyznam
relativni zmény objemu

dv
dTr(e) =dg; = —
(©)=de, =




Elasticita

Predpokladejme, Ze plati zavislost z; =f(T, ¢;) a uvazujme linearni deformace, pfi kterych plati
linearni vztah

coz je zobecnéni Hookova zakona pro anizotropni latku,

T.. :C Evry roo g A=f
i I kde C;; se nazyva tenzor elasticity.

Z mechaniky zname symetrie z; = 7;; @ ¢; = ¢;;. Co navic nam poskytuje termodynamika?
=da, —7,dée; —1p0e, — 10, — 7,08, — 708y, — 706, — Ty dEy — 75,064, — 7504,

Bude-li bud' T = konst nebo dqg, = 0, bude posledni vyraz Pfaffova diferencialni forma, ktera je
uplnym diferencialem a tudiz plati Eulerovy reciproCni vztahy pro jednotlivé Cleny vykonané
prace, coz lze zapsat jako

01, _ 0Ty

Ogq  0&;

L],k 1=1, 2,3, (i, J) = (k, I), (podminka s nerovnosti vybird pouze netrivialni identity)

Dokazali jsme, zZe tenzor elasticity je symetricky, kromé& zameény indexu v prvni a ve druhé
dvojici, také zaménime-li prvni dvojici s druhou dvojici v pfipadé adiabatické nebo izotermické
deformace.

Ukol: Na zakladé symetrii v(i&i zamé&nam index( spoditejte, kolik ma tenzor elasticity
nezavislych koeficientl pro trojklonny krystal, ktery vykazuje nejméné symetrii.




