Ceské vysoké uceni technické v Praze
Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska
Katedra fyzikalni elektroniky

Numerické simulace jeviu
v plazmatu pri pulzni laserové
depozici

Vyzkumny tukol

Autor prace:  Bec. Jan Nikl

Vedouci prace: Ing. Milan Kucharik, PhD.

Konzultant: Ing. Michal Novotny, PhD., FZU AV CR
Skolni rok: 2015/2016



Pred svazanim misto této stranky vlozZite zadani prace s podpisem dékana
(v jedné kopii prace bude list s origindlem podpisu).

Toto bude jediny oboustranny list ve Vasi préci!



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem predlozenou praci vypracoval samostatné a ze jsem uvedl veskerou
pouzitou literaturu.

V Praze dne 15.09. 2016 Be. Jan Nikl



Podékovani

Timto bych chtél podékovat svému skoliteli Ing. Milanu Kuchatikovi, PhD. za dlouhé
odborné diskuze, podporu, vstficnost a rovnéz za vécné rady a pripominky. Také bych
chtél podékovat svému konzultantovi Ing. Michalu Novotnému, PhD. za cenné zkusSe-
nosti a dlouhodobé vstiicny pristup.

Be. Jan Nikl



Nazev prace:

Numerické simulace jevti v plazmatu pri pulzni laserové depozici

Autor: Be. Jan Nikl

Obor: Informaticka fyzika
Druh prace: Vyzkumny ukol

Vedouci prace: Ing. Milan Kucharik, PhD.
Konzultant: Ing. Michal Novotny, PhD., FZU AV CR

Abstrakt:

Tato prace rozsituje drive vyvinuté 1D numerické modely pro simulace laserové ablace
a expanze plazmatu pii PLD depozici do 2D. Je pouzit lagrangeovsky jednotekuti-
novy jednoteplotni hydrodynamicky pristup v cylindrické geometrii. Robustnosti je
dosazeno vyhlazovanim vypocetni sité technikou ALE. Pro absorpci laserového zareni
mechanizmem inverzniho brzdného zateni je vyvinut novy efektivni algoritmus, ktery
je zalozen na globdlnim mapovani na pomocnou sit, kde jsou feseny stacionarni Max-
wellovy rovnice. Pro rovnici parabolického vedeni tepla je odvozeno semi-implicitni
diferenc¢ni schéma druhého radu konvergence. Riizné varianty rozkladu rovnice zacho-
vani energie jsou porovnany na uloze Teseni nelinedrni advekcéné-difuzni rovnice, pro
kterou je nalezeno analytické feseni. Vysledky simulace 1D tlohy ukazuji dobrou sho-
du s literaturou. Simulace ve 2D realisticky modeluji proces vzniku plazmové plumy.
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Numerical plasma simulations for pulsed laser deposition
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Abstract:

This thesis extends previous 1D numerical models for simulations of laser ablation
and plasma expansion during PLD deposition to 2D. Single-fluid one-temperature La-
grangian hydrodynamics is used in cylindrical geometry. ALE algorithm increases the
robustness by allowing computational mesh smoothing. A new effective algorithm
of laser absorption by inverse Bremsstrahlung is developed, that is based on global
remapping on an auxiliary mesh, where stationary Maxwell’s equations are solved. A
semi-implicit differential scheme of the second order is derived for the parabolic heat
conduction equation. Different splittings of the energy conservation equation are com-
pared on a non-linear advection-diffusion equation, for which an analytical solution is
constructed. The results of a 1D problem are in a good agreement with literature. The
simulations in 2D realistically model process of plasma plume creation.
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Uvod

Tato prace se zabyva problematikou numerickych simulaci metody pulzni laserové
depozice (PLD), ktera slouzi k pripravé tenkych vrstev. Diky své tloustce fadové nano-
metri az mikrometr maji unikatni strukturné zavislé vlastnosti, kterymi se odlisuji od
béznych objemovych materialu. Nalezly tak za poslednich nékolik desetileti uplatnéni
v mnoha odvétvich primyslu a jsou nadale zkoumany. Metoda PLD spociva v ablaci
materidlu masivnfho terce za pouziti intenzivniho laserového svazku (~ GW/cm?).
Vznika tak nad povrchem tzv. plazmovd pluma [T, 2], kterd se Sif{ prostorem vakuové
komory a néasledné material dopada na pripraveny substrat, na jehoz povrchu takto za
idealnich podminek roste epitaxné deponovana vrstva materiadlu. Zde se primarné sou-
stfedime na depozice ve vakuu s kovovymi pevnolatkovymi terc¢i [3], coz je historicky
nejbéznéjsi postup, prestoze vzhledem k flexibilité metody PLD je mozné deponovat i
keramické [4] ¢i organické materidly [5]. Dalsi variantou je naplnéni komory inertnim
plynem a to az do vyssich tlaku [6] nebo pfipadné i reaktivnim plynem [7].

Procesy pti metodé PLD mitizeme rozélenit pro potifeby numerického modelovani
do ¢tyr ¢asti: absorpce laserového zareni, ablace materialu terce, expanze plazmatu a
depozice na substratu [I]. Z hlediska popisu a numerického modelovéani tato prace nava-
zuje na predchozi préci [8], kde byly prvni tfi procesy simulovdny jednodimenziondlné
ve vyvinutém simulacnim kédu. Cilem této prace je model rozsitit do dvou dimenzi
a implementovat klicova rozsiteni, kterymi jsou drzeni pevné a kapalné faze a model
fazového ptrechodu, do dvoudimenziondlniho simula¢niho kédu PALE2 vyvijeného na
katedie KFE. Tento kod je totiz urcen predevsim pro simulace laserové ablace za vy-
razné vysSich intenzit dopadajictho laserového zafeni (~ 10'® W/cm?) napiiklad na
laserovém systému PALS, coz jsou o minimalné Sest fadu vyssi intenzity nez je bézné
u PLD. Z tohoto divodu musi byt kod rozsiten a modifikovan v mnoha smérech, aby
modely pokryvaly i tyto podminky, jak ukazala uz predesla prace. Z hlediska pouzi-
tych numerickych metod jsou si oba koédy blizké a v obou je pouzito jednotekutinové
jednoteplotni priblizeni, které bylo pouzito jiz v predchozi préaci a je vhodné pro simu-
lace laserového plazmatu pro fadové nanosekundové laserové pulzy [I]. Oba kédy jsou
také priméarné lagrangeovské, coz znamenad, ze se vypocetni sit pohybuje se simulova-
nou hmotou, takze je dosahovano vysoké presnosti u tloh s rychlou zménou objemu
latky, jako tomu je pravé u metody PLD, kdy vrstva fadové mikrometr silna po ablaci
expanduje do az centimetry velkého plazmového oblaku. Zasadnim rozdilem vsak je, ze
kéd PALE2 integruje metodu ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian), kterd umoznuje
dynamicky vyhlazovat vypocetni sit za béhu simulace [9] a tim omezuje problém cisté
lagrangeovskych kodu s deformaci site, ktery je zejména kriticky pri simulacich ve vice
dimenzich.

Jiz v predeslé praci bylo identifikovano nékolik problému pfi simulacich za niz-
kych intenzit (z hlediska laserového plazmatu), které jsou zde z ¢asti adresovany spolu
s dalsimi. Patii mezi né napiiklad revidovani modelu srazkové frekvence béhem ab-
sorpce laseru tak, aby odrazivost terce odpovidala skutecnosti. Dale vylepseni modelu
koeficientu tepelné vodivosti a nebo navazani schématu vedeni tepla a feseni rovnic
hydrodynamiky.

Mimo to se objevilo nékolik neoc¢ekavanych problémi, které musely byt feseny



pro dosazeni realistickych 2D simulaci. Vyskytly se problémy s modelem absorpce la-
serového zareni a vedeni tepla, které bylo nutné prizpusobit podminkam ablace za
nizkych intenzit laseru, ale které se v 1D nevyskytovaly a nebyly tak zpocatku oceka-
vany. Vychozim bodem pro oba problémy je rovnice diferencialniho zdkona zachovdni
energie, kterd podle [9, kapitola 6] a [8, kapitola 3.2] v lagrangeovskych souradnicich
mé podobu:

g@z—pv-ﬁ—v-f—v-fv. (1)
ot

Clen divergence Poyntingova vektoru absorbovaného laserového zafeni I predstavujici
jeden ze zdrojovych ¢lenti rovnice je jednim z téchto problémii, protoze absorpce lase-
rového zareni je oproti 1D vyrazné komplikovanéjsi a ukézalo se, ze doposud pouzivané
modely pro ucely simulace metody PLD nepostacuji. Proto byl vyvinut novy algorit-
mus absorpce laseru zalozeny na TeSeni stacionarnich Maxwellovych rovnic, ktery je
popsan v kapitole [I}

Druhym problematickym ¢lenem v je divergence toku tepla W, ktery zastu-
puje prispévek uzavirajici rovnice vedeni tepla. Numerické schéma vedeni tepla bylo
vsak na rozdil od zbytku schématu pouze prvniho fadu konvergence v case. Pro zis-
kani presnéjsich vysledkt bylo proto odvozeno, implementovano a otestovano schéma
druhého Fddu konvergence. Tématu vedeni tepla se celkové vénuje kapitola [2]

Zbyla cast prace je rozdélena na kapitolu |3 kterd se zabyva diive zminénou
technikou drzen{ pevné a kapalné faze a modelem fazového prechodu. Kapitola [4] pak
prezentuje dosazené vysledky realistickych numerickych simulaci 1D a 2D tloh a po-
rovnava je s 1D kédem a literaturou.



1 Absorpce laserového zareni

V ramci Bakalafské prace [§] byly pouzity pro simulace PLD dva algoritmy vypo-
¢tu absorpce laserového zareni mechanizmem inverzniho brzdného zdreni. Prvnim byla
absorpce na kritické hustoté, kdy je veskery absorbovany vykon laseru koncentrovan do
jediné nadkriticky husté bunky. Takovyto algoritmus lze primo rozsitit pro 2D simulace
pri predpokladu dopadu paralelnich paprsku a bézné se tedy pouziva v kodu PALE2.

Nicméné jak bylo konstatovano uz u 1D simulaci, pro realistické modelovani je
nutné pouzit druhy algoritmus, ktery je zalozeny na feSeni staciondrnich Maxwello-
vych rovnicich [10, 1], 12]. Tento prevzaty kéd dokaze sestavit a vyfeSit soustavu
rovnic popisujici odrazy laserového zafeni na rozhrani vypocetnich bunék a absorpci
uvnitt bunék za predpokladu homogennich veli¢in uvnitt. Na rozdil od predeslého pti-
padu nelze efektivné algoritmus rozsitit pro 2D ulohy, protoze vzhledem k deformaci
vypocetni sité by dochazelo k odrazu od sklonénych rozhrani, ¢imz by obecné vznikla
zavislost absorbované energie kazdé vypocetni bunky na vSech ostatnich, coz by pri
vypoctu enormné zvysovalo vypocetni naroky simulace.

Jeden mozny pristup feseni vlnové rovnice v nehomogennim prostiedi popisujici
siteni laserového zateni je pouziti raytracingu, kdy je sledovan odraz nékolika paprski,
¢imz situaci s multi-odrazy aproximativné vyresime. Kody zalozené na raytracingu jsou
aktivné vyvijeny na KFE [13] a v dobé psani této prace byly uz i pokusné integrovany
do kédu PALE2.

Jiny ptistup, ktery byl vyvinut v rdmeci této prace, je zaloZen na mapovani (in-
terpolaci) potfebnych simula¢nich veli¢in na pomocnou obdélnikovou vypocetni sit,
kde miuzeme aplikovat 1D absorpéni kéd na jednotlivé fadky ¢i sloupce (dle orientace
sité vuci laseru) jiz zcela nezavisle. Timto postupem ovsem zcela zanedbdvame zménu
sméru paprsku pri Sikmém dopadu odrazem ¢i lomem, presto vsak dava tento absorpcni
algoritmus velmi dobré vysledky jak pro 1D tlohy (resp. radidlné uniformni), kde by
mél byt vysledek teoreticky totozny s 1D simulaci, tak i u 2D tloh (viz. kapitola [4)).

Jiz v predeslé praci se ukazalo, ze je nutné revidovat vypocet srazkové frekvence,
ktera je klicovym parametrem pri absorpci mechanizmem inverzniho brzdného zareni.
Konkrétné relativni komplexni permitivita, ktera ovliviiuje Siteni elektromagnetickych
vin v latce, pouzita ve stacionarnich Maxwellovych rovnicich je uréena jako:

w2

A pe
&=1 wr(wg +iv) @)
kde znaci wye elektronovou plazmovou frekvenci, wy, = 2me/Ar, dhlovou frekvenci mo-
nochromatickych vin laserového zareni (A, vlnova délka vin) a v srazkovou frekvenci
interakce elektronti s jinymi ¢asticemi, pti které dochazi k vymeéné energie a tim k ab-
sorpci energie prochézejici elektromagnetické viny. Blizsi popis algoritmu zalozeného
na stacionarnich Maxwellovych rovnicich je mimo rozsah tohoto textu, ale lze jej nalézt
napiiklad v [12]. Nésledujici podkapitola se pak zabyvéa globdlnim modelem srazkové
frekvence, ktery se v kodu pouziva.
Druhé podkapitola popisuje samotny algoritmus mapovani (interpolace) fyzikal-
nich veli¢in na pomocnou obdélnikovou sif, ktery byl vytvoren a ovéren. Absorpce
laserového zareni se po provedeni vlastniho mapovani redukuje na pouhou iteraci 1D
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absorp¢niho kédu v jednotlivych smérech paralelnich dopadajicich paprski.

1.1 Model srazkové frekvence

Globélni model srazkové frekvence vychéazi z clanku [I4]. Celkové model plné
pokryva pottebny rozsah pro bézné hydrodynamické simulace ablace pevnolatkového
terce tj. teploty v rozpéti fadové od pokojové teploty az k teplotam 10 eV. V limité pro
vysoké teploty je dobfe platna klasicka elektron-iontova srazkova frekvence ve Spitzer-
Hdarmové aproximaci [15]:

4 7 e*mon
= Vor——— """ 1nA 3
VsH 3 W(mel{jBT)3/2 n ’ ( )

kde n. zastupuje elektronovou hustotu, kterou za predpokladu kvazineutrality ur¢ime
jako n. = Z 0/(A my). Vyraz In A symbolicky zna¢i Coulombuv logaritmus, ktery

vypocitame jako In A = max(2, \/1 + (bmaz/bmin)?) [12]. Symboly baz & bypn 0znacuji
maximalni a minimélni zamérny parametr, které jsou dany vztahy:

. ,/kBT/me (4)

bmax - bl
max (Wpye, wr,)

b ma ze h (5)
min — X ) .
k‘BT \/mekBT

Naopak pro nizké teploty pod trovni Fermiho teploty, ktera naptiklad pro hlinik
¢inf ptiblizné 11.7 eV a 7.0 eV pro méd [16], je plazma silné degenerované a v pevné ldtce
musime uvazovat elektron-fononovou interakei tj. vznik kvant vibraci krystalové mrize
rozptylem urychlovanych elektront. Podle [14] je srdazkova frekvence elektron-fononové
interakce v limité chladného plazmatu priblizné rovna:

62]€BT
6

pricemz vp zastupuje Fermiho rychlost, kterou vypocitame jako vy = hv/3m2n./me.
Multiplikativni konstanta kg pak umoznuje tento obecny teoreticky model prizpiisobit
empirickym hodnotdm pro konkrétni pevnou latku (viz. déle).

Uvedené dvé srazkové frekvence priblizné platné pro ruzné teplotni rozsahy jsou
nasledné interpolovany v celém rozsahu pomoci harmonického pruméru:

Vel-fonon = ka

-1 —1 -1

v = Vgsyg + Uel—fonon : (7)

Ve stfedni oblasti okolo Fermiho teploty ovSsem model tvoreny touto pfimou in-

terpolaci neredlné nadhodnocuje srazkovou frekvenci (Obr. , protoze by stiredni volna

draha elektront byla mensi nez charakteristickd vzdalenost mezi ionty [14]. Z tohoto
diivodu je do modelu pridano kritérium omezujici srazky pod droven:
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5 1/3
V< (47”%) | (8)

kde v, = \/v% + kgT/m, je charakteristickd rychlost elektroni prechdzejici od Fer-
miho rychlosti v pevné latce (limita nizkych teplot — degenerovaného plazmatu) k te-
pelné rychlosti volnych elektronit v horkém plazmatu (limita vysokych teplot — ide-
alniho plazmatu). Veli¢ina n; pak znac¢i iontovou hustotu, kterou vypodcitame jako
n; = o/(A my).

Pro uzptsobeni teoretického modelu srazkové frekvence empirickym hodnotam
odrazivosti R objemového materidlu zavedeme komplexni index lomu 7, ktery je uréen
jako 1% = &,, kde &, mame definovano vztahem . Pro odrazivost pri kolmém dopadu
z vakua pak plati:

A—1

R =
n+1

9)

Zpétnym vypoctem pii dosazeni parametri odpovidajicich pevné latce a stredni
ionizace ziskdme konstantu kg v @ Pro hlinik ve viditelné oblasti tak podle ¢lanku
[14] dostéavame hodnotu kg = 9.4. Pro méd po dosazeni A\, = 0.266 ym, Z = 4.4, A =
63, 0 = 894 g/em® R = 0.34, T = 0.0258 eV [17] ziskdvdme hodnotu piiblizné
ks = 435.

VsH
V{fl—fonon 1

v

Ve / To

srazkova frekvence (s™')

10? 10° 10' 10 10° 10*
teplota (eV)
Obr. 1: Srovnani srazkovych frekvenci pro méd (vgy — Spitzer-Harmova aproximace,

Vel-fonon — €lektron-fononové srazkova frekvence, v — harmonicky prameér vsg a Ve fonon
ve/To — omezujici kritérium).

Tento model resp. prevzaty koéd absorpce laseru se celkové osvédcil jiz v Ba-
kalarské praci pro simulace ablace hliniku, ale v simulacich s médénym tercem misty

hrubé podhodnocoval absorpci, coz bylo zptisobeno fixni hodnotou konstanty kg v kodu.
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Opravou koédu a s pouzitim vypocitané hodnoty pro méd pak byly provadény vSechny
vypocty uvedené v této préci.

Za zminku vsak stoji prakticky fyzikalni problém pri simulacich s timto modelem,
ktery spociva v samozesilujici se absorpci laserového zareni pii ablaci. To je zptisobeno
rostouci zavislosti srazkové frekvence na teploté. Modul relativni permitivity totiz
roste se srazkovou frekvenci a tim i teplotou, ale podle @D bude klesat odrazivost
terce, takze do terce pronikne vétsi podil intenzity a terc¢ jej bude absorbovat. Tim
jsme ovsem dospéli k nestabilnimu vyvoji, protoze absorpce povede opét k ohfevu a
zvysovani teploty. Toto vede k rychlému ohfevu terce, ale také timto mechanizmem pak
mohou v simulaci nartistat sitici se poruchy. Z téchto divodu je potieba v simulacich
opatrné volit dostatecné jemnou vypocetni sif v oblasti absorpce.

1.2 Algoritmus mapovani na pomocnou vypocetni sit

Pro pouziti 1D absorpéniho modelu bylo nutné vyvinout mapovaci algoritmus,
ktery v podstaté vhodnym zptisobem interpoluje veli¢iny lagrangeovské sité na pomoc-
nou obdélnikovou sif. Cely proces mapovani se sklada z nékolika c¢asti, které budou
popsany v nasledujicich podkapitoldch, pficemz je na zévér v kapitole [1.2.5 uvedena
ukazkova /testovaci iloha demonstrujici funkénost metody a v kapitole konkrétni
aplikace algoritmu na absorpci laseru. Samotnému algoritmu predchazi postup genero-
vani pomocné vypocetni sité popsany v prvni podkapitole. Obecné je vSak algoritmus
nezavisly na volbé sité, ale pouze vyzaduje, aby:

1. pomocna vypocetni sit prekryvala ptivodni sit,
2. byla obdélnikova
3. a také aby v kazdé bunce pomocné sité lezel nanejvys jeden uzel sité ptuvodni.

Posledni bod muze byt ovSem obtizné bezpecné splnit, takze algoritmus ovéruje plat-
nost tohoto predpokladu.

Na zakladeé téchto predpokladu byl vytvoren efektivni algoritmus mapovani, ktery
je navic vhodny pro paralelizaci, ktera pak byla provedena pro symetricky multipro-
cesing na CPU v OpenMP® [I8] a téz pro GPGPU na grafickych kartach NVIDIA®
v CUDA® [19]. Zrychleni S = T,/T, (T ¢as béhu sériového kédu, T, ¢as béhu paralel-
niho kédu) dosahovalo u ¢tyr-jadrového procesoru Intel Core i7 s Hyper-Threadingem
(2 vlakna na jedno fyzické jadro) az S < 1.9. U grafické karty NVIDIA GTX950 bylo
zrychleni v rozsahu 2 $ S < 3 v zavislosti na tloze, konfiguraci atd.

Samotnym mapovanim mame namysli prfepocet objemovych hustot aditivnich
veli¢in z bunék jedné konec¢né sité na jinou tak, aby opét sitova funkce aproximovala
spojitou veli¢inu, v tomto pripadé za predpokladu aproximace po ¢astech konstantnimi
funkcemi (stfedni hodnotou pres objem). Algoritmus mapovani je Cisté geometricky a
je tedy zalozen na urceni vSech priseciklt hran obou siti. Miizeme proto presné dodrzet
zvolenou aproximaci, takze je postup zcela konzervativni z hlediska veli¢in (az na za-
okrouhlovaci chyby apod.). Zaroven jej mizeme oznacit za globdlni, protoze vypocetni
sité jsou navzajem nezavislé a lisi se tak od lokalnich algoritmii mapovani, které naopak
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predpokladaji jen malé vzajemné posunuti jinak shodnych siti, jako je tomu naptiklad
v ALE kddech vcetné pouzivaného simulacniho kédu PALE2 [9]. Celkové algoritmus
poskytuje vysokou presnost a flexibilitu mapovéni [20], ale to je kompenzovano vyssimi
vypocetnimi naroky, které zde ovSsem snizujeme za efektivniho pouziti vSech recenych
predpokladii. Geometrii problému umoznuje algoritmus pouzit kartézskou a nebo cylin-
drickou (smér dopadu laseru ovsem musi byt v axidlnim sméru).

Pro odvozeni zavedme sité A a B, kde sift A odpovida puvodni lagrangeovskeé siti
a sit B pomocné obdélnikové siti. Pokud oznacime cpfj, gofj hustotu velic¢iny na siti A a
B v bunce (i, j) odvozené od spojité hustoty veliciny ¢ a Vifj‘-, Vﬁ objemy bunék siti
A a B v bunce (7, j) (pro zjednoduseni zapisu je objem minén dle kontextu mnozinové
i ciselné tj. Vi = fofj dV). Pak vypocitame gpfj z gofj jako:

1 1 1
A

A dV:—/ dvz—§:/ AV ~
AT /v L 72 P T VAL v ¥

B A .
kot Via Vil ikl
S 4V = ST BVAE | (10)
VA LPRL o a YT A 2 PR ik
ij ki Viea Vi ij Kl

kde V;fj“_,‘ﬁ = fozﬂVif} dV predstavuje parcidlni objem vypocetni bunky (7,) na siti
A spoleény s bunkou (k,[) sité B. Uréeni téchto parcidlnich objemu nezavislych na
mapované veli¢iné je cilem algoritmu, kdy libovolna pripustné velic¢ina je pak mapovana

pouze vypoctem uvedené sumy.

1.2.1 Generovani pomocné vypocetni sité

Pred prvnim krokem celkového algoritmu probihd vygenerovani pomocné vypo-
cetni sité, ktera podle predpokladii uvedenych vyse musi pokryvat ptvodni sit, byt
obdélnikova a do bunky pomocné sité muze spadat maximalné jeden uzel ptuvodni sité.
Zaruceni téchto predpokladii pti generovani pomocné sité je samo o sobé naro¢nou ulo-
hou, ale vzhledem k tomu, zZe je zddouci provadét absorpci laseru na hustsi vypocetni
siti, neni na zavadu, ze pomocna sit nebude minimalizovat pocet bunék. Splnén tedy
bude pouze 1. a 2. predpoklad, zatimco 3. teoreticky zajistén neni, ale vzhledem k vyssi
hustoté sité je prakticky velmi pravdépodobné, ze splnén bude a vzhledem k tomu, ze
nasledujici faze algoritmu je schopna poruseni tohoto predpokladu rozpoznat, nehrozi
riziko nedefinovaného chovani.

Nejprve jsou sefazeny souradnice vSech uzlti ptivodni vypocetni sité podle kazdé
souradné osy zvlast. S prihlédnutim k tomu, ze nasledujici krok je priumérovani sourad-
nic pres prumeérovaci okno nastavitelné délky, neni nutné radit souradnice pod troven
téchto primérovacich oken. Byl proto s vyhodou pouzit fadici algoritmus rekurziv-
ntho rychlého razeni (Quicksort) modifikovany tak, ze ukoncovaci kritérium obsahuje
navic podminku, Ze prvni a posledni fazeny prvek se nachézeji ve stejném priamérova-
cim okné. Poté provedeme vlastni priamérovani v téchto oknech o délkach N;*9, N9
a pritom si také ulozime celkové nejmensi a nejvétsi soufadnici. Pokud x{* a yjm
jsou sefazené soufadnice uzll s indexy 1...N, + 1 resp. N, + 1, kde N, a N, jsou
pocty vypocetnich bunék v x a y (pro jednoduchost predpokladejme délitelnost poctu

14



vg

uzli N9 a N;”g), pak pruméry pres prumérovaci okna a mezni soutadnice (xy" a

avg ) : ( 1 . k )
TN, +1)/Navo41) JSOUV 2 (a analogicky v y):
.
j=1..N29 J
iNg(cwg+1
avg _ sort avg . avg
x; = > ;) J/N¢ proie€ {l...(N,+1)/N9} |
G=(i—1)NF"I+1
avg sort
x avg - max o
(Na;+1)/Nx +1 ]ZNE*N;UQ+2NI+1 J

(11)

V druhém kroku algoritmus nabizi dvé mozné strategie oznacené jako ,klasicka*

a ,dudlni“. Pii ,klasické“ strategii (Obr. pouzijeme pro dalsi postup vypocitané

priméry z7, yi* a pfitom prvni a posledni nahradime ulozenym minimem a maxi-
mem:

i =57,
phlas =2 proie{2...(N,+1)/N®™s — 1} (12)
TNC) NS = TN 1N

Pokud je ovSsem velky rozdil mezi extrémem a nahrazovanym primeérem, mohlo by
dojit k velkému zredéni sité napriklad na cele plazmové plumy (viz. kapitola {4)), coz by
mohlo mit velmi negativni vliv na presnost simulace. Z tohoto divodu byla vytvorena i
,dudlni® strategie (Obr. , pri které se zprumeéruji kazdé dva po sobé jdouci prameéry
z predeslého kroku:

Icllual — xgvg 7

gdual = (] + x"7)/2 proi € {2... (N, +1)/N®9} | (13)
dual __ _avg

x(Nerl)/Ngvngl - x(Nz—H)/Ng”g-i—l .

Je-li vSak sif velmi malo deformovana, pak naopak touto strategii nadmérné zhustu-
jeme sit. Vzhledem k uvedenému se pouziva ,dudlni* strategie pro podélny smér (vici
paprskium laseru) a,klasickd“ pro pri¢ny smér.

Prostrednictvim jedné ¢i druhé strategie ziskame vektor soutradnic, ve kterém se
mohou, zejména pri pouziti malych primérovacich oken, vyskytovat duplicitni nebo
velmi blizké hodnoty. Musime proto tyto souradnice vyfiltrovat kritériem na minimalni

‘ klas/dual klas/dual ref (,.avg avg £
povolenou vzdalenost (z;, —x; ) > €@y ) ava @), kterd je odvo-

zena od celkové velikosti vypocetni sfté nasobnou konstantou "¢/ (pouzivand hodnota
byla €%/ = 1.0 - 107%). Déle je nutné navysit maxima v obou soufadnych oséch, pro-
toze zbytek algoritmu povazuje za pomocné vypocetni bunky zdola uzaviené a shora
oteviené intervaly mezi uzly (viz. déle), takze by maximdlni prvek jiz nespadal do
zadné z pomocnych bunék. K tomuto tcelu slouzi dalsi konstanta, ktera udava po-
mér mezi pridanym inkrementem a velikosti posledni (tj. u uzlu s nejvyssi souradnici)

butiky (nastavena byla na 1.0 - 107*). Protoze by mohla takto vznikld sit byt velmi

) e . , s _ klas/dual , 1
nehomogenni, provadime té7 laplaceovské vyhlazeni sité. Pokud jsou z**/™ ziskané
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(a) ,klasickd“ strategie (b) ,,dudlni“ strategie

Obr. 2: Porovnani obou strategii generovani pomocné vypocetni sité pri nastaveni troj-
nasobného zjemnéni bez vyhlazeni (plné puvodni sit, ¢drkované pomocna sit).

polohy, pak vyhlazené polohy (bez okrajovych prvki) budou /el — (gHas/duel |
9 tas/dual +xfials/ dualy /4 Nakonec ekvidistantné rozlozime rovnomérné stanoveny pocet

radki/sloupci pomocné vypocetni sité mezi ziskané souradnice.

1.2.2 Sparovani vypocetnich uzlii s pomocnymi bunkami

Prvnim krokem algoritmu je sparovani vypocetnich uzla ptvodni sité s vypocet-
nimi bunkami pomocné sité. Tato c¢ast algoritmu je navrzena obecnéji, takze nevyza-
duje druhy predpoklad na maximalné jeden uzel ptvodni sité v bunce sité pomocné,
ale dokaze poruseni tohoto predpokladu detekovat a nedovolit dalsi béh algoritmu.

Nejprve je iteraci pres uzly ptuvodni sité nalezena pro kazdy uzel prislusna bunka
pomocné sité, do které spada. Jelikoz plati predpoklad na pokryti ptuvodni sité po-
mocnou siti (a konecnost siti), musi takovato burika existovat. Pokud tomu tak nen,
i v tomto pripadé kéd toto rozpoznd a navrati chybovy kod. Prohledavani vzhledem
k tomu, ze pomocnd sif je obdélnikova (burka je kartézskym soucinem zdola uza-
vienych a shora otevienych intervali souradnic), lze provadét nezavisle podél kazdé
ze soutadnych os zvlast. Nalezené indexy pomocné bunky jsou ulozeny do struktury
prislusné uzlu ptavodni sité a je navyseno pocitadlo poc¢tu uzli pivodni sité v bunce
pomocné sité. Jako pocatecni odhad pro prohledavani je pouzit prepocet indexu uzlu
na pomocnou sit nasobenim pomeérem poctu uzli pomocné sité vici uzlim ptvodni sité
(pfi stejném linedrnim indexovani). Celou iteraci muzeme provadét paralelné a inkre-
mentaci pocitadla separovat, aby nedochazelo ke kolizim, a nebo nahradit atomickou
operaci pro inkrementaci. Nicméné se neukazal zretelny prinos paralelizace na CPU
v této casti, takze kod je zde provadén sériove. Na modernich GPU naopak vyuzijeme
efektivni implementace atomickych operaci [19].

Nasledné alokujeme pole potiebnych struktur pomocné sité pro ulozeni indext
uzlt puvodni sité a distribuujeme je mezi pomocné bunky podle vySe zminénych po-
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¢itadel. V paralelizovaném kédu (opét pouze GPU) provedeme kumulativni soucet po-
¢itadel, ¢imz urc¢ime primo indexy uvnitt pole struktur pro kazdou pomocnou bunku.
Pocitadla poté vynulujeme.

Déle provedeme inverzni pritazeni, tedy tak, aby pomocné bunky nesly informace
o uzlech ptvodni sité v nich obsazenych. Provedeme proto (paralelné na GPU) iteraci
pres uzly puvodni sité a v bunice pomocné sité, jejiz indexy jiz mame uloZené, (ato-
micky) inkrementujeme pocitadlo a z jeho hodnoty uréime index struktury pro ulozeni
index1 uzlu, kterou naplnime.

Pokud nékteré z pocitadel nese hodnotu vétsi hodnotu nez jedna, dalsi kod jiz
vykonavat nebudeme. V opac¢ném pripadé pokracujeme v algoritmu podle dalsi kapi-
toly.

1.2.3 Nalezeni prusecikt

Druhym krokem algoritmu je hledani prisecikt hran obou siti. Nejprve urcime
jejich pocet, ktery je diky tomu, Ze je pomocna sit obdélnikova, dan pro hrany ptvodni
sité jejich manhattonovskou vzddlenosti v linearnich indexech bunék pomocné sité (pro
hranu s polohou pocatecniho uzlu (z1,y;) a koncového (Zy,¥s2) je rovna |T; — Ta| +
|41 — ¥2]). Mizeme pak alokovat potfebné struktury a distribuovat je hrandm puvodni
sité podobné jako v minulé podkapitole.

Néasledné prochézime paralelné jednotlivé hrany ptvodni sité a hledame jejich
pruseciky s hranami pomocné sité, pricemz nalezené body ukladame pouze do struktur
pivodni sité, abychom zabranili kolizim. Pti samotném hledani prisecik postupujeme
tak, Ze si nejprve ur¢ime zda-li je hrana spiSe horizontalni (Az| > |Ay|; Az = &y —
T1 a Ay = Yo — 1) ¢ vertikdlni (Az| < |Ayl|). Toto mé vyznam jednak aby pii
dalsim vypoctu nedochazelo k velkym numerickym chybam, ale zaroven nemohla nastat
situace vedouci k déleni nulou pfi vypoctu jejich smérnice.

Poté prochazime bunky pomocné sité od jednoho uzlu hrany k druhému, pricemz
indexy téchto bunék jiz mame z minulého kroku. Algoritmus je v pseudokdédu uveden
vyse (Alg. . Ptechod z jedné bunky do dalsi probiha tak, Ze podle rozdilu soutradnic
rozhodneme, do kterého kvadrantu hrana sméfuje a podle toho zvolime obvodovy uzel
bunky pomocné sité v daném kvadrantu (brano relativné vudi stfedu bunky). Zbyva
pak rozhodnout, jestli hrana ptvodni sité protina svislou a nebo horizontalni hranu
vychazejici z tohoto uzlu. Pokud je hrana ptvodni sité spise horizontalni, dopocitame
polohu na hrané yprane = (Tuzer — Z1)AY/AY + Y1, kde (Zyzer, Yuzer) Predstavuje polohu
tohoto uzlu. Porovnanim s y,,..; rozhodneme, zdali se jedné o hledany prusecik v tomto
pripadé na svislé hrané a nebo lezi na vodorovné hrané a musime postupovat opac¢nym
vypoctem Tprana = (Yuzet — Y1) AZ /Ay + 1. Kdyz je hrana spiSe vertikalni, cely postup
je obraceny. Poté polohu priisec¢iku ulozime a prejdeme do sousedni bunky pomocné
sité v daném sméru.

Na GPU jsou paralelné kromé vypoctu prusecikii také za pomoci atomickych
operaci navysovana pocitadla priasecikii hran pomocné sité, ale na CPU tato ¢ast bézi
oddélené sériové. Inverzi pritazeni provadime obdobné jako v minulé kapitole, ale navic
dalsi ¢ast algoritmu vyzaduje sefazeni priseciki podle souradnic na hranach pomocné
sité. Vzhledem k tomu, ze predpoklddame hustsi pomocnou sif, prusecikii na jedné
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hrané obvykle bude velmi malo, takze jsou vhodné radici algoritmy s minimalnimi né-
roky, byt s vyssi asymptotickou slozitosti. Z téchto duvodi je pouzito na GPU Shellovo
razeni a na CPU razeni vkladdnim primo pri inverzi pritazeni, tedy sérioveé, protoze
opét zrychleni bylo pti paralelizaci témér neprokazatelné.

Alg. 1 Vypocet priseciku hrany ptvodni sité s hranou sité pomocné.
if (Az>0)V (Az=0AAy >0) then

Ady +— +1
else
Ai, +— —1
end if
if (Ay>0)V (Ay=0AAz <0) then
Ay +— +1
else
Aty <+ —1
end if

(Tuzel, Yuzer) < POLOHA UZLU RELATIV NE(Aig, Aiy)
if |[AZ| > |Ay| then
Yhrana (xuzel - fl)Ag/Aj + gl
if (Azy >0A Yhrana < yuzel) \ (Azy <OA Yhrana > yuzel> then

Thrana < Tuzel
else
Yhrana < Yuzel
Thrana < (yuzel - ?jl)Af/Aﬂ + :i'l
end if
else
Thrana (yuzel — @1)Ai/‘/A§ + j1
if (Alw >0A Thrana < xuzel) V (Alx < 0OA Lhrana Z xuzel) then
Yhrana S Yuzel
else
Thrana < Tuzel
Yhrana — (muzel - jl)Ag/Aj: + gl
end if
end if

1.2.4 Vypocet parcialnich objemu

Poslednim krokem vlastniho algoritmu je vypocet parcialnich objemu vyskytuji-
cich se ve vztahu . Nejprve urcime pocet potiebnych struktur pro parcialni objemy
bunék pomocné sité. To provedeme (paralelni na GPU) iteraci ptes hrany ptuvodni sité
(abychom zbytecné neprochézeli prazdné buriky pomocné sité) a (atomicky) inkremen-
tujeme pocitadla v kazdé bunce pomocné sité, kterou hrana prochazi. Lze nahlédnout,
ze pocet parcialnich objemt v kazdé bunce je mensi nebo roven poc¢tu hran ji pro-
chazejicich plus jedna. Poté alokujeme tyto struktury a distribuujeme je podobné jako
v minulych kapitolach.

18



Déle chceme aplikovat tentyz postup pro bunky puvodni sité, ale zde je na rozdil
od predeslych podkapitol problém v tom, Ze nemame apriorni znalost poc¢tu parcialnich
objemi v ni obsazenych. Bylo by mozné tento pocet urcit algoritmicky prochazenim
hran podobné jako tomu bude v dalsim textu, ale vzhledem k optimalizaci pro ma-
ximalni rychlost algoritmu na tikor paméti, pouzijeme pouze hruby nadhodnocujici
odhad. Tim je v tomto p¥ipadé obsah (ve smyslu linearnich indexti pomocnych bunék)
minimalntho obdélniku ohranic¢ujictho bunku ptvodni sité.

Néasleduje vypocet parcialnich objemti bunék pomocné sité, kdy pri iteraci pres
bunky pomocné sité mize byt kod zcela paralelizovan diky nezavislosti vypocti. Nej-
prve musime odlisit komplikovanéjsi pripad, kdy se v buince nachazi uzel ptivodni sité,
od toho, kdy bunkou prochazeji pouze hrany ptvodni sité.

Pri prvni varianté se zabyvame specialné pouze hranami vychézejicimi z uzlu pt-
vodni sité a jejich pomocnymi parcialnimi objemy, protoze findlni vypocet parcialnich
objemt musi probihat spolecné s ostatnimi hranami (ale s pouzitim jiz urcenych po-
mocnych parcidlnich objemt). Spocitame si ,levy* pomocny objem viéi hrané v jejim
kvadrantu (vaci uzlu pomocné sité), ktery je roven objemu pruniku vlastni bunky po-
mocné sité s levou polorovinou (tj. po levé normadle) hrany (orientované ve sméru k ob-
sazenému uzlu) a s kvadrantem v némz se hrana vaci uzlu nachdzi (Obr. 3)). ,Pravy®
pomocny objem (tj. po pravé norméle hrany) je pak doplitkem do objemu kvadrantu
(v pruniku se samotnou bunkou). Prochdzime nésledné hrany proti sméru hodinovych
rucicek (pouze konvence) a pomocny parcialni objem pro buriku ptivodni sité uzaviené
mezi dvéma po sobé jdoucimi hranami je roven souctu ,,pravého® objemu prvni hrany,
slevého“ objemu druhé hrany a souctu objemu kvadranti, které jsme preskocili pti pre-
chodu od kvadrantu prvni hrany ke kvadrantu druhé. Pokud se obé hrany nachazeji ve
stejném kvadrantu soucet objemi preskocenych kvadrant polozime roven minus ob-
jemu kvadrantu, ve kterém se nachézeji, jestlize jsou v ném v sousledném poradi, ¢imz
de facto celkové pocitame objem kvadrantu minus ,levy® objem prvni hrany minus
Spravy“ objem druhé hrany, tedy skuteéné pomocny parcialni objem seviené bunky.
Pokud by byly v kvadrantu v opa¢ném potadi, znamena to preskoceni vSech tii zbylych
kvadrantti, takze miizeme secist objemy téchto kvadranti a nebo pouzit vypocet jako
v prvnim pripadé a dopocitat doplnék do objemu bunky pomocné sité.

)4

Obr. 3: Pomocné objemy v burice pomocné sité pro nekonvexni bunku pavodni sité (1
— Llevy“ pomocny objem, 2 — preskoceny kvadrant, 3 — ,pravy“ pomocny objem).

Druhy pripad nastava, kdyz bunkou pomocné sité prochazi pouze hrany ptivodni
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sité a nebo pro uzel v ni obsazeny jsme jiz podle predeslého textu vypocitali pomocné
objemy. Prochazime pruseciky hran proti sméru hodinovych rucic¢ek (pouze konvence),
kde vyuzijeme toho, ze v minulé podkapitole jsme sefadili priseciky podle soutadnic.
Pro kazdy prisecik najdeme po ptislusné hrané druhy, lezici na jiné hrané bunky, nebo
koncovy uzel hrany, pokud lezi v dané buiice. Potom musime rozhodnout, jestli jsme
uz burku ptvodni sité nalevo a napravo od hrany (pfi orientaci od daného priseciku
po vnitini norméle) uz navstivili. Pro hranu nezakon¢enou uzlem uvnitt buriky je tomu
tak, kdyz hrana sméfuje na jiz navstivenou obvodovou hranu buriky pomocné sité (az
na vyjimecné pripady, viz. déale). Pro hranu zakonc¢enou uzlem uvnitt bunky (dale jen
nodalni) si vedeme za timto ucelem tabulku, které z bunék byly jiz navstiveny. Po-
kud jsme bunku nalevo zatim nenavstivili a hrana neni nodalni, vypocitame ,levy“ a
Lpravy“ pomocny objem stejné jako v minulém odstavci, ale namisto kvadrantu pou-
Zijeme objem celé bunky. V pripadé, ze dand hrana je nodalni, namisto toho nacteme
do ,levého* a ,pravého® objemu prislusné jiz uré¢ené pomocné parcialni objemy z mi-
nulého odstavce. Poté uz muzeme vypocitat (pomocny) parcidlni objem burky nalevo
téz podobné jako v minulém odstavci, tedy jako soucet ,pravého® objemu predchozi
hrany a ,levého“ objemu soucasné hrany minus objem celé buriky. Poté (pomocny)
parcidlni objem ulozime a nebo v pripadé, Ze uz je ulozeny, jej nahradime, ¢imz po-
stupné hodnotu zpresnujeme. Pomocny parcidlni objem bunky napravo nastavime na
Lpravy“ pomocny objem, pokud nebyla tato bunka zatim navstivena.

Miize ovsem nastat situace, kdy se jevi bunka podle uvedenych kritérii jako ne-
navstivend, ale presto ve skutecnosti jiz navstivena byla, ale je natolik nekonvexni, ze
prunik s prochazenou bunkou pomocné sité ma podobu dvou vzajemné nesouvislych
oblasti (Obr. . Tento pripad vyresime tim, ze v okamziku ukladéani pomocného ob-
jemu buriky napravo nebudeme pripadnou jiz uloZenou hodnotu prepisovat (jako tomu
bylo u bunky nalevo), ale hodnoty se¢teme a nastavime na vysledek i ,pravy“ pomocny
objem. Tim, ze nejprve bude druha ¢dst pruniku vystupovat jako burka napravo (diky
prichodu proti sméru hodinovych rucic¢ek), dojde k secteni objemu a naslednymi pii-
padnymi vypocty, kdy bude vystupovat jako bunka nalevo, se bude uz pouze zpresnovat

vysledek.

N

~

Obr. 4: Prunik (sedivé) burniky pomocné sité s nekonvexni burikou ptivodni sité v podobé
dvou vzajemné nesouvislych oblasti.

Celkové jsme timto postupem urcili vSechny netriviadlni parcidlni objemy uvnit
bunék pomocné sité. Jediny vzorec pro vypocet pro vypocet integralu objemu, ktery
jsme potiebovali, je pro ,levy“ (popf. ,pravy“) pomocny objem, coz je mnohothelnik,
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vytvoreny prinikem hrany, ke které je sestrojen, se ¢tvercem (v predchozim textu
s kvadrantem a nebo celou butikou pomocné sité). Muzeme jej slozit z trojihelniku
a pripadné nékolika obdélniku (Obr. . Jediné parametry, které pro vypocet objemu
potiebujeme, jsou polohy prusecika hrany ((Z1, 1), (Z2,%2)) se ¢tvercem a poloha uzlu
po levé popr. pravé normale (ve smyslu uvedeném vyse), k némuz je provadéna integrace
(Zuzel, Yuzer))- Objem v kartézské geometrii V' je pak (dolni indexy objemit odpovidaji
elementim v obrazku [5)):

‘/1D - min(li'l — juzel' 7|~f2 - j:uzelD man% — guzel| ,|Q2 - guzel|> ) (14)

‘/QD = maX(li'l - fuzel' 7‘52‘2 - juzel’) minqgl - guzel’ 7‘@2 - guzelD ) (15)

VE),D - mln(|jl - juzell ,|J_72 - fuzel|) mlnqgl - guzel| ,|§2 - guzel|> ) (16>
1 _ o _

V4D=§|$1—Jf2||y1—yz| : (17)

V=V + Vv v v (18)

V cylindrické geometrii (z je radidlni slozkou) nemusime zapodcitavat nédsobnou
konstantu m, protoze podle se nasobné konstanty pokrati. Vypocet objemu V© je
poté:

VP = min(’f% — 22| |75 — T2.)) max( G — Yuzer| s|V2 — Yuzel]) (19)
Vy = maX(‘f% — T, %5 — ToLy ) min(G1 — Yusel| U2 — Yuze]) (20)
Ve = min(a — 22, 33 — 22 minQi — Gusal i — Gual) . (21)
VP = 31— Ballih — Bl (B2 + B o) (22)
VO — VO 4 VO — VO 4V, (23)

kde Zypniting je rovno T; nebo xs podle toho, ktery prisecik je blize v radialni ose k uzlu,
vuci kterému provadime integraci.

Obr. 5: Pomocny ,levy“ popf. ,pravy‘ objem slouzeny z jednotlivych elementi (uzel,
vici némuz je provadéna integrace, je zvyraznén).

Posledni casti algoritmu je inverze prirazeni, tak aby bunky pivodni sité mély
téz pritazeny parcialni objemy, ale navic také nastaveni parcialnich objemi bunék po-
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mocné sité, které jsou pokryté jedinou bumnkou sité ptuvodni, protoze témi jsme se
v predeslém textu zatim nezabyvali. Providime proto (paralelni) iteraci pres bunky
puvodni sité. Vzhledem k tomu, ze predpokladéame, ze bunky ptvodni sité mohou byt i
nekonvexni, je prvnim krokem nalezeni uzlu, jehoz protéjsi (tj. nespojeny hranou) uzel
je s nim spojitelny useckou (thloprickou) uvnitt buiiky (Obr. [6). Tuto tsecku zkon-
struujeme a urc¢ime jeji pruseciky s hranami pomocné sité pomoci algoritmu z predeslé
podkapitoly. Touto tseckou jsme rozdélili bunku na dva trojuhelniky, které jsou uz
konvexni (jednd se o simplexy ve 2D geometrii). Kazdy z nich pak prochézime zvlast
a hleddme v ném obsazené bunky pomocné sité. Rozdil mezi trojihelniky vsak je, ze
u jednoho budeme vyplnovat véetné sestrojené tisecky a u druhého nikoliv, tedy tak,
aby kazda bunka byla navstivena pouze jednou. Samotné prochazeni probiha od uzlu
s nejnizsi soutadnici v ose = (pouze konvence) az k nejvyssi. S vyhodou vyuzijeme toho,
ze nalezené priisec¢iky obvodovych hran jsou serazeny, a prochazime tedy priseciky na
hranach postupné. Z indextt bunék pomocné sité, ve kterych se priseciky nachazeji,
sestrojime interval linedrnich indext v ose y bunék pomocné sité mezi témito hranami.
Tento interval musi zahrnovat i rasterizaci dané hrany (Obr. @ kromé pripadu, kdy se
jedné o zminénou uhlopticku (viz. vyse). Tento interval pak prochazime a pokud dand
bunka pomocné sité nemd prifazen zadny parcialni objem, znamena to, Ze je bunka
cela pokryta bunkou ptivodni sité, takze doplnime toto pritazeni. V kazdém pripadé
vsak provedeme inverzi prifazeni, tedy prohledame pritazené parcialni objemy této
navstivené bunky pomocné sité a parcialni objem prislusny dané bunce ptvodni sité
preneseme téz na tuto bunku ptuvodni sité. Vzhledem k tomu, Ze iterace probihala prave
pres bunky ptvodni sité, nemuze dojit ke kolizim pri zapisu a tato ¢ast muze probihat
plné paralelizované. Rychlost béhu této c¢asti je nicméné casto omezena propustnosti
pristupu do paméti, coz zejména limituje vykon na CPU.

Obr. 6: Rozdéleni bunky ptvodni sité na trojihelniky a naznaceni nasledné rasterizace.

1.2.5 Testovaci tiloha

Pro ovéreni funkcénosti algoritmu poslouzilo nékolik testovacich tloh, ke kterym
bylo vypocitano z jejich geometrie analytické reseni. VSemi algoritmus bez potizi pro-
Sel. Zde uvedme jednu z nich, kterda ma dobry vypovidajici charakter, protoze analy-
ticky je snadno fesitelna, ale algoritmicky je netrividlni a kontroluje tak hned nékolik
aspektu kédu. Puvodni sit je tvorena jedinou buikou (Obr. [7)), jejiz uzly maji polohu
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(0.5,0.5),(2.5,3.5), (4.5,0.5), (2.5,4.5). Pomocna sit velikosti 5 x 5 bunék byla ekvi-
distantni s krokem 1 od 0.0 do 5.0 v obou osach.

Obr. 7: Testovaci tloha s nekonvexni bunkou.

Vidime, Ze se jednd o nekonvexni bunku (ptavodni sité), kterd prochdzi hned
nékolika bunkami pomocné sité. Ve stfedu se pak napriklad nachazi bunka pomocné
sité, ve které je prunik s nekonvexni bunkou rozdélen na dvé nesouvislé casti, jak
bylo rozebirano jako specidlni pripad v minulé podkapitole. Pomocna burka hned nad
zminovanou dale kombinuje hrany, které jsou zakonceny uzlem uvnitt bunky s hranami,
které pouze prochazeji skrz, coz je dalsi komplikovany ptipad.

Analyticky nalezneme objem naptiklad rozkladem na dva trojihelniky a urcime
tak, ze v kartézské geometrii je objem roven 2.0. Béh kodu vypocital tento objem,
ktery je souctem parcidlnich objemii, s odchylkou od analytického feseni —2.220446 -
10716, coz je chyba na trovni strojové presnosti (pro vypocet byla pouZita stejné jako
ve zbytku simula¢niho kédu cisla s plovouci desetinnou ¢arkou s dvojitou presnosti
podle standartu IEEE 754 [21]). V cylindrické geometrii je analyticky vysledek 10.0
(bez ndsobné konstanty , viz. minuld podkapitola) a vysledek vypocitany programem
v tomto pifpadé mél chybu 1.776357 - 1071°, takZe téZ na tirovni strojové presnosti.
Celkové mtzeme shrnout, ze kod timto testem prosel a jevi se jako plné funkéni.

1.2.6 Aplikace na absorpci laseru

V minulych podkapitolach byly pfedstaveny jednotlivé ¢asti algoritmu, které nyni
muzeme sloucit dohromady a pouzit pro vytvoreni celkového schématu pro absorpci
laseru. Nejprve vygenerujeme pomocnou vypocetni podle kapitoly [I.2.1] pficemz kon-
krétni parametry ponechavame nastavitelné a konkrétni hodnoty jsou uvedeny u simu-
laci v kapitole [4, Dale sparujeme vypocetni uzly pomocné sité s bunkami pavodni sité,
uréime priseciky hran a vypocitdme parcialni objemy podle kapitol

Poté muzeme uz prejit k samotnému mapovani, kdy pro ucel absorpce lasero-
vého zareni jsou mapovany na pomocnou vypocetni sit veli¢iny: hmotnostni hustota g,
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teplota T a ionizace Z. Konkrétné hmotnostni hustotu na pomocné siti B vypocitame

jako:
05 = (Z Ok kAlq]f) ( Vﬁ@f) : (24)
kol

Na tomto misté pripomenme, ze pomocna sif B pokryva puvodni sit A, ale opacné
tomu tak byt nemusi (a obvykle ani neni), takze nemuzeme v pouzit v déliteli
objem pomocné buiiky V;7.

Zbylé velic¢iny (teplota a ionizace) vSak nesplnuji diive uvedené predpoklady (ka-
pitola , takze jsou obé veli¢iny mapovany v souc¢inu s hmotnostni hustotou, ale i
presto se u soucinu 7' - o dopoustime chyby, protoze se nejedna presné vzato o aditivni
veli¢inu pro obecnou stavovou rovnici. Pro stavovou rovnici idedlniho plynu je situace
v poradku, protoze je soucin imérny hustoté vnitini energie, ale pro jiné stavové rovnice
tomu tak byt nemusi. Nicméné pokud nepredpokldadame velké gradienty ve veli¢inach,
tak vzhledem k obvykle malé proménlivosti zavislosti hustoty vnitini energie na teploté
je aproximace dostatecna. Vypocet teploty je tedy proveden nasledovneé:

VA VA VA A A
= Q (Z le klmﬁ) ( kzmz]?) (Z le kzmz]?) (Z Ok.1 Icl??)
7]
(25

Vztah pro ionizaci pak zcela analogicky.

Timto mame vSechny potiebné veli¢ciny na pomocné vypocetni siti. Vzhledem
k tomu, ze pomocna sif je obdélnikova, pro laser zarici podél jedné ze soutadnych
os se puvodné 2D tloha absorpce laseru rozpada za predpokladu nezavislosti paprsku
na oddélené 1D tlohy pro jednotlivé fadky/sloupce sité. V néasledujicim kroku proto
muzeme pouzit podle kapitoly opraveny 1D algoritmus absorpce laseru zalozeny na
feseni stacionarnich Maxwellovych rovnic [10] T1], 12]. Vzhledem k Tecené nezavislosti
provadime vypocet paralelné na CPU a vysledkem jsou distribuce divergence intenzity
resp. Poyntingova vektoru dopadajicich paprsku laseru uvnitt pomocné sité (V - B )ij-

Poslednim krokem je zpétné mapovani divergence, kterym urcime divergenci
Poyntingova vektoru na puvodni lagrangeovskeé siti (V - I M), j, jelikoz se jednd o obje-
movou hustotu absorbovaného vykonu, mize byt veli¢ina mapovana primo:

(V- T4, = VA NV I8, VA (26)
ij kyl
Ziskané hodnoty jsou nasledné pouzity v schématu reseni rovnic hydrodynamiky
na misté zdrojového ¢lenu v rovnici diferencidlnfho zdkona zachovani energie (I]). Sa-
motna integrace z diskrétni casové hladiny n na n + 1 pak probiha v kédu PALE2
v rdmci metody prediktor-korektor [9] ]].
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2 Vedeni tepla

Pro simulace ablace pevnolatkového terce za nizkych intenzit dopadajiciho lase-
rového zareni se ukazalo jako klicovy model vedeni tepla, ktery se vyznamnou meérou
podili na energetické bilanci na povrchu terce a ovliviuje tak vznik plazmatu nad
povrchem [I]. Odvadénim tepla z povrchu terce pii velmi nizkych intenzitdch vznika
dokonce tzv. ablacni préah [3], kdy jiz nedochdzi k odpafovani materidlu, ale pouze
k ohrevu terce. Dalsi dilezitou oblasti je také okoli absorpéniho maxima v plazmatu,
kde vedeni tepla ovlivni vysledny profil rozlozeni teploty a da tak vzniknout charakte-
ristické ,,plazmové svestce® (angl. plasma plume) [2].

Tato kapitola se tedy zabyva problematikou teseni parabolické rovnice vedeni
tepla, vychézejici z Fourierova zédkona, v obecném tvaru:

a%sz-(mVT)jtf, (27)

kde a = p(0e/9T),, pricemz derivaci ¢ podle T ur¢ime z konkrétni stavové rovnice,
a k znaci koeficient tepelné vodivosti, kterému se budeme podrobné vénovat v druhé
podkapitole. Predpokladame kladnou hodnotu u obou koeficientii a stejnomérnou ome-
zenost. Funkce f predstavuje obecny zdrojovy Clen.

Jak v jednodimenziondlnim kédu vyvinutém v rdmci Bakalarské prace [§], tak
i ve 2D simula¢nim kédu PALE2 se pouziva principialné stejné numerické schéma,
které bylo blize studovano v [22]. Schéma je zaloZeno na metodé koneénych diferenci
za pouziti mimetickych operatori podle clanku [23]. Mimetickym operdtorem je mi-
nén diskrétni operator, ktery je zkonstruovan po vzoru spojitého a prejima obvykle i
jeho nékteré uzitecné vlastnosti. V tomto pripadé je vyhodou naptiklad dobré chovani
schématu v okoli skokovych nespojitosti a celkové dobra aproximace i na hrubych vy-
pocetnich sitich. Vzhledem k feseni rovnice v tepelnych tocich (viz. kapitola , je
také schéma zcela energeticky konzervativni. Nicméné nedostatkem ptvodniho sché-
matu byl prvni fad konvergence v case. Odvozeni schématu za pouziti mimetickych
operatoru vsak umoznuje i konstrukci s jinou casovou diskretizaci. V podkapitole
je tedy odvozeno bezpodminecné stabilni semi-implicitni numerické schéma, které se
od puvodniho implicitniho schématu 1isi druhym fddem konvergence v ¢ase (za pred-
pokladu konstantnich koeficient). Implementovano a testovano bylo v 1D simula¢nim
kodu i 2D kédu PALE2.

Dale byl v ramci této prace vylepsen model koeficientu tepelné vodivosti, ktery
je pro simulace vedeni tepla klicovy. Pivodni model byl nevyhovujici zejména v oblasti
stfednich teplot od tadové jednotek eV po stovky eV, za kterou se obvykle podminky
pri PLD nedostavaji. Nové odvozeny model popisuje tuto oblast lépe a je popsan v pod-
kapitole [2.2

Numerické schéma vedeni tepla je v pouzivanych kédech zakompovano pouzitim
metody rozkladu (angl. splitting) v rovnici zékona zachovani energie [8, 9]. Nejprve
je provadén v obou pouzivanych simulacnich kédech vypocet transportni ¢asti v rameci
lagrangeovské hydrodynamiky spolecné s absorpci laserového zareni (viz. kapitola
a poté teprve vypocet parabolické ¢asti, ale stdle na stejné casové hladiné byt s jiz
novymi hodnotami veli¢in. Podkapitola proto pojednava o metodé rozkladu a je
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zde demonstrovano na nelinearni advekéné-difuzni rovnici, ze existuji i lepsi postupy
nez je stavajici a dava tak navod pro budouci tpravy ¢i navrh nového simula¢niho kodu.

2.1 Semi-implicitni numerické schéma

Ptvodni rovnici vedeni tepla (27), kterd predstavuje parabolickou parcidlni dife-
rencialni rovnici druhého radu, muzeme prepsat do tzv. tokového tvaru prevedenim na
soustavu rovnic prvniho fadu nésledujicim zptisobem:

oT "

—_— = — . 2
a— V-W+f, (28)

W =—kVT . (29)

Okrajovou podminku pouzijeme Neumannova typu na hranici simulac¢ni oblasti
V:

—W il = tw (30)

pricemz 7 oznacuje vnejsi normalu a vy hladkou funkci na OV, kterd predstavuje
kolmy tepelny tok ptes hranici V. Tu nejcastéji volime pro adiabatickou okrajovou
podminku rovnu nule.

Provedme nyni ¢asovou diskretizaci a za pouziti centralni diference:

T 1o =

- . Trn+1 _ n+1/2 _ — . n 1
otV W f VW (31)
Wt = g1t (32)

Wn+1 ﬁ‘av — a;rl ) (33)

s oznacenim fmH1/2 = 1t 4 1fm g At je délka Casového kroku. Casovou hladinu
zde zapisujeme jako horni index u vsSech veli¢in kromé koeficientii, u kterych predpo-
kldadame pomalou proménlivost a budeme je urcovat vzdy na vychozi ¢asové hladiné.
Za redlnych podminek tomu tak neni, protoze koeficient vedeni tepla x je teplotné
zavisly (viz. dalsi podkapitola), takze je nutné provést vhodnou transformaci rovnic
pro odstranéni vedouci mocninné zéavislosti. Nicméné jak bylo ukazéno v [22], vysledna
soustava rovnic je zcela forméalné shodnd, takze pro jednoduchost provedeme popis pro
puvodn{ netransformované rovnice (3I433)).

Déle zavedme abstraktni operatory, kterymi sjednotime vypocet okrajové pod-
minky s vypoctem uvniti vypocetni oblasti na tvar:

;DW”“ + QT = F | (34)
Wt — Gt =0 (35)
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kde DW predstavuje zobecnénou divergenci vektorové funkce W a GT zobecnény gra-
dient skalarni funkce 7. Funkce pravé strany je dana:

2 QT — LDWr na v

F = (36)
Tt na oV
Pouzité operatory G, D a 2 jsou definovany nasledovneé:
GT = —kVT , (37)
- W 1%
DW = Vﬁ e (38)
—W -n nadV
OT — (a/At)T naV (39)
0 na oV

Pro korektnost a téz dalsi odvozeni zavedme také Hilberttiv prostor H jako zupl-
néni mnoziny hladkych skalarnich funkci teploty na uzavéru simulacni oblasti V', ktery
mé definovan skaldrni soucin (pro u,v € H):

(u,v)H:/uv dV+lg uv dS . (40)
v v

Obdobné pro vektorové funkce toku tepla definujeme Hilbertiv prostor H se
soucinem (pro U,V € H)

. 1~ -
O,V g= [ ~U-Vav. (41)

VK
Zakladem metody mimetickych operatorii je volba jediného primarniho opera-
toru, ktery je diskretizovan a vSechny ostatni (diskrétni) operatory jsou pak odvozeny
od ného, takze diskrétni operatory maji nékteré vzajemné vlastnosti shodné jako spo-
jité, coz se pozitivné projevuje na vlastnostech vysledného schématu. Podle citovaného
¢lanku [23] je jako primérni operdtor zvolena divergence resp. abstraktni operdtor D.
Zbylé operatory budou odvozeny pravé od ného za pouziti integralni identity vychaze-
jici z Gaussovy véty ([, V-UdV = §,,, U - i dS) ndsobenim U funkei u:

. 1~ .
v . 0)dv /—JJ~ v dve:f 0-7)ds . 42
Juv-Dav+ [ Z0-wvwav=¢ u(@-) (42)

S pouzitim této identity a definic , ihned dostdvame vzajemny vztah:

(DU, u)y = (U,Gu) 5 . (43)

Z ného plyne, ze G = D*, tedy G je sdruzeny operator k D ve smyslu prislusnych
skalarnich soucinu a prostort.
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Ze soustavy rovnic , eliminujeme teploty uvnitt simulac¢ni oblasti, kde
existuje inverzni operdtor k Q (2 je pozitivné definitni):

(1 + ;GQ‘1D> W = GOTUF (44)

Na hranici je vzhledem k pouziti Neumannovy okrajové podminky jiz eliminovana

teplota v z definice operédtoru Q v (39).

2.1.1 Prostorova diskretizace

Prostorovou diskretizaci provedeme v 1D, ale postup by byl zcela analogicky
i ve 2D a odvozeni je uvedeno v ptuvodnim ¢lanku [23]. Podobné jako u ostatnich
numerickych schémat pouzitych v 1D lagrangeovském koédu a 2D ALE koédu, pouzivame
stridavou sit (angl. staggered). To znamena, ze nékteré veli¢iny aproximujeme sitovymi
funkcemi na uzlech sité a jiné v bunkach sité. Volba diskretizace vychazi z odvozeni
kompatibilniho schématu pro feseni Eulerovych rovnic, které bylo provedeno v predeslé
praci [8]. Pro ucely vedeni tepla pouzijme zavéru, ze funkce teploty T a koeficientu
vedeni tepla x jsou centralnimi veli¢inami, jejichz indexy budou polo¢iselné probihajici
od 3/2do Ny —1/2 (Ny = Ng+1 pocet uzli sité, N pocet bunék sité). Naopak toky
tepla W budeme povazovat za nodalni veli¢iny a jejich indexy budou celo¢iselné od 1
do Ny. Objem buiiky i + 1/2 oznacime VC;1/, a objem v dudlni siti pfislusny uzlu i

VN, VN,
Xi1/2 N — Xi+1/2 AT Xi+3/2
r N\ N\

) :

— X N— X N 4
—~ i —~ —~

i+1

VCi-1/2 VCi+1/2 VCi+3/2

Obr. 8: Stiidavé vypocetni sit (x; jsou polohy vypocetnich uzlt a x;.1/, polohy vypo-
¢etnich bunék).

Nejprve definujme prirozené skalarni souciny (angl. natural inner product), které
budou diskrétni analogii ke skaldrnim souc¢intim a v tom smyslu, ze normy
jimi indukované jsou konzistentni (tj. na rovnomérné siti limitnim prechodem kroku
sité k nule jsou si rovny pro danou spojitou funkci a jeji zizeni na sit). Pro skaldrni
funkce zavadime diskrétni obdobu spojitého skalarniho soucinu EI :

Ny—1
(U, U)HC = Z ui+1/27ji+1/2VCi+1/2 —|— U101 —|— Up UM - (45)

=1

Vzhledem k pouziti Neumannovy okrajové podminky méme explicitné dany toky Wl, WNN a
teploty T4, Tn, nevyuzijeme na rozdil od napiiklad Newtonovy okrajové podminky pouzité v clanku,
ale pro jednotnost je ponechavame v odvozeni.
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Podobné pro vektorové funkce analog (41):

7 oY Nt ﬁvvz
(Uav)HL: Z ( )+1/2

i—1 Rit1/2

VC'H-I/Q ) (46)

kde skalarni soucin (-, -);11/2 na butice i 4 1/2 reflektuje skutecnost, ze nodalni a cen-
tralni veli¢iny nejsou aproximovany ve stejném bodé prostoru. Pro splnéni vlastnosti
skalarniho souc¢inu a konzistence norem nicméné postacuje volba libovolného vazeného
pruméru. Nabizi se proto pouziti aritmetického praméru (vahy rovny jedné):

— — a ]_ — — — —
(Uisry2, Vivrs2)iv e = §(Uz"/§ + Uiz1Vig1) , (47)
nebo vazeného priméru nodalnimi objemy:
= = VNiﬁz“_/; + VNi+1ﬁi+1‘7;+1
Uisi/2, Vier2)i1)n = : 48
(Uirry2; Vizry2)is VN, + VN, (48)

Disledky této volby budou patrné pozdéji a téz zahrnuty do srovnani v testech sché-
matu v kapitole [2.2]

Déle zavedme formdlni skaldrni souciny (angl. formal inner product), které ndm
pomohou urcit prvky matic, protoze osamostatnuji jednotlivé ¢leny a odstranuji koefi-
cienty vychazejici z geometrie sité. Jelikoz provadime odvozeni pro 1D tlohu, definice
formélniho skalarniho soucinu pro skalarni funkce je témétr shodna s definici priroze-
ného skalarniho souc¢inu , ale pro uplnost jej zadefinujme:

Ny—1

[w, vlHe = ) Uis1/20it12 + U101 + UprN - (49)
i—1

Pro vektorové funkce se definice zjednodusuje na:
Ny—1

UV =Y U, Vi (50)

i=1
Porovnanim formalnich a prirozenych skaldrnich souc¢inti pozorujeme, ze operator
M, pro ktery plati (u,v)gc = [Mu, v]ge, bude mit tvar:

(M'LL)Z'_H/Q = ui+1/2VC'Z-+1/2 pro 1€ {1, ey NN — 1} ,
(Mu)l =1Uu, (51>

(MU,)NN = UNy -

Podobné zavedme prevodni operdtor £ tak, ze (U, \7) HL = [E(j , ‘7] HL, kKtery pro
volbu (-, ')?+1/2 v je po Upravach:
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arty. 1V Yz oy VCi—v2 ) 77 . .

(L*U); —2( 1:1/2 i1/2>UZ proi € {2,...,Ny — 1},

0y = 3¥eg, (52

= VCy
(i, =Yy,
V pifpadé volby (-, )% 12 dostaneme:

(£U); =35 (mjl/z + 1/2> VN,U; proie{2,...,Ny—1},

(L)1 =35 kU, (53)
— VN —

('CbU)NN = ;;-;NN]:]IIV/Q Ny

Odsud je vidét vyznam volby skaldarniho souc¢inu, kterym je v disledku dana
v operatoru £ aproximace nodalniho koeficientu x, diky kterému bychom mohli prepsat
obé varianty jako (L£U); = (VN;/k:)U; pro vnitini uzly a (LU); = %(VNl/K,Z)[?@ pro
okrajové. V prvnim pripadé je k rovno:

_ VCit1)2 +VCi_iy2

a .
K VCiijz | VO proi € {2,...,Ny — 1},

Rit1/2 Ri—1/2 (54)
Kl = K32,
Kyy = KNy-1/2 -

Jedna se tedy o aproximaci vazenym harmonickym primérem na vnitinich uz-
lech a extrapolaci centralnich hodnot na okrajovych uzlech. Takovyto tvar neni naho-
dily, protoze tato aproximace odpovida reseni stacionarniho problému vedeni tepla pri
konstantni aproximaci x uvnitt bunék. Vezméme si dva spojené homogenni materialy
o koeficientech vedeni tepla /€3/2, Rs/2 a délkdch 13/2, l5/2, v jejichz stredech jsou tep-
loty T /2 T /2 a T, na vzajemném rozhrani. Pii staciondrnim vedeni tepla bude podle
Fourierova zakona tepelny tok (v kladném sméru osy) W = —2Rs /2(T Y — Ty /2)/ A /2 =
—2/%5/2(T5/2 —Ty)/ l~5/2 Pokud chceme urc¢it ndhradu %, obou koeficientu & tak, aby
té7 platil Fourieriv zdkon mezi obéma materidly W = —2/12(T5/2 — Tg/g)/(l3/2 + Is2),
dostaneme TeSenim soustavy rovnic vztah &y = (13/2 + l5/2)/(l3/2//<3/2 + 15/2/145/2) To
je ovSem objemy vazeny harmonicky prameér vystupujici v (54]).

Druhéa varianta volby skaldrniho sou¢inu vede na:

1 .
/{? =9 1 prOZE{Q,...,NN—l},
Rit1/2 Ri—1/2
b (55)
R = Kk3/2 ,
K‘I])VN = K/NN_I/2 :

Aproximace je shodna s predchozi na okrajovych uzlech, ale na vnitinich uzlech pouzi-
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vame pouze nevazeny harmonicky prumeér. Na rovnomeérnych sitich se vSak koeficienty
budou shodovat. Jelikoz obvykle feSime tlohu nestacionarniho vedeni tepla s nikoliv
po c¢astech konstantnimi koeficienty vedeni tepla, nemusi byt teoreticky nesouhlas s fe-
Senfm staciondrnfho veden{ na zavadu (viz. kapitola [2.1.3)).

Nyni definujme primarni diskrétni operator na sifovych funkcich, ktery bude
primym analogem k primarnimu abstraktnimu operatoru a od kterého odvodime ostatni
operatory. Jako primarni jsme zvolili operator D podle , ke kterému pouzitim cen-
tralni diference odvodime diskrétni protéjsek D jako:

— —

; =0,
(DU )iy1/2 :VE[/ proi € {l,...,Ny — 1},
i+1/2
= = 56
(DU)l = Ul 3 ( )
(DU) Ny =—Uny -

Diskrétni operator toku G odvodime tak, aby analogicky k relaci G = D* platici
pro abstraktni operatory platila i relace G = D* v prirozenych skalarnich soucinech.
Mame tedy:

(Dﬁ, U)HO = (lj, D*U)HL . (57)

Prejdéme nyni se vztahem do formalnich skalarnich soucinii:

[DU, Mu)ye = [U, LD g1, . (58)

Za pouziti sdruzeného operdtoru ve formalnich skaldrnich souc¢inech D* k D do-
staneme:

(U, D* Mu] e = [U, LD*u]ny, (59)

¢imz ziskdvame dulezity vztah D M = LD*. Z ného plyne postup pro urceni G jako:

G=D"=L'DM . (60)

Pripomenme, Ze operator L je pozitivné definitni a proto k nému existuje i in-
verzni operator. Uréity problém ovsem predstavuje, ze na rozdil od pivodniho opera-
toru nemusi byt obecné inverzni operator lokalni ve smyslu stencilu (tj. mit pasovou
matici). V 1D tomu tak neni, protoze podle a ma operator diagonalni matici,
ale ve 2D pri deformaci sité tomu tak byt muze [23]. Chceme-li urc¢it zbylou ¢ast D® M,
pak dosazenim do [DU , Mulge = [U' , D® Mu| ¢ po upravé dostaneme:

(D*Mu)i = ti—1jp = titrp proi €{2,..., Ny =1},
(DMu)r = ur —ug)2 , oy
(D Mu)ny = uny—1/2 — UNy -

Pro korektnost bychom méli definovat zbyvajici diskrétni analog k abstraktnimu
operatoru 2, ale v tomto pripadé se jedna o pouhé zizeni ptivodniho operatoru zave-
deného v na vypocetni sif, takze ponechame ptvodni symbol.
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Nyni jiz mtzeme pristoupit k diskretizaci ptivodni soustavy rovnic a
nahrazenim puvodnich abstraktnich operatoru jejich diskrétnimi protéjsky:

;DVV”H QI = F (62)
Wn-l—l . ng+1 =0 ’ (63)

kde funkce pravé strany F je urcena jako:

Fivia = fﬂ}f + () ip1j2 — 5(DW™)isrye proi € {1,...,Ny — 1},

7

Fl = %¢W?+1 5 (64>
Fny = swih

Eliminaci teploty T""! z rovnic uvniti vypocetni oblasti obdobné jako ve ([44])
dostaneme:

(I + ;99‘11)) Wt =GO F (65)

Na celou rovnost aplikujeme operator L, abychom se vyvarovali zminovanym
problémim s £~ pti dosazovani za G z (60)), ¢imz ziskdme:

<£ + ;D@@MQlD) Wt = DEMOTF (66)

To je finalni operatorovy vztah pro vypocet toku tepla na nové c¢asové hladiné uvnitr
vypocetni oblasti, kde na levé strané mame symetricky pozitivné definitni operator
s pasovou matici. Pro vypocet tak muzeme pouzit vysoce efektivni resice, kterymi je
v 1D kédu LU rozklad zalozeny na Thomasové algoritmu z numerické knihovny NAG
[24] a ve 2D metoda konjugovanych gradienti s predpodminénim metodou stridavijch
SMET.

Na okraji eliminovat teplotu 77" nemusime, protoZe operator Q) je zde nulovy,

takze se redukuje na:

1 -
5DVW“ =F. (67)

P1i skutecném vypoctu je ovsem problém v tom, ze metodou rozkladu pri reseni
Eulerovych rovnic s vedenim tepla se méni skutecné tepelné toky mezi kroky vypoctu
vedeni tepla. V dusledku je tedy nutné vypocitat tepelné toky na c¢asové hladiné n po-
moci , kde narazime na nelokalnost operatoru G, musime proto na rovnici aplikovat
operator L:

LW" =D MT™ . (68)

Vznikld soustava rovnic mé podobné priznivé vlastnosti jako , takze ji téz
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muzeme Tesit velmi efektivné, ale presto se timto navysuje vypocetni cas ptiblizné na
dvojnasobek. To je neimérné, protoze stejné presnosti vysledku pri priblizné stejném
vypocetnim c¢asu bychom dosahli pouhym vypoctem pomoci implicitnitho schématu
s poloviénim casovym krokem. Musime proto schéma modifikovat tak, aby se nevyu-
zivaly explicitné tepelné toky W”, ale pouze teploty T, které mame k dispozici i po
vypoctu hydrodynamické ¢asti (jsou pocitany ze stavové rovnice).

Rozepiseme v funkei pravé strany podle definice (64]) pro vnitrek vypocetni
oblasti s vyuzitim linearity operatori:

1 - 1 -
(I + 2gQ—1D> Wn+1 _ gQ—lfn+1/2 + ng . §gQ—1DWn ) (69)

K rovnici pri¢teme rovnost pouzitou na c¢asové hladiné n tak, jako bychom
prepocitavali tepelné toky W™:

1 - 1 -
(I + 2QQ_ID> Wn+1 _ gQ—lfn—i-l/Z + 2ng . (I + 2QQ_1D> wn
Nyn{ s vyuZitim linearity a oznacenf Wn+1/2 = %(W"“ + W) dostévame:

<I+ ;QQLD> Wn+1/2 _ ;gﬂlfn+1/2 g7 . (70)

Podobné jako v predchozim odvozeni pro ziskani schématu s lokalnim stencilem
aplikujeme operator L, takze ziskame finalni tvar:

1 - 1
(E + 2D®MQ‘1D> W2 = §D®MQ‘1 fr2 L DEMT (71)

Vzniklé schéma je pri prepoctu tepelnych toki podle ekvivalentni schématu
a ma i stejnou matici levé strany. Za predpokladu casové konstantnosti koeficientt
a objemi je také totozné s bez prepoctu tepelnych tokii.

Pro tdplnost rozepisme finalni schéma s pouzitim prislusnych definic a ope-
ratoru £ uvniti vypocetni oblasti:

At 1 .
e W
2 6Lz‘—1/2VCi—1/2
1 VO, VC,_ 1 1 n
+ 2 Ry +— w2
2 Kit+1/2 Ki—1/2 a2Vt aiy V0o
At 1
S —T

2 a?—&-l/QVOi"rl/z

n+1/2 n-+1/2
At fz-_+12 fiv1o

=S| - SR T, - Ty, (T2)
;179 Qiyyy0

33



Okrajova podminka ma podle @ tvar:

W2 = Lyt 4wt
Wn+1/2 _ —*(?ﬂ n+1 +wWNN) '

Z tepelnych tokil na nové éasové hladiné pak vypocitdme teploty 77! pomoci

[62) jako:

(73)

Tl — oy QflfnJrl/Z N QADWTLH/Q _ (74)

Po rozepsani dostavame:

Tt At Fr At Wn+1/2 Wi (75)
ir1/2 = dit1y2 al,; i+1/2 gy VCit1)2

Zejména pro pouziti spolu s hydrodynamickou ¢asti je vsak vhodnéjsi zapis primo
s vnitini energii (a = g 9g/0T =~ o(e"™! — &™) /(T™! —T™)), kde odstranime zévislost
na slabé teplotné zavislém koeficientu a, ¢imz dostaneme schéma v tokovém tvaru a
konzervativita bude splnéna zcela presné (hmotnostni hustota o je konstantni):

n+1 n At n+1/2 At Wn+1/2 V[/in—H/Q

i+1/2 = Si+1/2 Ois1)2 +1/2 0it1/2 VCiti/2 (76)

g

n-+1 ~rL 2 , . v s v v ,
Teploty T\ /2 pak dopoc:1tame ze stavové rovnice s pouzitim noveé vypocitanych

specifickych vnitinich energif 7'}, i /2

2.1.2 Difuze skokové funkce

Ovéreni vlastnosti odvozeného schématu a porovnani s pivodnim implicitnim
schématem provedeme na tloze tepelné difuze skokové funkce, ktera ma analytické
feseni. Ackoliv je tloha jednorozmérnd, pouzijeme ji pro testovani 1D i 2D kédu, kde
podminky a feseni konstantné rozsitfime v kolmém sméru. Vzhledem k nespojitosti
pocatecni podminky prvni vypocetni krok provadime vzdy implicitnim schématem,
které pracuje pouze na nové casové hladiné, kde uz ma parabolicka rovnice hladké reseni
(viz. dale). Ulohu fe$ime v neomezeném prostoru, kdy vysledné FeSeni zuzujeme na
vypocetni oblast, pricemz okrajové podminky v simulaci nastavime podle analytického
feSeni. Poc¢atecni podminka tlohy je dana jako:

T3 () = T + (T80 — 199 (0 — 2§77 ) (77)

kde Tldiff7 TéIT 2 diff jsou parametry tlohy s tim, ze " dill a T4/ piedstavuji levou a
pravou pocatecni teplotu vzhledem k rozhrani v x diff.

Odvodme nyni analytické Teseni parabolické rovnice difuze . V ramci celé
tilohy budeme pouzivat konstantni homogenni koeficient tepelné vodivosti x = k%7,

koeficient a = a®// a nulové zdrojové ¢leny. Tim se rovnice vedeni tepla pfi oznaceni
n@ll = g4I Jq®S T redukuje na:
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oT 4 0°T
ot T a2
Na teplotu aplikujeme Fourierovu transformaci (T(t, z) = [ T'(t, k)™ dk, T(t, k) =
% Je T(t,x)e~** dx), kde vyuzijeme linearity rovnice, kterd pak musi platit pro jed-
notlivé prostorové mody:

(78)

0 i 0 r _ikx

Aplikaci diferencidlnitho operatoru na levé strané a pokrdacenim bazické funkce
dostavame:

o7
ot

Ziskand rovnice predstavuje linearni obycejnou diferencidlni rovnici v case pro
dané k, ktera ma reseni:

+ 82T =0 . (80)

T(t, k) = T(0, k) exp(—n™ k%) | (81)

kde 7'(0, k) uréime z pocatecni podminky. Pro ziskéni obecného feseni tlohy pro libo-
volnou pocéateéni podminku (kvadraticky integrovatelnou) odvodime Greenovu funkci
polozenim pocatecéni podminky pro urcité x':

T(0,z) =0(x—1') . (82)

Odsud odvodime spektrum pocéateéni podminky doptednou Fourierovou transfor-
maci:

N 1 , 1
T(0,k) = Py /R §(z —a')e " dy = 2—6_““” : (83)

™ ™

Dosazenim do Teseni (81) a zpétnou Fourierovou transformaci dostdvame Gree-
novu funkei ve tvaru:
/2
r—z
H) . (84)

1
—exp | — .
/ 47T77di frt ( 4nd@f It

Reseni pro libovolnou pocateéni podminku 7Tj ziskdme prostorovou konvoluci T =
G411 % T,. V pifpadé tlohy difuze skokové funkce dosazenim pocateéni podminky
obdrzime po upravach:

; 1 . ; ,
Gdlff(ta Z, x/) - 27 / e e_nd fkatelkx dk =
™ JR

. 1 X . 1 . .
T4t ) = (L 4 T) 4 ST — 19 ext
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Tepelny tok, ktery pouzijeme pro okrajové podminky, pak ma tvar:

) dif f ,dif f _ diff\2
dif f _mpdiff  pdiffy [RTT0Q _(95 z0"’)

Srovnani numerickych schémat provedeme za pouziti relativni diskrétni obdoby
integralni normy L, prostoru, kterou oznacime jako , L; chyba“ a pro sitovou funkci
teploty T*™ a na sit bodové zizené analytické fesen T (T, = T (x:41/9)) ji
uré¢ime jako:

sim anal

N,
22 i+1/2 — Lit1/2 VCitiy2
PP VCii1ya

Pro experimentalni urceni fadu konvergence schématu provedeme sérii simulaci
na rovnomeérné siti s krokem Ax od ., = —1 do T, = 1 a casovym krokem sva-
zanym s prostorovym jako At = Cj, Az. Parametry jednotné nastavime (v relativnich
jednotkach) na:

EL1 (I‘VSiWL7 Tanal) — (87)

anal
i+1/2

TH =0, TEI =1, WIS =1,
allf =1, 287 =0, ¢, =10-10"2,

kde t; je koncovy cas simulace. Analytické feseni pro dané parametry tlohy je vyneseno
v obrazku [

1.0

— Tdiff(O,x)
—_ Tdiff(tl,.l‘)

0.8}

0.6

041

T (relativni jednotky)

0.2}

0.0 . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

z (relativni jednotky)

Obr. 9: Analytické feseni tlohy difuze skokové funkce v poc¢ateénim a koncovém case.

Ve srovnani chyb obou schémat s Cy, = 0.1 (Obr. jasné vidime, Ze sestavené
semi-implicitni diferenéni schéma je celkové druhého radu konvergence, ptresnéji pro
Ne = 1000 byl tad 1.97. Naopak plvodni implicitni schéma je celkové prvniho fadu
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| e—e C,, =0.1implicitni
105L| = Ci=0.1semi-implicitni

| ®-e C;, =0.01 implicitni

| & -0 (C,,=0.01 semi-implicitni |
106 - ———————— : I
0107 102 103

N¢

Obr. 10: Srovnani chyb numerickych schémat vedeni tepla v 1D koédu pti tloze difuze
skokové funkce pro ruzné délky casového kroku At = Cy,Ax.

konvergence a pro No = 1000 je jeho tad 1.00, protoze a¢ je druhého radu v prostoru,
je pouze prvniho fadu v case. Toto potvrzuje potvrzuje i série s Cy, = 0.01, kde semi-
implicitni schéma dosahuje pro No = 1000 radu 2.00. Zpocatku se ovsem i implicitni
schéma blizi témér k druhému radu, coz je zpusobeno druhym radem v prostoru. Fixnim
pomérem At/Az namisto (At)?/Az, ktery by odpovidal proporéné f4dtim konvergence
implicitniho schématu v prostoru a ¢ase, dochazi postupné k prevladani chyby v ¢asové
doméné nad chybou v prostorové i presto, ze na poc¢atku diky volbé mensi hodnoty Cy,
casovy krok byl dostateény. Nicméné asymptoticky se dostavame celkové k prvnimu
radu konvergence schématu. Konkrétné pro No = 1000 byl rad 0.90.

Simulace ve 2D probihaly za naprosto shodnych podminek v ose x a konstantnim
rozsitenim v ose y (v kartézské geometrii). Vypocetni sit v tomto sméru byla téZ rov-
nomérnd (celkova sit je obdélnikovd, tj. kartézskym soucinem siti v obou dimenzich)
v rozsahu Ypin = 0 8Z Ymee = 0.1 s N, = 10 vypocetnimi bunkami (pocet vypocetnich
bunék v ose x zna¢ime analogicky N,). Pro zhodnoceni odchylky od analytického feseni
pouzivame téz L chybu, ale nyni s¢itame i pres indexy v ose y, kde ale z definice
vidime, Ze chyba je invariantni vici tomuto konstantnimu rozsiteni a dochazi pouze
k prumérovani hodnot. Vysledky obou sérii s Cy, = 0.1 a Cy, = 0.01 (Obr. ukazuji
naprostou shodu s 1D kédem (Obr. [10) a to dokonce ¢iselnou, kdy hodnoty chyb se
shoduji na minimélné t¥i platnd mista. Byl tak ovéfen tad konvergence odvozeného
semi-implicitniho schématu i v kddu PALE2 a lze prohlasit simula¢ni kédy v ramci
vedeni tepla pro 1D tulohy za ekvivalentni a dale mizeme provadét 1D testy vedeni
tepla pouze v 1D koédu, jako tomu je v nasledujici podkapitole.
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| e—e C,,=0.1implicitni
105L| = Ci=0.1semi-implicitni

| ®-e C;, =0.01 implicitni

| & -0 (C,,=0.01 semi-implicitni |
1 -6 T T T T T T | . . . . . . F
0107 102 103

N,

Obr. 11: Srovnani chyb numerickych schémat vedeni tepla v kédu PALE2 pti tdloze
difuze skokové funkce pro rizné délky casového kroku At = C,, Ax.

2.1.3 Stacionarni vedeni v nehomogennim prostredi

Druhd testovact tiloha se zaméfovala na porovnani skalarnich soucini (-, )i,
()0 /2 resp. odvozenych koeficient vedeni tepla ¢ a k (55)). Za tim
ucelem je feseno staciondrni vedeni tepla s nehomogennim koeficientem s analyticky a
téz simulaci v 1D kédu s nestacionarnim vedenim tepla, kdy teoretické feseni pouzijeme
jako pocateéni podminku a pozorujeme vychylku od tohoto stavu po urcitém case.
Vzhledem k tomu, ze mame u odvozeného schématu okrajovou podminku Neumannova
typu v teplotach, existuje aditivni konstantni stacionarni reseni tlohy , takze pro
poméreni nebudeme pouzivat teploty, ale tepelny tok, ktery je v tomto pripadé vice
vypovidajici. Dale je potreba zvazit projekci spojitych funkci na sif, kde mezi hlavni
metody patii bodové zizeni a stiedni hodnota ptfes vypocetni bunku, ale bylo ovéteno,
ze se kvalitativné vysledky shoduji, takze je zde uvedeno pouze bodové zizeni.

Rovnice vedeni tepla se ve stacionarnim pripadé v 1D redukuje na:

dT
konst. = W5 = —x— | 88
ons A (88)
Regenim ve vypocetni oblasti (tj. (Zmin, Tmaz)) Pak je:
Tstac(m) — _Wstac/ K)il(ii') dz + Tvlstac 7 (89)

kde T7"¢ je zminénou aditivni konstantou a tepelny tok W**¢ uréime z podminky
T3y ) = T8¢ plicemz T3¢ je také danou konstantou.
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V tloze zvolime pritbéh koeficientu x jako:

K19(1) = K" cos? ((:p - xémc)z> : (90)

s parametry x5 a .

Resenim stacionarniho vedeni tepla podle je poté pro Ty, = x§ —1 a
Tmaz = iE“SwC +1 nésledujici:

1
Tstac(x) — ﬂStaC 4 §(T:tac o lestac) <1 4 tg ((J) - xgtatl)Z)) . (91)
Tepelny tok je pritom podle (88]):
Wstac — _(T:tac _ Tvlstac)ﬁgtacg ) (92)

V testovaci tloze byly zvoleny tyto parametry:

T'lstac =0 , Trstac =1 ’ K:(s)ta,c =1 ;

@ =1, zgc=0, t,=10.
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Obr. 12: Profil koeficientu tepelné vodivosti £5%¢ (Sedivé) a teploty T (Cerné) v pro-
storu.

Za téchto parametri mél koeficient tepelné vodivosti x£5%¢ a feSeni v teploté T5¢
prubdéh vyneseny v obrazku

Podobné jako v predchozi tloze byl v simulacich pevny pomér ¢asového a prosto-
rového kroku, kde byla zvolena hodnota C;, = 1.0 pro zde uvedené simulace. Vypocty
na rovnomérné siti potvrdily druhy rad konvergence schématu i se slabé nehomogennim
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koeficientem tepelné vodivosti, ale koeficienty x® a x? se dle definic a shoduji,
takze z hlediska porovnani koeficienti nema vysledek dalsi vyznam.

Zamérme se proto na simulace na nerovnomérné siti s geometrickym faktorem
Cy = 0.98, pro kterou jsou polohy vypocetnich uzli dény:

Ci—1
CMv -1

Sit se tedy geometricky zjemnuje v kladném smeéru souradné osy, ale pro ovéreni radu
konvergence takto urc¢ime polohy jen pro 100 vypocetnich bunék a dale pro vyssi N¢
s pouzitim linedrn{ interpolace rovnomérné zjemiiujeme vypocetni sit. Casovy krok je
nyni odvozen od velikosti nejmensi vypocetni bunky. Vzhledem k asymetrii sité rozdé-
lime tlohu na dva nezéavislé podproblémy diky znalosti analytického feseni ,,
podle kterého miizeme nastavit okrajové podminky. Jednim podproblémem je vypocet
na intervalu (—1,0), kdy se sit zjemnuje v okoli maxima koeficientu x5, a druhy je
pripad pro interval (0, 1), kde se sit zjemnuje v linearni oblasti.

(93)

T = Tppin + ('xmam - xmzn)

L, chyba

Obr. 13: Chyba v tepelnych tocich v tloze staciondrniho vedeni tepla v nehomogen-
nim prostiedi s Cy, = 1.0 a rovnomérné zjemnovanou vypocetni siti s geometrickym
faktorem C, = 0.98 pro 100 bunék.

Vysledky pro rizné poéty bunék jsou uvedeny v obrazku [I3| Vysledky opét po-
tvrzuji druhy fad konvergence i na slabé nehomogenni siti. Miizeme odsud také vycist,
ze vysledky jsou relativné vyrovnané, protoze na intervalu (—1,0) dava mensi chybu
koeficient x°, ale na druhém intervalu (0, 1) je lepsf naopak koeficient x®. Prvni piipad
ukazuje, ze téméi linedrni pritbéh s na hrubé siti lépe aproximuje x°, protoze inte-
gralni L chyba je vétsinové tvorena chybou v oblasti hrubé sité diky tomu, Ze schéma
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je druhého tadu konvergence v prostoru. Ve druhém ptipadé 1épe aproximuje okoli
maxima na hrubé siti koeficient k. Celkové miizeme shrnout, ze oba koeficienty jsou
srovhatelné a znacné zavisi na konkrétni situaci, kdy je ten ktery koeficient lepsi. Pro
k® mluvi teoretické splnéni stacionarniho vedeni tepla s konstantni aproximaci k v ob-
jemech vypocetnich bunek, jak bylo dfive feceno. Za redlnych podminek vsak mnohdy
muiZe byt blize skuteénému feSeni spiSe koeficient .

2.2 Koeficient tepelné vodivosti

Koeficient tepelné vodivosti vystupujici v rovnici vedeni tepla je klicovym pa-
rametrem simulace. Doposud pouzivany model sestaval ze dvou ¢asti, Spitzer-Harmova
koeficientu v plazmatu [I5] a konstantni tabelované hodnoty tepelné vodivosti Ksoriq
v pevné latce [§]. Takovyto model je velmi piiblizny a je zejména neptfesny v okoli
Fermiho teploty, kde neplati priblizeni idealniho plazmatu ani elektronového plynu
v pevné latce. Z téchto divodi pouzijeme zpresnény model zalozeny na globalnim
modelu srazkové frekvence uvedenym v kapitole [I.1]

Tepelna vodivost odvozena od Spitzer-Harmovy srazkové frekvence vgy defino-

vané v je:

(94)

kde ko predstavuje priblizné konstantni ¢len, ktery je v ptuvodnim modelu roven kg =
13.5 pro vSechny materaly. Pokud nahradime vgy srazkovou frekvenci globalniho mo-
delu v, dostaneme v limité nizkych teplot, kde prevlada ve.fonon definovana v @,
konstantni teplotni zavislost, coz odpovida ocekavani pro pevnou latku. Model je tak
¢astecné verifikovan a podle [14] je platny pro cely teplotni rozsah.

Harmonicky priamér pouzity pro interpolaci v v @ pri dosazeni do , kde
vystupuje v prevracené hodnoté, znamend, ze hodnoty tepelné vodivosti s¢itame:

R = KRgolid + RsyHg - (95)

Za zminku vsSak stoji, ze pokud bychom urcovali konstantu kg ve vyrazu pro
Vel- fonon @ z hodnoty kg4, tak obecné dostaneme jinou hodnotu nez ktera byla ur-
¢ena z odrazivosti objemového materialu v kapitole [1.1l Pro hlinik ziskdme hodnotu
ks = 2.3 [T4]. Pro méd s tepelnou vodivosti kg = 4.48-10M erg/(cm s eV) vypocitame
za pouziti materidlovych konstant z kapitoly hodnotu kg = 12.4. To je hodnota
35 krat nizsi nez bylo odvozeno z odrazivosti objemového materidlu, coz ukazuje na
urcitou vnittni inkonzistenci modelu, ale také na hrubé urceni xo. Tyto chyby jsou zpu-
sobeny prili§ aproximativnim globalnim modelem, ale vzhledem k pouziti v odlisSnych

Pridané kritérium omezeni srazkové frekvence v okoli Fermiho teploty se po-
tom projevi jako:

J2T (3 \ 7V
K> Klim = Kon B <7mz> ) (96)

mev, \ 4
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Obr. 14: Srovnani koeficientu tepelné vodivosti v zavislosti na teploté pro méd s mate-
ridlovymi konstantami uvedenymi v textu.

Celkovy priubéh je vynesen v obrazku[I4] Numerické simulace v 1D s timto koefici-
entem v kapitole [] véak ukazuji, Ze vedeni tepla je v oblasti plazmové plumy nadmérné.
Nicméné simulace ve 2D toto nepotvrzuje, coz ukazuje na rozdilnosti v 1D a 2D pfi-
stupu. Ve 2D totiz dochazi k vyraznému vedeni tepla i v pricném sméru. Musime tedy
na toto brat zretel a zapinat pouziti tohoto modelu v simulaci selektivné v zavislosti
na dimenzi tlohy.

2.3 Metoda rozkladu

Pro spole¢nou integraci hydrodynamické transportni ¢asti celkového schématu
s vedenim tepla slouzi metoda rozkladu (angl. splitting). V pripadé pouzivanych simu-
la¢nich kéd je implementovana tim zptusobem, Ze je nejprve provedena hydrodyna-
mickd ¢ast fesend kompatibilnim schématem metody konecnych diferenci [25, §]. Tim
vypocitame i advekéni ¢ast rovnice zakona zachovani energie , kterad je tvorena hy-
perbolickou parcialni diferencialni rovnici. Navic je zde zahrnuta i integrace zdrojového
¢lenu, kterym je obvykle absorpce laseru (viz. kapitola . Takto urcené veli¢iny pak
slouzi jako vychozi pro Feseni rovnice vedeni tepla (27) pomoci implicitniho ¢i semi-
implicitniho diferen¢niho schématu (kapitola , kterda tvori parabolickou cast zakona
zachovani energie . Nové ziskané hodnoty veli¢in se jiz ukladaji na novou casovou
hladinu. Pti obou vypoctech pritom pouzivame stejnou délku ¢asového kroku, protoze
se pohybujeme ve skutec¢nosti mezi shodnymi ¢asovymi hladinami.

Takto postavend metoda Teseni je zejména efektivni pro viibec nebo slabé prova-
zané déje, kde umoznuje tesit tlohu v nizsi dimenzi a nebo v nasem pripadé oddélené
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hyperbolickou a parabolickou ¢ast rovnice vhodnymi numerickymi schématy. Vedeni
tepla a advekéni ¢ast vsak nezavislé nejsou, protoze kondukéni mechanizmus transportu
tepla ovlivni tlak a tim konvekéni transport a naopak. Navic zde hraje roli i teplotné
zavisla srazkova frekvence (viz. kapitola , kterou je ovlivnéna absorpce laseru a tim
opét rozdéleni teploty. Diky existenci téchto vazeb slozeni numerickych schémat pomoci
metody rozkladu nemusi dosahovat oc¢ekavaného radu konvergence schématu. V nasem
pripadé bychom napriklad za idedlni povazovali dosazeni druhého radu schématu pri
pouziti kompatibilniho schématu pro hydrodynamickou ¢ast a semi-implicitniho sché-
matu pro vedeni tepla, ktera jsou obé pravé druhého radu konvergence. Za redlnych
podminek tohoto fadu slozeni dosahovat nemusi. Cilem této kapitoly tedy je vytvorit
vhodnou testovaci tlohu, kvantifikovat na ni chybu jednotlivych postupti pri metodé
rozkladu a tim pripadné nalézt vhodnéjsi techniku nez je soucasna.

2.3.1 Nelinearni advekéné-difuzni rovnice

Pro priblizeni realné situaci pouzijeme jako testovaci tilohu nelinearni advekéné-
difuzni rovnici, kterda tak bude napodobovat nelinearitu Eulerovych rovnic s vedenim
tepla. Prototypem pro nas bude Burgersova rovnice, kterou ale doplnime o difuzni ¢len:

ou du 0*u
ot or  Toar”
kde u = u(t, x) je dostate¢né hladka funkce a 7 je kladny konstantni parametr. Pro tuto
tlohu existuje analytické feseni [26], které odvodime pro pripad neomezeného prostoru
a pozdéji zuzime na simulac¢ni oblast, kde nastavime odpovidajicim zptsobem okrajové
podminky.
Nejprve provedeme substituci v = % pro ¢ = ¢(t, x) dostatecné hladkou funkci.

Dostaneme tak:
o (06 1[0\ ¢\
ax(at+2<ax> R (%)

Diky predpokladu hladkosti bude existovat funkce o = «/(t), pro kterou bude platit:

06 1 [9¢\> 02
af+2< ¢> —naﬁza(t). (99)

(97)

ox

Déle budeme postupovat parametrizaci ¢(t,z) = F(0(¢, x)), kdy substituujeme ¢
jednoparametrickou ,tvarovou® funkei F' = F'() (jeji derivace budeme znagcit ¢arkou)
a Casové a prostorové zavislou funkei 6 = 0(t, z), pricemz opét predpokladame dosta-
tecnou hladkost obou funkci. Po dosazeni do predeslé rovnosti ziskdme po tpravach:

o0 1 00\ > 90\ > 920
L () =g [ 2 ot £ . 1
ai +2< 83:) 7 (83:) Tl g +all) (100)
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Tuto rovnici rozdélime tak, ze bude splnéna resenim nasledujici soustavy rovnic:

00 NE%
e o (2) o

F'— =nF' — t) . 102
=P+ a(t) (102)
Prvni rovnici vytreSime eliminaci gg z obou stran rovnice:

1 12 "

2F nk (103)

Integraci této obycejné diferencidlni rovnice dostaneme tvar funkce F':

F(#) = —2nlogld — 8]+, (104)

kde 3 a « jsou integracni konstanty. Vzhledem k tomu, ze € vystupuje v pouze
v derivacich a je tedy urcena az na aditivni konstantu, mizeme bez ijmy na obecnosti
polozit f = 0. Nenulovost a dokonce pozitivita 6 (resp. dolni omezenost diky recené
aditivni konstantné) bude zajisténa tvarem feseni, jak pozdéji uvidime.

Druhou rovnici (102)) vydélime clenem F’, ktery je podle roven F'(0) =

—2n/0 a je tudiz nenulovy. Po dosazeni obdrzime:
a0 0%0  «
ot ”a:ﬁ 2K

Jedna se o linearni parcialni diferencialni podobnou rovnici difuze resené v kapitole

0. (105)

. Budeme postupovat obdobnym zptisobem a po Fourierové transformaci (0 EL, 0)
v prostoru ziskame:

86’ 9
= - = 1
;= nk*0 9 (106)

ResSenim této linearni diferencidlni rovnice dostavame:

t ]
~a(t)dt (107)

O(t,k) = Ogexp (—nk*t — p(t)) ,  p(t) = 0 21

kde 6, je spektrum pocateéni podminky.
Zpétnou Fourierovou transformaci obdrzime vztah pro 6 v case t > 0:

_ ! 2
0(t,z) = e)q\)/(m/ o (x') exp ( ‘w477j:|) dz’ . (108)

Abychom se vyhnuli dosazeni za 6, z Fourierovy transformace, pouzijeme definic:

~ 0¢ 00 100 dlogh
=F— = -2n-— = -2 . 109
~ oz ox T9or — " o (109)
Tim mame pro pocdtecni podminku ug = 21781°g %) - Odsud integraci dostdvame:

44



—0o0

0o(z) = C'exp (—2177 /m D) dg;’) 7 (110)

kde C' je integracni konstanta, po které pouze pozadujeme kladnost.
Dosazenim 6, do (108)) a odsud do (109)) ziskdme findlni vztah pro u:

/(m — 1) exp (—M _ 1 /x, ug(z") dx”) dz’

R

AP 1 z’
t/ exp =) —/ up(z") dz” | da’
R 4dnt 2n J—oo

Pocatecni podminku polozime obdobné jako u klasické difuze ve tvaru skokové
funkece:

u(t,z) = (111)

up(z) = Up(1 — () , (112)

ktera sice nespliuje pozadovanou hladkost, ale existuje pro ni derivace ve smyslu zo-
becnénych funkci a nebo ji mizeme chapat jako limitu hladkych funkei. Navic samotné
hladké feseni prechazi v limité t — 04 do uy.

Pro tuto pocatecni podminku existuji prislusné primitivni funkce a dostavame
tak po upraveé reseni:

1—|—erf( v )
u(t,z) =Uy [ 1 +exp (g(; (x—U0t>) 2v/nt

2 1 —erf (xQUot)

-1

(113)

2

2.3.2 Simulace razové viny

Porovnani riznych postupt metody rozdéleni vyzkousime na tloze razové viny
(112), pro niz jsme v minulé podkapitole odvodili feseni (Obr. . Vzhledem
k nespojitosti takovéto pocatecni podminky by vsak dochazelo k velkym numerickym
chybam pti simulacich, které nejsou hlavnim predmétem zkouméani v této kapitole,
takze nastavime pocatecni cas ty nenulovy a diky znalosti analytického feseni v case
upravime prislusnym zptisobem pocateéni podminku. Okrajova podminka je pak Di-
richletova pro u v Tpin & Tmee nastavena podle analytického Teseni.

Analogicky s pouzivanymi simula¢nimi kédy pro feseni Eulerovych rovnic s ve-
denim tepla rozdélime pomoci metody rozkladu nelinearni advekéné-difuzni rovnici
(97) na advekéni a difuzni ¢ast. Advekéni ¢éast, kterd odpovidd Burgersové rovnici, bu-
deme Tesit Lax- Wendroffovym schématem, které je podobné jako kompatibilni schéma
s prediktor-korektorem [8] v kédech pro Eulerovy rovnice téZ druhého ddu konver-
gence. Dale je také disperzni a diky tokovému tvaru konzervativni. Schéma pouzivame
v dvoukrokovém tvaru, kde si zavidime pomocnou ¢asovou hladinu n + 1/2 a dudlni
pomocnou sit. Na rovnomeérné siti s prostorovym Az, polohovymi dolnimi indexy 1 az
N a pomocnymi 1/2 az N — 1/2 pri casovém kroku At mé schéma tvar:
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Obr. 15: Analytické Teseni tlohy razové viny sitici se podle nelinedrni advekéneé-difuzni
rovnice v ruznych Casech (parametry uvedené v textu).

nt12 L, n At fPY (ut ) = Y (ug)
Uity/9 = 5(% + i) — 9 HAx 5 (114)
n+1/2 n+1/2
Wt oy AthW<ui+1//2 ) — fLW<uz>1//2 ) (115)
7 - " AZ‘

Oznadili jsme pfitom f“%(u) = u?/2, coz je nelinedrn{ tok v advekéni ¢sti (97)).

Pro difuzni ¢ast pouzijeme semi-implicitni schéma odvozené v kapitole[2.1] Matice
soustavy bude velmi podobnd, ale namisto x pouzijeme 7 a koeficient a nahradime
konstantné jednickou. Uvedme zde alespon obdobu pro urc¢eni hodnot na nové
casové hladiné:

W‘n—&-l/Z . W@_—i—l/?

Wit =y — A2 N T (116)
kde toky W urc¢ime pravé z upravené soustavy . Hodnoty u}" a uit* jsou uréeny
z okrajové podminky tj. z analytického Teseni.

Testovano bylo nékolik postupt metody rozkladu:

1) Advekéni krok nésledovany difuznim, tedy puvodni postup pouzivany v simulacnich
kédech pro feseni Eulerovych rovnic s vedenim tepla.

2) Difuzni krok a nasledny advekéni.
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3) Kombinace ptedeslych, kdy piispévky (divergence numerickych toki) z obou po-
stupt zprumeérujeme. Slouzi predevsim jako referencni, protoze lze predpokladat
nejvyssi presnost, ale z praktického hlediska je tento postup nevyhodny, protoze se
timto zdvojnasobuje vypocetni narocnost.

4) Symetrizovany rozklad, kdy stfidame postupy 1 a 2 v kazdém kroku.

Porovnani s analytickym feSenim provedeme ,Ls chybou® tj. pomoci relativni
diskrétni analogie integralni normy Lo prostoru (u*™ je vysledek simulace a u"* ana-
lytické TeSeni):

‘ iU —
Ep, (u*™ u*™") = 3 . (117)
N !
E' . ana
1=

Parametry simulace byly nastaveny nasledovné (v relativnich jednotkach):

sim

xmin:_la xmaz:+17 7]:01’
to =0.05 5 tl =04 5 Ctm =0.5 5

pricemz koeficient Cy, = At/Az stejné jako diive oznaCuje pomér mezi ¢asovym a
prostorovym krokem.

107 —
107
©
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Obr. 16: Srovnani chyb rtznych postupt metody rozkladu v tloze réazové viny sirici
se podle nelinedrni advekéné-difuzni rovnice pii Cy, = 0.5 (1 — advekce — difuze, 2 —
difuze — advekce, 3 — prumér 1 a 2, 4 — symetrizovany rozklad).

Vysledky simulaci (Obr. ukazuji, ze ve vSech pripadech je schéma druhého
radu konvergence. Jako nejhorsi se jevi pravé ptuvodni poradi metody rozkladu. Opacné
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poradi je o poznani lepsi a asymptoticky se blizi nejpresnéjsimu poradi 3. Nicméné po-
kud vylou¢ime ze zminénych praktickych diavodu poradi 3, tak jednoznacné nejlepsi
je symetrizované poradi 4, které neptrinasi dodatecné vypocetni naroky, ale témér na-
prosto kopiruje profil referenéniho poradi 3.

Dilezitym zavérem je, ze nedoslo ke snizeni fadu konvergence schématu vlivem
metody rozkladu. Idealni za danych podminek se zda pouziti symetrizovaného poradi
pro simula¢ni kody, ale je nutno téz uvazit, ze za redlnych podminek je ve schématu
zahrnuta i absorpce laseru béhem hydrodynamické ¢asti, kterd by mohla byt stridavou
zménou poradi negativné ovlivnéna. Nabizi se pak napriklad rozdéleni absorpce laseru
do obou c¢asti, ale to by prineslo dodatecné vypocetni naroky. Tato metoda je celkové
naro¢néjsi na implementaci a jeji prinos (snizeni numerické chyby) muze zaviset na
danych podminkach a feseni zaclenéni netestovanych c¢asti schématu. Z téchto divodua
symetrizace metody rozkladu v simula¢nich kodech pouzita nebyla.
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3 Rozsireni fyzikalnich modelt

Lagrangeovska jednotekutinova hydrodynamika spolu s vedenim tepla (kapitola
2)) a absorpci laseru (kapitola [1)) dokéZe dobfe numericky aproximovat vyvoj a dyna-
miku plazmatu jako proudéni kvazineutralni elektron-iontové tekutiny. Nicméné pro
komplexni simulaci ablace pevnolatkového terce zejména pri metodé PLD, kde inten-
zity dopadajiciho laserového zareni obvykle nejsou radové o mnoho vyssi nez ablac¢ni
prah materialu [3], je nutné zahrnout do popisu i charakteristické vlastnosti vsech fazi
latky, které neodpovidaji tekutinovému modelu, a téz fazové prechody mezi nimi.

3.1 Drzeni pevné a kapalné faze

Jednim z nejzasadnéjsich problému tekutinového pristupu je absence soudrznych
sil v pevné a kapalné latce, ktera by odpovidala existenci inter-atoméarnich vazeb pri
silné degeneraci elektron-iontové tekutiny. V Eulerovych rovnicich jsou totiz sily v rov-
nici hybnosti:

0ou

W‘FV'(@U@?I—FPI):O, (118)

klasicky urceny hydrostatickym tlakem p, ktery nereflektuje zminéné fyzikalni jevy.
Bez jakychkoliv soudrznych sil pak napiiklad latka samovolné expanduje do vakua, jak
bychom ocekavali u (idedlniho) plynu, ale nikoliv u pevné ¢ kapalné latky. Z téchto
davodu je nutné alespon kvalitativné zahrnout vliv téchto sil. V predeslé praci [8] byl
proto vytvoren empiricky model drzeni pevné a kapalné faze, ktery se osvédcil a byl
proto rozsiten do 2D a implementovan v kodu PALE2.

V rdmci metody drzeni se nabizi mnoho riznych postupi, ale jak bylo ukazano
v predeslé praci [§], konzervativni je pouze postup zalozeny na modifikaci sil ptisobicich
na vypocetni uzel. Na uzel mohou pusobit kromé tlakové sily podle také dalsi
externi sily, jako je naptiklad tihova sila. Navic je je tteba zahrnout ¢len umélé viskozity
[27], ktery zarucuje stabilitu schématu. Tyto ¢leny ovliviiovat nebudeme, protoZe by to
vedlo k neocekavanému nefyzikalnimu chovani v prvnim pripadé a nestabilité v druhém.

Tlakova sila patti mezi normdlové sily, jeji velikost tedy odpovida plose povrchu
na niz pusobi a miff ve (vne¢jsim) normélovém sméru k nému. Konkrétni podobu pou-
zitou v numerickém schématu v pozivanych kédech odvodime integraci rovnice zakona
zachovani hybnosti (118)) v lagrangeovskych soufadnicich pfes nodaln{ objem V™ [8], ],
¢imz ziskdme vztah pro pusobici tlakovou silu (s pouzitim Gaussovy véty):

Ff’:/VANV-(pI)dV:%WNpﬁdS. (119)

Hranice nodalniho objemu vsSak neni diferencovatelnda, takze ve skutecnosti se inte-
grace rozpadd na soucet integrali pres jednotlivé (dudlni) obvodové hrany, ale presné
odvozeni zavisi na prostorové diskretizaci a lze jej najit v citovanych pracich.

Tuto silu vynasobime koeficientem drzeni «;, ktery byl zaveden v Bakalarské praci
[8] v kapitole 4.1.4. Soucin pak pouZijeme pro vypocet prirtustku hybnosti resp. rychlosti
v diskretizované obdobé namisto puvodni tlakové sily. Tim simulujeme soudrzné
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sily, které kompenzuji sily tlakové pro nizké teploty. Nicméné zavislosti objemové, jako
je (Op/0o)r, timto neovlivnime, takze nenasimulujeme naptiklad pruznost pevné latky
¢i plasticitu [28, 29], ale zabranime neredlné expanzi a kompresi latky v normalovém
SmMeru.

Pouzity koeficient «; je teplotné zavisly, potfebujeme tedy znat nodalni teplotu,
ale teplota je dle konstrukce centrdlni veli¢inou (viz. kapitola . Protoze pti prudké
expanzi nechceme, aby horké vypocetni bunky byly brzdény studenymi, vezmeme jako
nodélni teplotu maximum teplot okolnich bunék (ve 2D ¢tyf a dvou v 1D).

Pro kazdy vypocetni uzel navic evidujeme v jaké se nachazi fazi, coz umoznuje
blokovat pouziti drzeni pro uz jednou odparené uzly. Jejich drzeni by totiz mohlo
vyznamneé ovlivnit dynamiku systému a chovani by bylo zna¢né nerealné, protoze oblast
plazmové plumy je o nékolik radu ridsi nez pevna latka, takze vazebné sily na téchto
inter-atomarnich vzdalenostech budou minimélni.

3.2 Model fazového prechodu

Druhym adresovanym problémem jsou fazové prechody, kde predevsim prechod
kapalina—plyn se svym latentnim teplem nezanedbatelnym zptisobem podili na energe-
tické bilanci ablovaného terce [I]. Konkrétné u médi ¢ini mérné skupenské teplo varu
AH,, = 4.8 10" erg/g. Tento prechod byl fesen jiz v predeslé praci [§] v kapitole
4.3 modifikaci prirastku specifické vnitini energie € ve schématech hydrodynamickych
rovnic a vedeni tepla spolu s derivaci (0¢/0T"), vystupujici v koeficientu a rovnice
vedeni tepla . Tento postup byl integrovan i do simula¢niho kédu PALE2 zcela
analogickym zptisobem pro stavovou rovnici idedlniho plynu a je pouzivan pro simu-
lace v kapitole [ Odlisnosti implementace v kédu PALE2 je, ze po kroku vedeni tepla
je prepocitavana specifickd vnitini energie z divergence tepelnych toku podle (76 (pro
implicitni schéma je vztah shodny, ale jsou pouzity veliciny na casové hladiné n + 1
namisto n+1/2). V 1D kédu se ovsem pouziva prepocet teploty podle . Zatimco tep-
lotni prirtistek modifikovan byt nemusel, protoze zahrnuje jiz modifikovany koeficient
a, ktery snizi odbérem latentniho tepla v oblasti fazového prechodu nartst teploty, tak
prirtistek vnitini energie musi byt imérné snizen, aby bylo dosazeno stejného efektu.
Pouzijeme zde tedy vztah ptvodné odvozeny pro priristek vnitini energie v hydrody-
namické ¢asti zdkona zachovani energie zcela analogickym zptisobem.
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4 Simulace laserové ablace

Pro demonstraci vlastnosti popsanych metod za realnych podminek laserové ablace
pti metodé PLD byla zvolena 1D tloha z predeslé prace [§] z kapitoly 5.5 a to sice ze
dvou divodu. Jednak v Bakalarské praci byly pozorovany nékteré nedostatky pri téchto
simulacich plynouci zejména z prevzatého kdédu absorpce laseru, ktery byl nyni opra-
ven (viz. kapitola [1.1]). Za druhé¢ ¢lanek obsahuje, podle kterého je tiloha navrzena [30],
pomérné znacnou paletu grafii a zavislosti, se kterymi je mozné vysledky srovnavat
a to vcéetné detailt terce. Na druhé strané referencéni vysledky obsahuji i data, ktera
jsou mimo soucasné moznosti 1D ¢i 2D simulacnich kodi, jako je naptiklad urceni
pomérného zastoupeni jednotlivych iontit v plazmové plumé. Primarné se vsak jedna
téz o 1D jednotekutinovy jednoteplotni hydrodynamicky model jako je pouzit zde, ale
v pripadé ¢lanku pouze aplikovany pro expandujici plazma a terc¢ je modelovan zvlast
primarné rovnici vedeni tepla bez moznosti pohybu hmoty. Navic je zde ovSsem tloha
v podkapitole rozsitena i do dvou dimenzi pro prezentaci moznosti 2D simula¢niho
kodu PALE2 s integrovanymi rozsitenimi z predeslych kapitol.

Spolecné vsem numerickym simulacim byly parametry materidlu terce, laseru
a modelu drzen{/prechodu fézi (viz. kapitola [3). Ter¢ pfedpokldddme pevnolatkovy
masivni z médi za ptiblizné pokojové teploty (T' = 0.03 V) s tabulkovymi konstantami
jako v kapitole[I.1] jehoZ simulovanou tloustku ozna¢ime d a bude uvedena déle. Zdroj
laserového zareni mame Nd:YAG na c¢tvrté harmonické frekvenci tj. s vilnovou délkou
A = 0.266 um. Casova §itka gaussovského pulzu (FWHM) byla 10 ns a maximum v ¢ase
10 ns se Spickovou intenzitou I, = 1 GW/ cm?. Pro tcely 2D simulace byl pulz mo-
delovan s téz gaussovskym prostorovym profilem se sitkou (FWHM) 0.25 mm. Pro ab-
sorpci laserového zareni pouzivame algoritmus zaloZzeny na stacionarnich Maxwellovych
rovnicich podle kapitoly [1] Koeficienty pro drzeni pevné a kapalné faze byly pfi znaceni
podle predeslé prace [8, kapitola 4.1.4] nastaveny na A = 0.08 eV, B = 1.0-1072, E = 3.
Model fazového prechodu kapalina—plyn mél nastavenu hodnotu AH,,, podle kapitoly
pri teploté varu T, = 0.244 €V a teploté tani T, = 0.117 eV, které jsou spole¢né s mo-
delem drzeni pevné a kapalné faze z téze kapitoly. Vedeni tepla probihalo s nastavenym
omezenim tepelného toku na fm** = 0.01 (viz. [8, kapitola 3.2]). Jednotné byla nasta-
vena i linedrné-kvadratickd uméld viskozita na C; = 1.0, Cy = 1.0 (viz. [8, kapitola
2.4.3]) a Courant-Friedrichs-Lewyho ¢islo Copp, = 0.25 urcéujici dynamicky délku caso-
vého kroku (viz. [8, kapitola 2.4.4]). Hydrodynamické okrajové podminky nastavujeme
kromé horni hranice na zrcadleni tlaku tj. Neumannovu na nulovou derivaci a horni
naopak Dirichletovu na nulovy tlak, coz odpovida fyzikalné expanzi do vakua. Tepelné
okrajové podminky volime adiabatické tj. Neumannova typu na nulovy tepelny tok.

4.1 Jednorozmérné simulace

Nejprve zhodnotme 1D simulaci pti pouziti 1D kodu a téz 2D kédu v cylindric-
kych soufadnicich, ale s homogennimi (resp. radialné uniformnimi) podminkami, takze
v obou pripadech jde o 1D tlohu. Pocateéni ¢as simulaci bude ¢ty = 0 ns a koncovy
t; = 20 ns. Pro porovnani pouzijeme stavovou rovnici idedlniho plynu s ionizaci na-
stavenou na prumeérnou terce tj. Z = 4.4 (obdrzime z Thomas-Fermiho teorie pomoci
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stavové rovnice QEOS [31]) a Poissonovou konstantou v/* = 5/3. Simulovanou tloustku
terce volime d = 4.5 um, kterou pokryjeme geometrickou vypocetni siti o IV, = 100
buiikdch s geometrickym faktorem CIA%#2 = 0.94 v podélném sméru vidi sméfovani
laserového paprsku.

Faktor odliSujeme hornim indexem, protoze v kédu PALE2 se pouziva jiny vypo-
¢et poloh uzli sité oproti zde zavedenému . Pro dimenzi x by polohy byly dany:

Ty =Ti—1+ (C;ALE2)1;2 pro 1€ {2, ce ey NN} s
r =0, (120)

T
Ti = Tpin + (wmax - xmin)i .
TNy

Tento postup generovani sité byl pro korektni porovnani téz integrovan i do jednoroz-
mérného kodu, ale vliv na vysledky je obvykle minimalni.

V pripadé 2D pak pouzivame rovnomeérnou sif v pricném sméru s N, = 5 bun-
kami. Pomocn4 sif pro absorpci laseru v kodu PALE2 byla generovana podle kapitoly
[[.2.0] s trojndsobnym zjemnénim v pfi¢ném sméru a pétindsobnym v podélném.
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Obr. 17: Prostorové priubéhy veli¢in v riznych ¢asech ziskané simulaénim kédem PALE2
v 1D tloze se stavovou rovnici idealniho plynu mezi ¢asy tg = 0 ns a t; = 20 ns.

Uvedené grafy prubéhu veli¢in v raznych ¢asech(Obr. byly dosazeny kédem
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PALE2. Rozdil od 1D koédu pfti linedrni interpolaci byl naptiklad v relativni L; normé
fadu 1077 v teploté a grafy by byly okem nerozeznatelné a proto zde uvadény nejsou.
Lze z tohoto usuzovat, ze simula¢ni kody mohou jsou v podstaté ekvivalentni v 1D tlo-
hach a je tim ovérena funkcénost vsech integrovanych rozsiteni do kédu PALE2, mezi
které patii zejména zminéné drzeni pevné a kapalné faze, model fazového prechodu,
vedeni tepla a absorpce laseru. Mimo to je dobfe patrna dynamika vzniku plazmové
plumy, ktera dosahuje okolo ¢asu 14 ns svého maxima v teploté, ale dale expanduje a
urychluje se. Vzniklé plazma blizké kritické hustoté také stini terc¢ (angl. plasma shiel-
ding), ale diky algoritmu zalozeného na stacionarnich Maxwellovych rovnicich zustéava
distribuce intenzity stéle plynula a dochazi tak k postupném ohtevu plazmové plumy.
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Obr. 18: Srovnani prubéhu veli¢in 1D simula¢niho kédu (plné) s literaturou [30] (¢r-
kované) pri pouziti stavové rovnice QEOS.

Druhéa simulace navazuje na Bakalarskou praci, kde byla pouzita stavova rovnice
QEOS [31] a metoda reinicializace [8, kapitola 4.4], pii které po vypoctu prvni ¢ésti
simulace stejné jako v pfedchozim pripadé do casu t; = 20 ns néasledovala druhé ¢ast az
do ¢asu t5 = 100 ns. Ve druhé ¢asti uz neprovadime absorpci laseru, protoze intenzita
pulzu uz je zanedbatelna a také nesimulujeme pohyb pevné a kapalné faze, ktery uz na
expanzi nemad vetsi efekt, ¢imz Setifime vypocetni ¢as a predchazime problémtim simu-
lace tuhnuti kapalné faze. Vypocetni sit byla pozménéna na d = 2.5 um s geometrickym
koeficientem Cy = 0.96, aby odpovidala ptredchozi préci.
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Vysledky (Obr. byly vyhotoveny v 1D simula¢nim kédu, protoze metoda rei-
nicializace nebyla implementovana v kodu PALE2, ale z predeslého lze predpokladat, ze
vysledky by byly naprosto shodné. Srovnani s referenénimi daty ukazuje velmi dobrou
shodu zejména v rychlostech. Teploty jsou mirné podhodnoceny, coz je kompenzovano
nepatrné vyssi hustotou, protoze vzajemny soucin je imérny hustoté tepelné energie.
Bohuzel nemame k dispozici srovnani tlakt, ale lze predpokladat, Ze pii porovnatelné
absorpci laserového zareni bude i hustota deponované energie podobna. Dale vidime
urcité prodlouzeni jednotlivych kiivek veli¢in, které ovsem ziskat nemiizeme ani vyssim
rozlisenim v oblasti cela plazmové plumy, protoze zde hraje roli odlisSny model odpa-
fovani latky. V citovaném ¢lanku [30] je totiz pouzit termodynamicky piistup urceni
tlaku par nad povrchem pomoci Clausius-Clapeyronovy rovnice, ktery je nenulovy pro
jakékoliv teploty. Dochazi tedy odparovani i pod teplotou varu, zatimco v této praci je
model drzeni kapalné faze (kapitola navrzen tak, aby predevsim povoloval expanzi
az v okoli teploty varu a stejné tak model fazového prechodu je lokalizovan do této
oblasti. Ptes jednoduchost modelu vsak vidime, Ze pribéhy si velmi dobfe odpovidaji
pro dané rozliseni, coz potvrzuje jejich spravnost.
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Obr. 19: Srovnani hloubek (ve smyslu mnozstvi) odpareni a roztaveni materialu v 1D
simulacnim kédu (plné) s literaturou [30] (Carkované) pti pouziti stavové rovnice QEOS.

svv s

veni (Obr. . Hloubky vsak neodpovidaji poloze skute¢ného rozhrani, ale mnozstvi
odebraného /roztaveného materidlu terée (prepocitavano hustotou pevné latky). Jako
pozitivni lze hodnotit velmi dobrou shodu hloubky roztaveni, kterd vypovida zejména
o tom, ze je funkcni a presné vedeni tepla v terci. Mirné zrychlovani postupu taveni
je dané castecné zadni adiabatickou okrajovou podminkou, kdy dochézi k celkovému
navysovani teploty celého terce. Zde by byla vhodnéjsi Dirichletova podminka na tep-
lotu, ktera by tomuto jevu zabranila, ale ta vzhledem k odvozeni schématu v kapitole
neni dostupné. Lze také ukazat, Ze prosté reseni okrajové podminky doplnénim
matice podle inverze vztahu pro prirustek teploty vede na matici bez prevladajici
diagonaly, coz vede k numerickym problémim pii feseni soustavy. K obéma pribéhiim
je nutno ovsem dodat, ze skutecné hodnoty byly vypocitany do casu konce prvni casti
simulace (t; = 20 ns) vzhledem k pouziti metody reinicializace a déale jsou hloubky
vyneseny jako konstantni, protoze faze uz detailnéji nesimulujeme (viz. vyse). Tento
postup je ospravedlnén tim, ze jak vidime u hloubky evaporace, priblizné po case 20 ns
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uz nedochézi k odparovani ani v referencni simulaci. Nicméné pravé hloubka evapo-
race je v nasem pripadé nadhodnocena, coz vysvétluje mirné vyssi hustoty plazmatu
oproti referenci. Na viné jsou predevsim modely drzeni/piechodu fazi, které napiiklad
nezohlednuji nartst teploty varu s tlakem.
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Obr. 20: Porovnani intenzit laseru v case ziskané 1D simula¢nim kdédem s literaturou
[30] (laserovy pulz — piichozi laserovy pulz do simulaéni oblasti, systém absorb. —
intenzita absorbovana v simulovaném systému, ter¢ absorb. — intenzita absorbovana
celym tercem, ter¢ dopad — dopadajici intenzita na terc¢, ter¢ dopad ref. — referenc¢ni
data dopadajici intenzity na terc).

Posledni srovnavanou zavislosti jsou intenzity laserového zétfeni v ¢ase (Obr. .
Porovnavame prubéh intenzity prichoziho laserového pulzu, intenzitu, ktera je absor-
bovéna systémem (tj. jejiz divergence je absorbovanym vykonem a zdrojovym clenem
v rovnici zdkona zachovani energie ), dale intenzitu absorbovanou samotnym terc¢em
a také intenzitu dopadajici na ter¢ a to vcetné referencnich dat. Za terc pii tom po-
vazujeme veskeré vypocetni bunky, které nebyly odpareny. Na prvni pohled je ziejmé,
ze se zasadné projevila oprava srazkové frekvence podle kde se oproti minulé préaci
vyrazné zvysila celkovd absorpce diky odrazivosti okolo R = 0.34 pro pevnou latku.
Dobie také vidime silné stinéni terce plazmatem (angl. plasma shielding), kdy okolo
maxima pulzu se dostava k terci pouhych priblizné 10% intenzity. Porovnani intenzity
dopadajici na terc¢ s referenénimi daty ukazuje, ze zastinéni terce nastava drive, na coz
maji vliv jiz komentované modely drzeni/prechodu fazi. V pozdéjsich casech je inten-
zita naopak nizsi, ale tady muzeme polemizovat, zda je presnéjsi nas pristup s urcenim
absorpcnich koeficientl ze srazkové frekvence a nebo spise odvozené zjednodusené koe-
ficienty, ale s rozliSenim na interakci elektronu s neutralni c¢astici a elektron-iontovou
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interakci [30]. Drobné oscilace jsou zpusobeny problematickou definici povrchu terée
pri lagrangeovském pristupu, kdy index posledni kapalného uzlu preskakuje mezi uzly
a graf intenzity je tak nespojity.

4.2 Dvourozmérné simulace

Dvourozmérné simulace v koédu PALE2 probihaly v cylindrické geometrii, kde vo-
lime polomér simulované oblasti terce r,,,, = 0.5 mm a hloubku d = 4.5 um. Vypocetni
sit generujeme geometrickou v obou dimenzich, v podélném sméru s NV, = 60 vypocet-
nimi bunkami a faktorem 095 ALE2 — (.94 a v pHéném sméru s N, = 39 buiikami a

faktorem Cgf ALEZ — 1 05. Pomocn4 sit pro absorpei laseru podle kapitoly meéla
nastaveno pétindsobné zjemnéni v podélném smeéru pri primérovani pres N;*9 = 3 uzly
a trojndsobné v pritném sméru pii prumérovani pres cely sloupec (tj. N9 = 61 uzld).
Pro jednoduchost a porovnatelnost s predchozi podkapitolou pouzivame opét stavovou
rovnici idealniho plynu s tymz nastavenim. Stejné tak pocitame od ty = 0 ns do ¢asu
t1 = 20 ns. Koeficient tepelné vodivosti pouzivame puvodni, takze v plazmatu je ve
Spitzer-Harmové aproximaci a v pevné latce konstantni (viz. kapitola , vysledky
pro novy koeficient jsou srovnavany déle.
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Obr. 21: Prostorové profily veli¢in ve faleSnych barvach v koncovém case simulace
t; = 20 ns s puvodnim koeficientu tepelné vodivosti.
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Vzhledem k rychlé deformaci vypocetni sité, ke které dochazi zejména ablaci ¢asti
povrchu terce zatimco okoli zustava nehybné, nelze provadét 2D simulace pomoci ¢isté
lagrangeovského pristupu, ale je nutné provadét kroky rezoningu a nasledné remapingu,
které vypocetni sit vyhladi a pfemapuji na ni jednotlivé veli¢iny a tvori tak zaklady me-
tody ALE [9]. Pro rezoning pouzivime Winslowovo vyhlazovani [32] uvniti vypocetni
oblasti, ale na hranici ponechdvame ptuvodni polohy vypocetnich uzli. Tim zustava
zachovan tvar plazmové plumy a nejsou vypocetni bunky vytahovany z povrchu terce,
coz by vedlo k nefyzikdlnimu vyvoji simulace. Na druhé strané neni fesen problém de-
formace samotné hranice sité a opakovani podobnych efektt po odpareni vnéjsi vrstvy
terce (tvorici hranici vypocetni oblasti), takze je omezena skélovatelnost simulace k vét-
sim rozlisSenim. Krok rezoningu a remapingu provadime pravidelné po 40 vypocetnich
krocich, aby byl stale zachovan priméarné lagrangeovsky charakter simulace a nedoslo
k prilisné degradaci vysledktt numerickou difuzi.
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Obr. 22: Podélné prurezy velic¢in v riznych ¢asech na centralni ose s ptuvodnim koefi-
cientu tepelné vodivosti.

Prostorové priubéhy veli¢in v koncovém case (Obr. realisticky tvori profil
plazmové plumy [2]. Vidime zde naptiklad stinéni terce plazmatem, kdy klesé intenzita
pred dosazenim povrchu terce. Zména intenzity v podélném sméru, které odpovida di-
vergence Poyntingova vektoru a tim i zdrojovy c¢len rovnice zakona zachovani energie
, dobre koresponduje s maximem teploty okolo 0.1 mm nad povrchem terce. Presto
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vedeni tepla prekonava konvektivni toky z terce a silné odparuje jeho povrch. Hustota a
tlak maji naopak maxima na/u povrchu terce a postupnou podélnou i pri¢nou expanzi
rychle klesaji.

Pro porovnani s predchozi 1D simulaci nam poslouzi predevsim prurezy veli¢in
na centralni ose (Obr. , kde je intenzita laserového pulzu maximalni a podoba se tak
1D tloze. Vysledky jsou velmi podobné tém z 1D simulace (Obr. , ale nejveétsi rozdil
nachazime u profilu teploty, kde pro vétsi vzdalenosti od terce teplota rychleji klesd,
coz lze prisuzovat radidlnim tokiim tepla, které odvadéji teplo od centralni osy, a stejné
tak i konvektivnim tokiim v témze sméru. Tato dynamika vyvoje vyplyva z gradientu
teploty v pricném sméru, ktery vznika diky prostorovému profilu laserového pulzu,
ktery v 1D simulaci viibec neuvazujeme.
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Obr. 23: Prostorové profily veli¢in ve faleSnych barvach v koncovém case simulace
t1 = 20 ns s koeficientem tepelné vodivosti podle kapitoly [2.2}

Za presné shodnych podminek, ale s vylepsenym koeficientem vedeni tepla podle
kapitoly [2.2] byly provadény 2D simulace, které ndm umoziuji zhodnotit vliv tohoto
koeficientu na vysledky (Obr. 23)), (Obr. 24)). Zména koeficientu vedeni tepla primérné
ovliviiuje rozlozeni teploty, kde jsou rozdily nejmarkantnéjsi. Teplota u ¢ela plumy je
vyssi a naopak maxima teplot blize terci a kritické hustoté jsou nizsi priblizné o 1 eV.
Jak bylo uvedeno pri zavedeni tohoto koeficientu vedeni tepla, tak praveé v oblasti teplot
radove jednotek eV dochézi k navyseni koeficientu a tim i k vétsimu vedeni tepla, které
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v podélném sméru zpusobuje zplosténi profilu teploty. V pozdéjsich ¢asech dokonce
dochazi témeér k saturaci teplot, ale takovyto vyvoj neni prilis experimentalné pozorovan
[2]. Mohli bychom pak diskutovat hodnotu koeficientu omezeni tepelného toku f™
ale jelikoz je hodnota jiz relativné mald, snizenim bychom zamezili vedeni tepla témeér
zcela a model koeficientu vedeni tepla by nehral témér zadnou roli, protoze hodnoty by
byly dany predevsim pravé timto omezenim. Nicméné ze samotného charakteru efektu
koeficientu vedeni tepla ve 2D, ktery by byl jesté vyraznéjsi v 1D diky neexistenci
radialnich tokt tepla, shledavame tento model koeficientu spise nevhodny pro simulace

ablace za nizkych intenzit laserového zareni.
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Obr. 24: Podélné pritezy veli¢in v riiznych ¢asech na centralni ose s koeficientem tepelné
vodivosti podle kapitoly [2.2}
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Zaveér

Modelovani metody PLD je komplexni tloha vyzadujici zahrnuti vicero rozsireni
a modelt do zakladniho fluidniho popisu latky. Konkrétné byly v praci zkoumany a
vylepsovany modely absorpce laserového zareni, celkové problematiky vedeni tepla,
drzeni pevné a kapalné faze a také model fazového prechodu.

Dynamika systému je u simulaci laserového plazmatu silné provazana s absorpci
laserového zareni a u simulaci s nizkou intenzitou dopadajictho zareni (z hlediska la-
serového plazmatu) je zejména nutné detailné simulovat rozlozeni intenzity laserového
pulzu. V tomto ohledu byl model absorpce na kritické hustoté, ktery je soucasti kodu
PALE2, zcela nedostacujici. V rdmci této prace byl proto vytvoren novy algoritmus
absorpce laserového zareni, ktery je zalozen na pouziti opraveného modelu se staci-
onarnimi Maxwellovymi rovnicemi spolu se zcela novym algoritmem geometrického
mapovani. Tento kod je schopen detailné simulovat postupnou atenuaci laserového
pulzu v plazmatu i v pevné latce, kde byla provedena korekce srazkové frekvence podle
skutecné odrazivosti materialu. Navic byl vysledny kéd v programovacim jazyce C pa-
ralelizovan pro vypocet ve vice vlaknech na CPU (Central Processing Unit) nebo GPU
(Graphics Processing Unit), ¢imz bylo dosazeno nemalého urychleni vypoctu. Kromeé
toho je algoritmus resp. pocitacovy kdéd mapovani zcela obecny pri splnéni danych
predpokladii a 1ze jej proto pouzit i v jinych tlohach.

Simulace ablace a expanze plazmatu také klade nemalé naroky na model ve-
deni tepla, protoze energeticka bilance terce je vzhledem k zastinéni terce plazmatem
do velké miry dana vedenim tepla v terci, ale také nad nim v hustém plazmatu. Po-
dobné pak v plazmové plumé profil teploty zavisi na axialnich a radidlnich tocich tepla.
7 téchto duvodu bylo v této praci odvozeno numerické schéma vedeni tepla druhého
radu konvergence, které bylo nasledné tspésné implementovano v 1D simula¢nim kédu i
kodu PALE?2 a také nalezité otestovano. Takto postavené schéma pak muze byt pouzito
pro jakékoliv simulace a to nejen metody PLD.

Koeficient tepelné vodivosti byl pro lepsi aproximaci plazmatu stfednich teplot
vylepsen podle globalnitho modelu srazkové frekvence pouzitého modelu absorpce la-
serového zareni. Simulace vSak ukazaly, Ze tento model pro nékteré parametry tlohy
neni vhodny, takze pouziti musi byt vzdy zvazeno s ohledem na charakter dané tlohy.

Zkoumana také byla korektnost a presnost metody rozkladu pouzité pro slouceni
schématu vedeni tepla s algoritmem feseni Eulerovych rovnic hydrodynamiky. Na tloze
nelinearné advekéné-difuzni rovnice, pro kterou bylo odvozeno analytické reSeni, bylo
demonstrovano, ze rozklad je korektni a nesnizuje rad konvergence celkového schématu,
ale ze existuji vhodnéjsi postupy rozkladu. Navrhovany postup je vsak implementacné

Vzhledem k intenzitdm laserového zareni blizkym abla¢nimu prahu je nutné si-
mulovat termodynamiku fazového prechodu, ktera se uz nezanedbatelnou mérou odrazi
na energetické bilanci latky. Tento model spolu s vylepsenym modelem drzeni pevné a
kapalné faze, ktery napodobuje ptirozené chovani pevnolatkového terce, byly proto po
vzoru predeslé prace rozsiteny i do 2D, implementovany a integrovany do simulac¢niho
kédu PALE2.

Nové modely byly otestovany na numerickych simulacich odpovidajicim realnym
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parametrim pri depozici metodou PLD. V kapitole {4 byla ukazana naprostd shoda
obou pouzivanych kédu (1D kédu vyvinutého v rdmeci predeslé prace a kédu PALE2)
u 1D tlohy. Velmi dobré vysledky byly dosazeny i v porovnani s literaturou, kde do-
slo vlivem opravy kodu absorpce laseru k vyznamnému zlepseni. Byl vsak identifikovan
problém v podobé zavislosti teploty varu na tlaku, jehoz feseni by vsak vyzadovalo kon-
strukei komplexnéjsiho modelu fazového prechodu a ziistava tak ndmétem pro budouci
praci.

Rozsiteni 1D tlohy do 2D prokéazalo rozdily obou pristupti pii porovnani axialnich
prurezi. Vysledky ukazuji také redlné modelovani tvorby plazmové plumy nad tercem.
Zaroven se hladkou distribuci intenzity laserového zareni demonstruji schopnosti algo-
ritmu mapovani pro absorpci laseru.

Nameétem pro budouci praci by vsak mohlo byt feseni vyhlazovani vypocetni sité
na hranici vypocetni oblasti, které nakonec muselo byt vyrazeno ze simulace zcela.
Posunuti vypocetnich uzli totiz nesmi zplsobit vysunuti z terce a tim nefyzikalni
y,odpareni“. Musi byt zachovan tvar hranice, ale ten nemiizeme definovat pouze z po-
slednich uzli, které mohou byt zatizeny chybou, takze celkové problematika vyzaduje
intenzivnéjsi zkoumani. Do soucasného modelu absorpce laseru by mohly byt vedle
inverzniho brzdného zareni zahrnuty také dalsi mechanizmy absorpce. Kromé toho al-
goritmus mapovani na pomocnou sit by mohl pouzivat vyssi fad interpolace, coz by
vylepsilo absorpci laseru zejména za vyssich intenzit.
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