
Zákony zachováńı - integrálńı a diferenciálńı tvar

• 1D trubice naplněná ideálńım plynem o hustotě ρ(x, t) a
rychlosti v(x, t)

• celková hmotnost úseku (x1, x2)∫ x2

x1

ρ(x, t)d x

• tok hmotnosti bodem x je ρ(x, t)v(x, t)

• časová změna hmotnosti je rovna rozd́ılu tok̊u v krajńıch
bodech – integrálńı tvar zákona zachováńı

∂

∂t

∫ x2

x1

ρ(x, t)d x = ρ(x1, t)v(x1, t)− ρ(x2, t)v(x2, t)

• integraćı p̌res (t1, t2) dostaneme druhý tvar integrálńıho
zákona zachováńı∫ x2

x1

ρ(x, t2)d x−
∫ x2

x1

ρ(x, t1)d x =∫ t2

t1

ρ(x1, t)v(x1, t)d t−
∫ t2

t1

ρ(x2, t)v(x2, t)d t

• pro diferencovatelné ρ(x, t), v(x, t) plat́ı

ρ(x, t2)− ρ(x, t1) =

∫ t2

t1

∂

∂t
ρ(x, t)d t

ρ(x2, t)v(x2, t)− ρ(x1, t)v(x1, t) =

∫ x2

x1

∂

∂x
(ρ(x, t)v(x, t))d x
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• čili 2. tvar integrálńıho z.z. lze p̌repsat jako∫ t2

t1

∫ x2

x1

[
∂ρ(x, t)

∂t
+
∂ρ(x, t)v(x, t)

∂x

]
d x d t = 0

toto muśı platit pro každý interval (x1, x2) a každý interval
(t1, t2), z čehož plyne diferenciálńı tvar zákona zachováńı

ρt + (ρv)x = 0

• systém zákonů zachováńı v 1D

~Ut + (~F (~U))x = 0

• konzervativńı tvar skalárńıho zákona zachováńı

ut + f (u)x = 0

• advekčńı tvar

ut + fuux = 0

advekčńı rovnice

ut + aux = 0

fu je rychlost š́ı̌reńı vln

• advekčńı tvar pro systém z.z.

~Ut + ~F~U · ~Ux = 0

kde ~F~U je Jakobiho matice

~F~U =

 F 1
U1, F

1
U2, . . .

F 2
U1, F

2
U2, . . .

...
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• zákony zachováńı jsou hyperbolické, čili ~F~U má ∀x, t reálná
vlastńı č́ısla

• vlastńı č́ısla

det(~F~U−λiI) = 0, λi ∈ R, i = 1, · · · , n, ~U ∈ Rn, ~F ∈ Rn

• vlastńı vektory (̌rádky)

~Vi · ~F~U = λi~Vi

• systém je striktně hyperbolický, právě když má ~F~U navzájem
r̊uzná vlastńı č́ısla a nezávislé vlastńı vektory

• pro hyperbolický systém je

P =


~V1

~V2
...
~Vn


nesingulárńı matice a

P · ~F~U =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0

. . .
0 0 · · · λn

 · P = Λ · P

čili

P · ~F~U · P
−1 = Λ

• systém

~Ut + ~F~U · ~Ux = 0
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vynásob́ıme zleva matićı P

P · ~Ut + P · ~F~U · ~Ux = 0

a uvažujeme ho lokálně v bodě (x, t), p̌redpoklad zam-
rzlých koeficient̊u, tj. P nezáviśı na x, t

(P · ~U)t + P · ~F~U · P
−1 · P · ~Ux = 0

• charakteristický systém

~Wt + Λ · ~Wx = 0

pro charakteristické proměnné ~W = P · ~U

W i
t + λiW

i
x = 0

• lokálńı rozklad řešeńı do systému vlastńıch vektor̊u Jako-
biho matice ~F~U

• vlastńı č́ısla λi jsou rychlosti š́ı̌reńı vln
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Slabé řešeńı

• testovaćı funkce φ(x, t) ∈ C1
0 s kompaktńım nosičem

ut + f (u)x = 0

φut + φf (u)x = 0∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

(φut + φf (u)x)d x d t = 0

• per partes a kompaktńı nosič∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

(φtu+φxf (u))dx dt = −
∫ ∞
−∞

φ(x, 0)u(x, 0)dx

• pokud plat́ı ∀φ ∈ C1
0(R × R+) pak u je slabým řešeńım

zákona zachováńı

• integrálńı tvar (x, t) ∈ (x1, x2)× (t1, t2)∫ x2

x1

∫ t2

t1

(ut + f (u)x)d x d t = 0∫ x2

x1

[u(x, t2)− u(x, t1)]d x +∫ t2

t1

[f (u(x2, t))− f (u(x1, t))]d t = 0
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Diferenčńı schemata pro zákony zachováńı

• zákon zachováńı v 1D je dán parciálńı diferenciálńı rovnićı

ut + f (u)x = 0

kde tok f (u) je obecně nelineárńı funkćı u

• Lax-Friedrichsovo (LF) schema

un+1
j − (unj+1 + unj−1)/2

∆t
+
f (unj+1)− f (unj−1)

2∆x
= 0

vyjáďŕıme un+1
j

un+1
j =

unj+1 + unj−1

2
−

∆t(f (unj+1)− f (unj−1))

2∆x
= 0

un+1
j = unj +

∆x2

2

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

−
∆t(f (unj+1)− f (unj−1))

2∆x
= 0

• modifikovaná rovnice

ut + f (u)x =
∆x2

2∆t
(1− f 2

u∆t2/∆x2)uxx

– difuzńı schema

• dvoukrokové Lax-Friedrichsovo (LF) schema pro zákon za-
chováńı má prediktor

u
n+1/2
j+1/2 − (unj+1 + unj )/2

∆t/2
+
f (unj+1)− f (unj )

∆x
= 0
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poč́ıtaj́ıćı řešeńı na duálńı (posunuté) výpočetńı śıti (n +
1/2)∆t, (j + 1/2)∆x

• korektor LF schematu je prediktor posunutý o 1/2 v index-
ech n i j

un+1
j − (u

n+1/2
j+1/2 + u

n+1/2
j−1/2)/2

∆t/2
+
f (u

n+1/2
j+1/2 )− f (u

n+1/2
j−1/2)

∆x
= 0

• z prediktoru a korektoru vyjáďŕıme

u
n+1/2
j+1/2 =

unj+1 + unj
2

− ∆t

2∆x
(f (unj+1)− f (unj ))

un+1
j =

u
n+1/2
j+1/2 + u

n+1/2
j−1/2

2
− ∆t

2∆x
(f (u

n+1/2
j+1/2 )− f (u

n+1/2
j−1/2))

un+1
j =

unj+1 + 2unj + unj−1

4
− ∆t

4∆x
(f (unj+1)− f (unj−1))

− ∆t

2∆x
(f (u

n+1/2
j+1/2 )− f (u

n+1/2
j−1/2))

un+1
j = unj +

∆x2

4

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

− ∆t

4∆x
(f (unj+1)− f (unj−1))

− ∆t

2∆x
(f (u

n+1/2
j+1/2 )− f (u

n+1/2
j−1/2))

• modifikovaná rovnice

ut + f (u)x =
∆x2

4∆t
(1− f 2

u∆t2/∆x2)uxx

– difuzńı schema, méně difuzńı než jednokrokové LF schema
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• dvoukrokové Lax-Wendroffovo (LW) schema použ́ıvá stejný
prediktor jako LF schema a korektor

un+1
j − unj

∆t
+
f (u

n+1/2
j+1/2 )− f (u

n+1/2
j−1/2)

∆x
= 0

• LW pro advekčńı rovnici f (u) = au, z prediktoru

u
n+1/2
j+1/2 =

unj+1 + unj
2

− a∆t

2∆x
(unj+1 − unj ) = 0

dosad́ıme do korektoru

un+1
j − unj

∆t
+

a

2∆x
(unj+1 + unj − unj − unj−1)

−a
2∆t

∆x2
(unj+1 − unj − unj + unj−1) = 0

a dostaneme

un+1
j − unj

∆t
+a

unj+1 − unj−1

2∆x
−a

2∆t

2

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2
= 0

což je LW pro advekčńı rovnici, viz základńı schemata pro
advekčńı rovnici
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Konzervativita

• každé konzervativńı schema lze napsat v konzervativńım
tvaru

un+1
j = unj −

Fj+1/2 − Fj−1/2

∆x

kde Fi+1/2 je numerický tok

• zachovávaj́ıćı se (konzervativńı) veličina u na intervalu x ∈
(a, b)

• integraćı z.z. ut + f (u)x = 0 p̌res interval x ∈ (a, b)
dostaneme

∂

∂t

∫ b

a

ud x = f (u(a, t))− f (u(b, t)),

čili časová změna integrálu zachovávaj́ıćı se veličiny je rovna
rozd́ılu tok̊u v krajńıch bodech intervalu

• obdobně numericky pro konzervativńı schema

J∑
j=1

un+1
j ∆x =

J∑
j=1

unj∆x− FJ+1/2 + F1/2

• LW schema je p̌ŕımo v konzervativńım tvaru

• pro jednokrokové LF schema je

Fj+1/2 = −∆x
unj+1 − unj

2
+ ∆t

f (unj+1) + f (unj )

2
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• pro dvoukrokové LF schema je

Fj+1/2 = −∆x
unj+1 − unj

4
+ ∆t

f (unj+1) + f (unj )

4

+∆t
f (u

n+1/2
j+1/2 )

2

Burgersova rovnice

• nejjednoduš̌śım zákonem zachováńı je Burgersova rovnice

ut +

(
u2

2

)
x

= 0

v advekčńım tvaru

ut + uux = 0

• charakteristika

x′ = u, x′ =
dx

dt

• na charakteristice je řešeńı konstantńı

u(x, t) = u(x(t), t)
d

dt
u(x(t), t) = ut + x′ux = ut + uux = 0

10



Riemannův problém

• Riemannův problém v bodě x0 je zadán počátečńı podḿınkou

u0(x) =

{
uL pro x < x0

uP pro x > x0

• Riemannův problém pro Burgersovu rovnici

– uL > uP – řešeńım je rázová vlna pohybuj́ıćı se rychlost́ı
s = (uL + uP )/2

u(x, t) =

{
uL pro x− x0 < st
uP pro x− x0 > st

charakteristiky se prot́ınaj́ı

– uL < uP – řešeńım je spojitá vlna žreděńı, charakteris-
tiky se rozb́ıhaj́ı – věj́ı̌r charakteristik

• složené schema pro Burgersovu rovnici – vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/zz/burg.m

• Úloha: ově̌rte numericky řešeńı Burgersovy rovnice pro
r̊uzné Riemannovy problémy

• Úloha: demonstrujte generováńı nespojitého řešeńı Burg-
ersovy rovnice pro počátečńı problém ve tvaru spojitého
pulzu ve tvaru cos(x)
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Rankine-Hugoniotova podḿınka

• rázová vlna o rychlosti s, levý stav uL, pravý stav uP

ut + f (u)x = 0

s

u
P

u
L

−M 0 st M∫ M

−M
u(x, t)tdx + f (uP )− f (uL) = 0

∂

∂t

∫ M

−M
u(x, t)dx + f (uP )− f (uL) = 0

• vyjáďŕıme
∫

∫ M

−M
u(x, t)dx = (M + st)uL + (M − st)uP

takže

∂

∂t

∫ M

−M
u(x, t)dx = s(uL − uP )

čili

s(uL − uP ) + f (uP )− f (uL) = 0
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• Rankine-Hugoniotova podḿınka

s =
f (uL)− f (uP )

uL − uP
• pro Burgersovu rovnici f (u) = u2/2

s =
u2
L − u2

P

2(uL − uP )
=
uL + uP

2

• pro systémy z.z.: skoky konzervativńıch veličin a tok̊u na
rázové vlně muśı být lineárně závislé

s =
~F (~UL)− ~F (~UP )

~UL − ~UP

neboli

s(~UL − ~UP ) = ~F (~UL)− ~F (~UP )
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Rovnice mělké vody

• nejjednoduš̌śı systém zákonů zachováńı jsou rovnice mělké
vody

ht + (hu)x = 0

(hu)t +

(
hu2 + g

h2

2

)
x

= 0,

kde h(t, x) je tloušt’ka vrstvy vody (hloubka), u(t, x) je
horizontálńı rychlost vody a g je gravitačńı zrychleńı

u

wρ

h

• v konzervativńıch proměnných ϕ = gh,m = ghu

ϕt + mx = 0

mt +

(
m2

ϕ
+
ϕ2

2

)
x

= 0,

• systém zákonů zachováńı
~Ut + (~F (~U))x = 0

kde

~U =

(
ϕ
m

)
, ~F (~U) =

(
m

m2

ϕ + ϕ2

2

)
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• advekčńı tvar pro systém

~Ut + ~F~U · ~Ux = 0

kde Jakobiho matice ~F~U je

~F~U =

(
0 1

−m2

ϕ2 + ϕ 2m
ϕ

)
• vlastńı č́ısla Jakobiho matice

det(~F~U−λI) = det

(
−λ 1

−m2

ϕ2 + ϕ 2m
ϕ − λ

)
= λ2−2m

ϕ
λ+

m2

ϕ2
−ϕ = 0

D =
4m2

ϕ2
− 4m2

ϕ2
+ 4ϕ = 4ϕ

λ1,2 =
m

ϕ
±√ϕ = u±

√
gh

• p̌ri výpočtu se časový krok poč́ıtá adaptivně po každém
časovém kroku (vmax se během výpočtu měńı) jako

∆t = C
∆x

vmax
,

kde

vmax = max
j

∣∣∣uj ±√ghj

∣∣∣
je maximálńı rychlost š́ı̌reńı vlny daná vlastńımi č́ısly Jakoviho
matice λ1,2

• složené schema pro rovnice mělké vody – vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/zz/voda.m
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• Úloha: modelujte protržeńı p̌rehrady – Riemannův problém
s nulovou počátečńı rychlost́ı a dvěmi r̊uznými hloubkami;
řešte daľśı Riemannovy problémy, jedna rázová vlna, jedna
vlna žreděńı

• řešeńım Riemannova problému pro rovnice mělké vody jsou
vždy 2 vlny, levá a pravá

• levá i pravá vlna jsou bud’ vlna rázová nebo vlna žreděńı

• rovnice mělké vody v konzervativńıch proměnných ϕ =
gh,m = ghu

ϕt + mx = 0

mt +

(
m2

ϕ
+
ϕ2

2

)
x

= 0,

• Rankine-Hugoniotova podḿınka pro systém

s =
~F (~UL)− ~F (~UP )

~UL − ~UP

• po složkách

s =
mL −mP

ϕL − ϕP
=

m2
L

ϕL
+

ϕ2
L
2 −

m2
P

ϕP
+

ϕ2
P
2

mL −mP
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• zvoĺıme ϕL = 4, ϕP = 2,mP = 0 a dopoč́ıtáme

mL

2
=

m2
L

4 + 8− 2

mL

m2
L

2
=
m2
L

4
+ 6

m2
L = 24

mL = 2
√

6

– Riemanův problém jehož řešeńım je jedna rázová vlna s
rychlost́ı s =

√
6
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Eulerovy rovnice v 1D

• trubice naplněná ideálńım plynem

(t,x) u(t,x) p(t,x)

x

ρ

• zákony zachováńı hmoty, hybnosti a energie

ρt + (ρu)x = 0

(ρu)t + (ρu2 + p)x = 0

Et + (u(E + p))x = 0

kde ρ(t, x) je hustota, u(t, x) rychlost, p(t, x) tlak aE(t, x)
hustota celkové energie

• stavová rovnice ideálńıho plynu

E =
p

γ − 1
+ ρ

u2

2
= ρe = ρ(ε +

u2

2
)

kde e(t, x) je celková energie a ε(t, x) vniťrńı energie,
udává vztah mezi tlakem, hustotou a vniťrńı energíı

• p̌ri výpočtu se časový krok poč́ıtá adaptivně po každém
časovém kroku (vmax se během výpočtu měńı) jako

∆t = C
∆x

vmax
,
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kde

vmax = max
j

∣∣∣∣uj ±√γ
pj
ρj

∣∣∣∣
je maximálńı rychlost š́ı̌reńı vlny a

√
γp/ρ je rychlost zvuku

• vlastńı č́ısla Jakobiho matice toku – vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/zz/euler eigen.mws

• řešeńı Riemanova problému pro Eulerovy rovnice jsou vždy
3 vlny, levá, pravá a prosťredńı

• levá i pravá vlna jsou bud’ vlna rázová nebo vlna žreděńı

• prosťredńı vlna je kontaktńı nespojitost – na ńı je kon-
stantńı rychlost a tlak, skok je v hustotě a vniťrńı energii

• Úloha: program voda.m pro rovnice mělké vody zobecněte
na Eulerovy rovnice; na intervalu x ∈ (0, 1) řešte Rieman-
novy problémy s nespojitost́ı v bodě x0 do konečného času
T :
Test ρL uL pL ρR uR pR x0 T
1 1 0.75 1 0.125 0 0.1 0.3 0.2
2 1 -2 0.4 1 2 0.4 0.5 0.15
Noh 1 1 10−6 1 -1 10−6 0.5 1
3 1 0 1000 1 0 0.01 0.5 0.012
5 1.4 0 1 1 0 1 0.5 2
6 1.4 0.1 1 1 0.1 1 0.5 2
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