
Parabolické rovnice

• rovnice vedeńı tepla ut = buxx s počátečńı podḿınkou
u(0, x) = u0(x); počátečńı problém je dob̌repodḿıněný
pro b > 0

• Fourierova transformace v x

u = ûeiωx

ût = −bω2û

û = Ceλt

λ = −bω2

û(t, ω) = e−bω
2tû0(ω)

• inverzńı Fourierova transformace

u(t, x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eiωxe−bω
2tû0(ω)d ω

û0(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−iωxu0(x)d x

u(t, x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiωxe−bω
2t

(∫ ∞
−∞

e−iωyu0(x)d y

)
d ω

=
1

2π

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

e−iω(x−y)e−bω
2td ω

)
u0(y)d y

=
1

2
√
πbt

∫ ∞
−∞

e−(x−y)2/(4bt)u0(y)d y

• vážený pr̊uměr u0
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• pro malé t je váhou velmi úzký ṕık okolo y = x; pro věťśı
t je váhová funkce mnohem šiřśı

• u ∈ C∞t,x – nekonečně diferencovatelné

• positivita řešeńı – u0(x) ≥ 0∧∃y, u0(y) 6= 0 =⇒ u(t, x) >
0, t > 0

• pro

u0(x) =

{
1 pro x < 0
0 pro x ≥ 0

je řešeńım v čase t = 1
4b

u(1/(4b), x) =
1√
π

∫ 0

−∞
e−(x−y)2

d y

=
1√
π

∫ ∞
x

e−z
2
d z =

1− erf (x)

2

pro libovolně velké x je u(1/(4b), x) > 0
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Explicitńı schema pro rovnici vedeńı tepla

• rovnice vedeńı tepla ut = buxx

• explicitńı schema

un+1
j − unj

∆t
= b

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

• Úloha: určete řád p̌resnosti a podḿınku stability tohoto
schematu; implementujte toto schema

Implicitńı schema pro rovnici vedeńı tepla

• rovnice vedeńı tepla ut = buxx

• implicitńı schema

un+1
j − unj

∆t
= b

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

∆x2

• Úloha: určete řád p̌resnosti a podḿınku stability tohoto
schematu; implementujte toto schema

• systém s p̌rirozenými okrajovými podḿınkami ux = 0

un+1
1 − un+1

2 = 0

−un+1
j−1bµ + un+1

j (1 + 2bµ)− un+1
j+1bµ = unj , j = 2, · · · , J − 1

−un+1
J−1 + un+1

J = 0

kde µ = ∆t
∆x2
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• v maticovém tvaru
1 −1 0 0 · · · 0 0
−bµ 1 + 2bµ −bµ 0 · · · 0 0

0 −bµ 1 + 2bµ −bµ 0 0
· · ·

0 0 0 · · · −bµ 1 + 2bµ −bµ
0 0 0 · · · 0 −1 1

 ·

un+1

1

un+1
2

un+1
3
...

un+1
J−1

un+1
J

 =


0
un2
un3
...

unJ−1

0



M · Un+1 = UUn

Un+1 = M−1 · UUn
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Schema Crank-Nicolsonové

• rovnice vedeńı tepla ut = buxx

• implicitńı schema

un+1
j − unj

∆t
= b

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

2∆x2
+ b

unj+1 − 2unj + unj−1

2∆x2

• Úloha: určete řád p̌resnosti a podḿınku stability tohoto
schematu; implementujte toto schema

• Úloha: řešte na intervalu x ∈ (−1, 1) rovnici vedeńı tepla
ut = uxx s Neumannovými okrajovými podḿınkami ux =
0 a počátečńı podḿınkou

u0(x) =

{
1 pro x < 0
0 pro x ≥ 0

k jakému stacionárńımu řešeńı se jej́ı řešeńı bĺıž́ı s ros-
toućım časem?

• Úloha: řešte na intervalu x ∈ (−1, 1) rovnici vedeńı
tepla ut = uxx s Dirichletovými okrajovými podḿınkami
u(t,−1) = 1, u(t, 1) = 0 a počátečńı podḿınkou

u0(x) =

{
1 pro x < 0
0 pro x ≥ 0

k jakému stacionárńımu řešeńı se jej́ı řešeńı bĺıž́ı s ros-
toućım časem?
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• Úloha: řešte na intervalu x ∈ (−1, 1) rovnici vedeńı
tepla ut = uxx s Dirichletovými okrajovými podḿınkami
u(t,−1) = 1, u(t, 1) = 1 a počátečńı podḿınkou u0(x) =
2; ochlazováńı tyče

• Úloha: řešte na intervalu x ∈ (−1, 1) rovnici vedeńı
tepla se zdrojem ut = uxx + 2 s Dirichletovými okra-
jovými podḿınkami u(t,−1) = 1, u(t, 1) = 1 a počátečńı
podḿınkou u0(x) = 1 k jakému stacionárńımu řešeńı se
jej́ı řešeńı bĺıž́ı s rostoućım časem?
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Disipativita

• Definice: schema je disipativńı řádu 2r(r > 0, r ∈ N)
pokud existuje kladná konstanta c, nezávislá na ∆x a ∆t,
taková, že

|g(Θ)| ≤ 1− c sin2r(Θ/2)

• lze p̌repsat

|g(Θ)|2 ≤ 1− c′ sin2r(Θ/2)

• Θ = ξ∆x kde Fourierovská proměnná ξ ∈ (−π/∆x, π/∆x)
čili Θ ∈ (−π, π) a nejvěťśı frekvence jsou pro |Θ| = π

• Úloha: analyzujte disipativitu schematu Crank-Nicolsonové
pro rovnici vedeńı tepla

un+1
j − unj

∆t
= b

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

2∆x2
+ b

unj+1 − 2unj + unj−1

2∆x2

a implicitńıho schematu

un+1
j − unj

∆t
= b

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

∆x2
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Schema Leap-Frog

• rovnice vedeńı tepla ut = buxx

• schema

un+1
j − un−1

j

2∆t
= b

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

• Úloha: určete řád p̌resnosti a podḿınku stability tohoto
schematu

Schema Du Fort-Frankel

• rovnice vedeńı tepla ut = buxx

• schema

un+1
j − un−1

j

2∆t
= b

unj+1 − un−1
j − un+1

j + unj−1

∆x2

• Úloha: určete řád p̌resnosti a charakteristický polynom
tohoto schematu

• řád p̌resnosti O(∆t2,∆x2,∆t2/∆x2); pro konstantńı λ =
∆t/∆x neńı konzistentńı; pro konstantńı µ = ∆t/∆x2 je
2. řádu p̌resnosti O(∆x2)

• charakteristický polynom schematu

(1 + 2bµ)g2 − 4bµ cos Θg − (1− 2bµ) = 0
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• kǒreny

g1,2 =
2bµ cos Θ±

√
1− 4b2µ2 sin2 Θ

1 + 2bµ

2 p̌ŕıpady

– D = 1− 4b2µ2 sin2 Θ ≥ 0

|g1,2| ≤
2bµ| cos Θ| +

√
1− 4b2µ2 sin2 Θ

1 + 2bµ
≤ 2bµ + 1

1 + 2bµ
= 1

– D = 1− 4b2µ2 sin2 Θ ≤ 0

g1,2 =
2bµ cos Θ± i

√
4b2µ2 sin2 Θ− 1

1 + 2bµ

|g1,2|2 =
4b2µ2 cos2 Θ + 4b2µ2 sin2 Θ− 1

(1 + 2bµ)2

=
4b2µ2 − 1

4b2µ2 + 2bµ + 1
< 1

čili je schema bezpodḿınečně stabilńı
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Advekčně difuzńı rovnice

• kombinace advekčńı rovnice s rovnićı vedeńı tepla

ut + aux = buxx

je dob̌re podḿıněná pro b ≥ 0

• transformace proměnných y = x−at; soustava pohybuj́ıćı
se rychlost́ı a

w(t, y) = u(t, y + at)

wt = ut + aux = buxx
wy = ux, wyy = uxx
wt = bwyy

jelikož u(t, x) = w(t, x− at), tak řešeńı advekčně difuzńı
rovnice se pohybuje rychlost́ı a a v pohybuj́ıćı se soustavě
je řešeńım rovnice vedeńı tepla

• explicitńı diferenčńı schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= b

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2

• Úloha: určete řád p̌resnosti , modifikovanou rovnici a
podḿınku stability tohoto schematu; implementujte toto
schema
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• stabilńı pro µ ≤ 1/2 ∧ λ2 ≤ 2µ, kde λ = a∆t/dx, µ =
b∆t/∆x2; z podḿınky stability plyne omezeńı na časový
krok (b > 0)

∆t ≤ ∆x2

2b
∧∆t ≤ 2b

a2

časový krok poč́ıtáme

∆t = C min

(
∆x2

2b
,
2b

a2

)
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Implicitńı schema pro advekčně difuzńı rovnici

• implicitńı schema

un+1
j − unj

∆t
+ a

un+1
j+1 − un+1

j−1

2∆x
= b

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

∆x2

• Úloha: určete řád p̌resnosti, modifikovanou rovnici a podḿınku
stability tohoto schematu; implementujte toto schema
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