
Eliptické rovnice

• Laplaceova rovnice pro u(x, y) na oblasti Ω

uxx + uyy = 0

• Laplace̊uv operátor

∇2 =
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
= div grad

• Poissonova rovnice

∇2u = f (x, y)

• okrajové podḿınky na hranici ∂Ω

– Dirichletova

u = b1(x, y)

– Neumannova
∂u

∂~n
= b2(x, y)

– Robinova

au + c
∂u

∂~n
= b3(x, y)

• řešeńı Poissonovy rovnice – stacionárńı rozložeńı teploty

– f (x, y) – zdroje tepla, ochlazeńı

– Dirichletova okrajová podḿınka – daná teplota na hranici

– Neumannova o.p. ∂u
∂~n = 0 – ideálńı izolace
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– Neumannova o.p. ∂u∂~n = b2 – zadaný tok tepla na hranici

• Poissonova rovnice s Neumannovou okrajovou podḿınkou

∇2u = f (x, y) na Ω.
∂u

∂~n
= b2 na ∂Ω

podḿınka integrability∫ ∫
Ω

f =

∫
∂Ω

b2

odvozeńı∫ ∫
Ω

f =

∫ ∫
Ω

∇2u =

∫ ∫
Ω

div grad u

=

∫
∂Ω

~n · grad u =

∫
∂Ω

∂u

∂~n
=

∫
∂Ω

b2

• Definice: rovnice

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + d(x, y, u, ux, uy) = f (x, y)

je eliptická právě když a > 0, c > 0, b2 < ac

• p̌ŕıklad eliptické rovnice vyšš́ıho řádu – biharmonická rovnice

∇4u = uxxxx + 2uxxyy + uyyyy = f (x, y)

• Věta: princip maxima – mějme eliptický operátor Lu =
auxx + 2buxy + cuyy, a > 0, c > 0, b2 < ac; pokud pro
u plat́ı Lu ≥ 0 na oblasti Ω, potom u má maximum na
hranici ∂Ω

2



Diferenčńı schema pro Poissonou rovnici

• Poissonova rovnice uxx + uyy = f (x, y) a Dirichletovými
okrajovými podḿınkami u∂Ω = b(x, y) na čtverci Ω =
(−1, 1)× (−1, 1)

• ortogonálńı śıt’ N×N s konstantńım krokem ∆x = ∆y =
2/(N − 1)

• schema na 5 bodech

ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

∆x2
+
ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

∆y2
= fi,j

• p̌reṕı̌seme pro i = 2, · · · , N − 1, j = 2, · · · , N − 1

ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1 − 4ui,j = fi,j∆x
2

• Dirichletovy okrajové podḿınky pro

u1,j = b1,j, uN,j = bN,j, j = 1, · · · , N

ui,1 = bi,1, ui,N = bi,N , i = 1, · · · , N

• systém (N−2)2 lineárńıch rovnic pro (N−2)2 proměnných

• iteračńı metody – počátečńı odhad u0
i,j = 0, i = 2, · · · , N−

1, j = 2, · · · , N − 1

• Jakobiho iteračńı metoda

uk+1
i,j =

1

4
(uki−1,j + uki+1,j + uki,j−1 + uki,j+1 − fi,j∆x2)
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• řeš́ıme systém A · u = b s matićı A rozměru (N − 2)2 ×
(N − 2)2

• reziduum iteračńıho řešeńı rk = A · uk − b, maximová
norma rezidua Rk = max(|rk|)
• pro náš p̌ŕıpad

Rk = max
i,j

(|uki−1,j + uki+1,j + uki,j−1 + uki,j+1 − 4uki,j − fi,j∆x2|)

• iterace zastav́ıme když Rk < ε

• voĺıme řešeńı u = x4 +y4 na oblasti Ω = (−1, 1)×(−1, 1)

• Úloha: řešte Poissonovu rovnici uxx + uyy = 12(x2 + y2)
s Dirichletovými okrajovými podḿınkami u(±1, y) = 1 +
y4, u(x,±1) = 1 + x4;
vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/poison.m;
vyzkoušejte konvergenci řešeńı

• vyzkoušejte také pro řešeńı u = x2 +y2 a u = sin(x2 +y2)

• řeš́ıme schema

ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1 − 4ui,j = fi,j∆x
2

• Gauss-Seidelova iteračńı metoda

uk+1
i,j =

1

4
(uk+1

i−1,j + uki+1,j + uk+1
i,j−1 + uki,j+1 − fi,j∆x2)

p̌ri p̌rirozeném pǒrad́ı cykl̊u již známe uk+1
i−1,j, u

k+1
i,j−1 a použijeme

je

4

http://kfe.fjfi.cvut.cz/~liska/drp/ds/poison.m


• superrelaxačńı metoda SOR

uk+1
i,j = uki,j + ω[

1

4
(uk+1

i−1,j + uki+1,j + uk+1
i,j−1 + uki,j+1

−fi,j∆x2)− uki,j
]

optimálńı volba ω ∈ (1, 2)

ω =
2

1 + C∆x

konstanta C se urč́ı experimentálně na hrubé śıt’ce

• pro ω = 1 je superrelaxačńı metoda metodou Gauss-Seidela
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Metoda konjugovaných gradient̊u

• řešeńı lineárńıho systému A · x = b, kde matice A je sy-
metrická a positivně definitńı matice m×m
• inicializace – x0 je počátečńı odhad řešeńı (x0 = 0)

r0 = b− A · x0

q0 = A · r0

p0 = r0

• iteračńı krok

αk =
|rk|2

(pk, qk)

xk+1 = xk + αkpk

rk+1 = rk − αkqk

βk =
|rk+1|2

|rk|2
pk+1 = rk+1 + βkpk

qk+1 = A · rk+1 + βkqk

kde skalárńı součin a norma jsou dány

(pk, qk) =

m∑
i=1

pki q
k
i , |rk|2 = (rk, rk)

• vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/ds/poison cg.m;
porovnejte počty iteračńıch krok̊u jednotlivých metod p̌ri
konvergenci řešeńı
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• p̌redpodḿıněńı konjugovaných gradient̊u jiným řešičem

• existuj́ı metody LU dekompozice pro ř́ıdké matice, L a U
matice jsou také ř́ıdké
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Daľśı schemata pro Poissonovu rovnici

• Poissonova rovnice uxx + uyy = f (x, y)

• pětibodové schema

(δ2
x + δ2

y)ui,j = fi,j

kde

δ2
xui,j =

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x2

δ2
yui,j =

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆y2

• dev́ıtibodové schema pro ∆y = ∆x

(δ2
x + δ2

y +
1

6
∆x2δ2

xδ
2
y)ui,j = fi,j

po rozepsáńı

2

3
(ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1)+

1

6
(ui−1,j−1 + ui−1,j+1 + ui+1,j−1 + ui+,j+1)

−10

3
ui,j = fi,j∆x

2

• pětibodové i toto dev́ıtibodové schema jsou druhého řádu
p̌resnosti O(∆x2)
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• modifikované dev́ıt́ıbodové schema

(δ2
x + δ2

y +
1

6
∆x2δ2

xδ
2
y)ui,j = (1 +

1

12
∆x2(δ2

x + δ2
y))fi,j

má čtvrtý řád p̌resnosti O(∆x4)

levá strana po rozepsáńı

· · · = 1

12
∆x2(fi+1,k + fi−1,j + fi,j+1 + fi,j−1 + 8fi,j)
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