
Obyčejné diferenciálńı rovnice, ODR, analytické metody

• definice – diferenciálńı, obyčejné

• y(x) ∈ S, 1. řádu, f (y′, y, x) = 0,

nejjednoduš̌śı y′ = g(y, x)

• počátečńı podḿınka y(0) = c

• vyš̌śıho řádu, nap̌r. y′′ = 0 řešeńı y = c1x + c2,

2 počátečńı podḿınky nebo 2 okrajové podḿınky

• transformace na systém

• existence řešeńı, jednoznačnost řešeńı, bifurkace

• speciálńı p̌ŕıpady - separace proměnných

y′ = f (x)g(y)

∫ d y

g(y)
=

∫
f (x)d x + c

• lineárńı ODR s konstantńımi koeficianty, homogenńı rovnice

y(n) + an−1y
(n−1) + · · · + a1y

′ + a0y = 0

substituce y = Ceλx, charakteristický polynom

P (λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ + a0 = 0

s kǒreny λ1, · · · , λn dává obecné řešeńı

y =
n∑
i=1
cie

λix

pro násobné kǒreny ci = Aix + Bi
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• nehomogenńı rovnice – partikulárńı řešeńı + obecné řešeńı
homogenńı rovnice; partikulárńı řešeńı variaćı konstant

y =
n∑
i=1
ci(x)eλix

• teorie ř́ızeńı – Laplaceova transformace

• nenumerické metody řešeńı

– řady – Taylor

– Picardova metoda pro ODR y′ = f (x, y), y(x0) = y0

yi+1(x) = y0 +
∫ x
x0
f (s, yi(s))d s

• p̌ŕıklady na analytické řešeńı ODR v Maple
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/odes/anal.mws
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Systém obyčejných diferenciálńıch rovnic

• obecný systém ODR pro ~Y (x)

~Y ′ = ~F (x, ~Y )

• lineárńı systém n ODR s konstantrńımi koeficienty

y′1 =
n∑
j=1

a1jyj + b1(x)

y′2 =
n∑
j=1

a2jyj + b2(x)

· · ·
y′n =

n∑
j=1

anjyj + bn(x)

~Y ′ = A · ~Y + ~B(x)

• homogenńı systém ~B(x) = 0

~Y ′ = A · ~Y

• substituce

~Y = ~Ceλx

dává

λ~Ceλx = A · ~Ceλx

A · ~C = λ~C

• vlastńı č́ısla λ1, λ2, · · · , λn matice A (kǒreny charakteri-
stického polynomu det(A− λI) = 0
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• vlastńı vektory ~C1, ~C2, · · · , ~Cn matice A odpov́ıdaj́ıćı vlastńım
č́ısl̊um λ1, λ2, · · · , λn
• navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla λj 6= λk, j 6= k, j, k =

1, · · · , n – obecné řešeńı

~Y =
n∑
j=1

dj ~Cje
λjx, dj ∈ R

konstanty dj se dopoč́ıtaj́ı z počátečńıch podḿınek

• komplexńı vlastńı č́ıslo λj ∈ C s vlastńım vektorem ~Cj po-
tom i λ̄j je kǒrenem charakteristického polynomu s vlastńım
vektorem C̄j

eλjx = eReλjx(cos(Imλjx) + i sin(Imλjx))

• násobné vlastńı č́ıslo λ1 = λ2

– ~C1 a ~C2 jsou lineárně nezávislé

d1
~C1e

λ1x + d2
~C2e

λ1x

– ~C1 a ~C2 jsou lineárně závislé

(d1x + d2)~C1e
λ1x

• systém ODR je stabilńı pokud Re(λj) ≤ 0, j = 1, · · · , n
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Stabilita obyčejných diferenciálńıch rovnic

• Definice: ODR je stabilńı právě když malé změně počátečńıch
podḿınek odpov́ıdá malá změna řešeńı ODR (pro rostoućı
x)

• Úloha: ově̌rte experimentálně stabilitu diferenciálńıch rovnic

y′ = 2y − 3e−x, y′ = −2y + e−x

pro počátečńı podḿınky y(0) = y0 = 0.97, 1.0, 1.03 –
vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/odes/ode-stab.mws

• Věta: mějme ODR y′ = f (x, y), f ∈ C1
x,y, pokud existuje

K,L takové, že

K ≤ ∂f

∂y
≤ L, ∀x, y, x ∈ (x0, x1)

potom pro 2 řešeńı y(x), ỹ(x) ODR na intervalu x ∈
(x0, x1) s počátečńımi podḿınkami y(x0) = y0, ỹ(x0) =
ỹ0 plat́ı ∀x, x ∈ (x0, x1)

|y0 − ỹ0|eK(x−x0) ≤ |y(x)− ỹ(x)| ≤ |y0 − ỹ0|eL(x−x0)

• Př́ıklad 1: pro ODR y′ = 2y − 3e−x je ∂f
∂y = 2 čili

K = L = 2 a plat́ı

|y(x)− ỹ(x)| = |y0 − ỹ0|e2(x−x0)

čili rovnice je nestabilńı
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• Př́ıklad 2: pro ODR y′ = −2y + e−x je ∂f
∂y = −2 čili

K = L = −2 a plat́ı

|y(x)− ỹ(x)| = |y0 − ỹ0|e−2(x−x0)

čili rovnice je stabilńı

• Př́ıklad 3: pro ODR y′ = −x2y3 + cos(x) je ∂f
∂y =

−3x2y2 ≤ 0 čili L = 0 a plat́ı

|y(x)− ỹ(x)| ≤ |y0 − ỹ0|

čili rovnice je stabilńı

• Věta: mějme ODR y′ = f (x, y), f ∈ C1
x,y, pokud

∂f

∂y
≤ 0, ∀x, y

potom je ODR stabilńı
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Numerické řešeńı ODR

• ODR y′ = f (x, y) pro y(x) s počátečńı podḿınkou y(x0) =
y0

• výpočetńı krok h - malý, Taylor̊uv rozvoj

y(x + h) = y(x) + hy′(x) + O(h2)

≈ y(x) + hf (x, y(x))

• definujeme výpočetńı śıt’ xn = x0 + nh s hodnotami yn =
y(xn) – kompatibilńı s počátečńı podḿınkou y(x0) = y0

• Eulerova metoda

yn+1 = yn + hf (xn, yn)
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Runge Kuttova metoda RK2

– obyčejná diferenciálńı rovnice y′ = f (x) má řešeńı

y(x) = y(x0) +
∫ x
x0
f (z)d z

po aproximaci integrálu

y(x + h) = y(x) + y′(x + h/2)h + O(h2)

≈ y(x) + f (x + h/2)h

rekurentńı p̌redpis

yn+1 = yn + f (xn + h/2)h

– obdobně pro y′ = f (x, y)

y(x + h) ≈ y(x) + f (x + h/2, y(x + h/2))h

y(x + h/2) ≈ y(x) + f (x, y(x))h/2

– metoda RK2 - prediktor-korektor je druhého řádu p̌resnosti
O(h2)

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + h/2, yn + k1h/2)

yn+1 = yn + k2h
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Runge Kuttovy metody

– diferenciálńı rovnice y′ = f (x, y) s počátečńı podḿınkou
y(x0) = y0, máme výpočetńı śıt’ xn+1 = xn + h a hod-
noty yn ≈ y(xn)

– obecná expliplicitńı r-kroková Runge-Kuttova metoda

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + c2h, yn + a21k1h)

k3 = f (xn + c3h, yn + (a31k1 + a32k2)h)

· · ·
kr = f (xn + crh, yn + h

r−1∑
j=1

arjkj)

yn+1 = yn + h
r∑
j=1

bjkj

se popisuje tabulkou

c2 a21

c3 a31 a32
... ... ...
cr ar1 ar2 · · · arr−1

b1 b2 · · · br−1 br
– nejjednoduš̌śı RK metoda pro r = 1, neznámá kon-

stanta b1

k1 = f (xn, yn)

yn+1 = yn + hb1k1

y(xn + h) = yn + hb1f (xn, yn)

označ́ıme L(h) = y(xn+h), P (h) = yn+hb1f (xn, yn)

– funkčńı hodnoty L(0) = P (0)
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– pro derivace (podle h)

L′(h = 0) = y′(xn) = f (xn, yn)

P ′(h = 0) = b1f (xn, yn)

čili b1f = f a b1 = 1 a jednokroková RK metoda je

k1 = f (xn, yn)

yn+1 = yn + hk1,

což je Eulerova metoda

Dvoukroková RK metoda

– r = 2, neznámé konstanty c2, a21, b1, b2

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + c2h, yn + a21k1h)

y(xn + h) = yn + h(b1k1 + b2k2)

označ́ıme L(h) = y(xn+h), P (h) = yn+h(b1k1+b2k2)

– funkčńı hodnoty L(0) = P (0)

– pro prvńı derivace (podle h)

L′(h = 0) = y′(xn) = f (xn, yn)

P ′(h = 0) = (b1k1 + b2k2)|h=0 = b1f (xn, yn) + b2f (xn, yn)

= f (b1 + b2)

L′ = P ′ ⇒ f (b1 + b2) = f

b1 + b2 = 1
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– pro druhé derivace

L′′(h = 0) = y′′(xn) = f ′(xn, yn) =
∂f

∂x
+
∂f

∂y
y′(xn)

= fx + fyf

P ′′(h = 0) = (b1k1 + b2k2 + h(b1k1 + b2k2)
′)′|h=0

= 2(b1k1 + b2k2)
′ = 2b2k

′
2

= 2b2(fxc2 + fya21k1) = 2b2(fxc2 + fyfa21)

L′′ = P ′′ ⇒ fx + fyf = 2b2(fxc2 + fyfa21)

fx(1− 2b2c2) + fyf (1− 2b2a21) = 0

toto muśı platit pro libovolnou funkci f čili pro neznámé
konstanty c2, a21, b1, b2 dostáváme systém

1− 2b2c2 = 0

1− 2b2a21 = 0

b1 + b2 = 1

muśı platit b2 6= 0, c2 6= 0, a21 6= 0

– pro b1 = 0 dostáváme b2 = 1, c2 = 1/2, a21 = 1/2, čili

RK metoda
1/2 1/2

0 1
což je RK2 metoda odvozená

ďŕıve

– pro b1 = 1/2 dostáváme b2 = 1/2, c2 = 1, a21 = 1, čili

RK metoda
1 1

1/2 1/2

– odvodili jsme jednoparametrickou (b1 ∈ [0, 1)) rodinu
dvoukrokových RK metod druhého řádu p̌resnosti
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Tř́ıkroková RK metoda

– r = 3, neznámé konstanty c2, c3, a21, a31, a32, b1, b2, b3

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + c2h, yn + a21k1h)

k3 = f (xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2))

y(xn + h) = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3)

c2 a21

c3 a31 a32

b1 b2 b3
– rovnice pro prvńı, druhé a ťret́ı derivace

– odvozeńı pro RK2 v Maple je v souboru
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/odes/rk2.mws

– Úloha: odvod’te ťŕıkrokovou RK metodu v Maple
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Eulerova metoda

• p̌ŕıklad: ODR y′ = −y s PP y(0) = 1

• implementace Eulerovy metody v Matlabu je v
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/odes/eul.m

function eu=euler(x0,y0,x1,h)

% Eulerova metoda pro reseni ODR

N = round((x1 - x0)/h);

x = zeros(N,1);

y= zeros(N,1);

x(1) = x0;

y(1) = y0;

n = 1;

while x(n) <= x1

y(n+1) = y(n) + h*f(x(n),y(n));

x(n+1) = x(n) + h;

n = n+1;

end;

plot(x,y);

function ff = f(x,y)

ff = -y;

• Úloha: vyzkoušejte řešeńı dané ODR Eulerovou metodou
na intervalu x ∈ (0, 5) s krokem h ∈ (0.1, 1)
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určete chyby této metody pro kroky śıtě h = 1, 0.5, 0.25, 0.125
porovnáńım numerického řešeńı yn s analytickým y(x) =
e−x pomoćı chyby v maximové normě ||yn − y||max =
maxn(|yn − y(xn)|)
• Úloha: implementujte metodu RK2

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + c2h, yn + a21k1h)

y(xn + h) = yn + h(b1k1 + b2k2)

1/2 1/2
0 1

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + h/2, yn + k1h/2)

yn+1 = yn + k2h

určete chyby této metody pro kroky śıtě h = 1, 0.5, 0.25, 0.125

• Úloha: implementujte Heunovu metodu RK3

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + c2h, yn + a21k1h)

k3 = f (xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2))

y(xn + h) = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3)

c2 a21

c3 a31 a32

b1 b2 b3

1/3 1/3
2/3 0 2/3

1/4 0 3/4
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k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + h/3, yn + k1h/3)

k3 = f (xn + 2/3h, yn + 2/3k2h))

y(xn + h) = yn + h(k1/4 + 3/4k3)

určete chyby této metody pro kroky śıtě h = 1, 0.5, 0.25, 0.125

• Úloha: implementujte metodu RK4
1/2 1/2
1/2 0 1/2

1 0 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + h/2, yn + k1h/2)

k3 = f (xn + h/2, yn + k2h/2))

k4 = f (xn + h, yn + k3h))

y(xn + h) = yn + h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6

určete chyby této metody pro kroky śıtě h = 1, 0.5, 0.25, 0.125

sestavte tabulku chyb pro Eulerovu metodu, RK2, RK3 a
RK4; jak se chyby měńı p̌ri zmenšuj́ıćım se kroku śıtě?

• Úloha: ODR y′ = −xy s PP y(0) = 1 řešte Eulerovou
metodou na intervalu x ∈ (0, 5) s krokem h ∈ (0.1, 0.5) a
potom pro x ∈ (0, 50)
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Eulerova metoda - absolutńı stabilita

• jeden krok metody pro řešeńı ODR y′ = f (x, y)

yn+1 = yn + hf (xn, yn)

• necht’ ϕ(x) je řešeńım ODR y′ = f (x, y)

• Taylor̊uv rozvoj f podle y v y(x) = ϕ(x)

y′(x) = f (x, ϕ(x)) +
∂f

∂y
· (y − ϕ(x)) + O((y(x)− ϕ(x))2)

y′(x)− f (x, ϕ(x)) ≈ fy · (y(x)− ϕ(x))

y′(x)− ϕ′(x) = J · (y(x)− ϕ(x)); J = fy

• zavedeme u(x) = y(x)− ϕ(x) a dostaneme u′ = Ju

• dosad́ıme do kroku metody

un+1 = un + hJun = (1 + hJ)un

• definujeme funkci stability

R(hJ) = 1 + hJ = R(z), z ∈ C

• máme

un+1 = R(hJn)un

• podḿınka stability pro skalárńı p̌ŕıpad jedné ODR

|R(hJi)| ≤ 1, ∀i
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• ODR y′ = −xy s PP y(0) = 1 na intervalu x ∈ (0, 50) s
krokem h ∈ (0.1, 0.5)

J = fy = −x, podḿınka stability

|1− hx| ≤ 1

−1 ≤ 1− hx ≤ 1

−2 ≤ −hx ≤ 0

hx ≤ 2

h ≤ 2

x

adaptivńı volba kroku metody

hn ≤
2

xn
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Runge Kuttovy metody pro systém

• systém diferenciálńıch rovnic ~y ′ = ~f (x,~y) s počátečńı
podḿınkou ~y(x0) = ~y0

• obecná expliplicitńı r-kroková Runge-Kuttova metoda

~k1 = ~f (xn,~yn)
~k2 = ~f (xn + c2h,~yn + a21

~k1h)
~k3 = ~f (xn + c3h,~yn + (a31

~k1 + a32
~k2)h)

· · ·
~kr = ~f (xn + crh,~yn + h

r−1∑
j=1

arj~kj)

~yn+1 = ~yn + h
r∑
j=1

bj~kj

• Úloha: řešte ODR y′′ + 0.2y′ + 4.01y = 0 s PP y(0) =
1, y′(0) = 0, ODR p̌revedeme na systém

y′1 = y2

y′2 = −0.2y2 − 4.01y1

systém řeš́ıme Eulerovou metodou na intervalu x ∈ (0, 10)
s krokem h ∈ (0.01, 0.5)

implementace pro systém je v
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/odes/eulers.m

implementujte metodu RK4 pro systém
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Eulerova metoda pro systém - absolutńı stabilita

• systém m rovnic ~y ′ = ~f (x, ~y) pro ~y, ~f ∈ Rm

• necht’ ~ϕ(x) je řešeńım ODR ~y ′ = ~f (x, ~y)

• Taylor̊uv rozvoj ~f podle ~y v ~y(x) = ~ϕ(x)

~y ′(x) = ~f (x, ~ϕ(x)) +
∂ ~f

∂~y
· (~y − ~ϕ(x)) + O((~y(x)− ~ϕ(x))2)

~y ′(x)− ~f (x, ~ϕ(x)) ≈ ~f~y · (~y(x)− ~ϕ(x))

~y ′(x)− ~ϕ ′(x) = J · (~y(x)− ~ϕ(x)); J = ~f~y

• J je Jakobián ~f podle ~y, tj. matice m × m s vlastńımi
č́ısly λj a vlastńımi vektory ~vj

• zavedeme ~u(x) = ~y(x)− ~ϕ(x) a dostaneme ~u ′ = J~u

• Eulerova metoda

~un+1 = ~un + h~f (xn, ~un) ≈ (I + hJ)~un

• funkce stability R(hJ) = I + hJ,R(z) = 1 + z

• rozlož́ıme do vlastńıch vektor̊u ~vj

~un =
m∑
j=1

cj~vj

a dosad́ıme do Eulerovy metody

~un+1 = (I + hJ)
m∑
j=1

cj~vj
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=
m∑
j=1

cj(~vj + hJ~vj)

=
m∑
j=1

cj(~vj + hλj~vj)

=
m∑
j=1

cj(1 + hλj)~vj

=
m∑
j=1

cjR(hλj)~vj

• podḿınka stability pro systém ODR

|R(hλj)| ≤ 1, ∀j = 1, · · · ,m

• obor stability

S = {z ∈ C, |R(z)| ≤ 1}

• pro Eulerovu metodu R(z) = 1 + z, z ∈ C

|1 + z|2 ≤ 1

z = a + ib, |1 + a + ib|2 = (1 + a)2 + b2 ≤ 1

je obor stability kruh o poloměru 1 se sťredem v (-1,0)

• z = hfy pro 1 ODR, resp. z = hλj pro systém ODR

• pokud Re(z) > 0 je ODR nestabilńı a nemuśı j́ıt ji řešit
explicitńı RK metodou, tj. fy > 0 pro jednu ODR resp.
Re(λj) > 0 pro systém

• Eulerova metoda je absolutně stabilńı pro jednu ODR pro

hfy ∈ (−2, 0)

pro systém ODR potom pro

|1 + hλj| ≤ 1,∀j = 1, · · · ,m
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• proRe(λj) = 0 nemuśı j́ıt Eulerovu metodu použ́ıt, existuj́ı
RK metody, které lze použ́ıt
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Funkce stability pro obecnou RK metodu

• Dalquistova testovaćı rovnice

y′ = ay, y(0) = 1, z = ah, a ∈ C

• RK metoda

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + c2h, yn + a21k1h)

k3 = f (xn + c3h, yn + (a31k1 + a32k2)h)

· · ·
kr = f (xn + crh, yn + h

r−1∑
j=1

arjkj)

yn+1 = yn + h
r∑
j=1

bjkj

s tabulkou

c2 a21

c3 a31 a32
... ... ...
cr ar1 ar2 · · · arr−1

b1 b2 · · · br−1 br

• dosad́ıme pravou stranu Dalquistovy rovnice f (x, y) = ay
a vyjáďŕıme

yn+1 = R(ah)yn = R(z)yn

a dostaneme funkci stability R(z)

R(z) = 1 + z
∑
j
bj + z2 ∑

j,k
bjajk + z3 ∑

j,k,l
bjajkakl + · · ·
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• Úloha: určete funkci stability pro metodu RK2
1/2 1/2

0 1

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + h/2, yn + k1h/2)

yn+1 = yn + k2h

vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/odes/fstab.mws

• Úloha: určete funkci stability pro metodu RK3
1/3 1/3
2/3 0 2/3

1/4 0 3/4

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + h/3, yn + k1h/3)

k3 = f (xn + 2/3h, yn + 2/3k2h))

y(xn + h) = yn + h(k1/4 + 3/4k3)

• Úloha: určete funkci stability pro metodu RK4
1/2 1/2
1/2 0 1/2

1 0 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + h/2, yn + k1h/2)

k3 = f (xn + h/2, yn + k2h/2))
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k4 = f (xn + h, yn + k3h))

y(xn + h) = yn + h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6

24



Řád p̌resnosti RK metody

• Věta: RK metoda je p-tého řádu p̌resnosti právě když

R(z) = 1 + z +
z2

2!
+ · · · + zp

p!
+ O(zp+1)

• Věta (Butcherova bariéra): Pro p ≥ 5 neexistuje
explicitńı RK metoda řádu p, která by měla s = p krok̊u.

• pro p = 5 dostaneme 17 rovnic pro 15 koeficient̊u ci, bi, aij
a tento systém nemá řešeńı; pro řád p̌resnosti 5 poťrebujeme
alespoň 6-tikrokovou metodu

• pro explicitńı s-krokovou RK metodu řádu p̌resnosti p = s
(tj. p = s ≤ 4) plat́ı

R(z) = 1 + z + · · · + zp

p!

Obor absolutńı stability

• Definice: Obor stability RK metody je množina

S = {z ∈ C, |R(z)| ≤ 1}

• pro Dalquistovu rovnici y′ = ay plat́ı: pokud ha ∈ S
potom je RK metoda stabilńı

• pro obecnou rovnici y′ = f (x, y) je podḿınka absolutńı
stability hfy(x) ∈ S,∀x, kde fy = ∂f

∂y
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• pro systém rovnic ~Y ′ = ~F (x, ~Y ) je podḿınka absolutńı
stability hλi(x) ∈ S,∀i, ∀x, kde λi(x) jsou vlastńı č́ısla

Jacobiho matice J = ∂ ~F
∂~Y

• Úloha: nakreslete obor stability pro Eulerovu rovnici s
funkćı stability R(z) = 1 + z; vzorový program
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/odes/stab.mws
pro Re(λj) = 0 nemuśı j́ıt Eulerovu metodu použ́ıt

• Úloha: nakreslete obor stability pro metodu RK2 s funkćı
stability R(z) = 1 + z + z2/2
pro Re(λj) = 0 nemuśı j́ıt RK2 metodu použ́ıt

• Úloha: nakreslete obor stability pro Heunovu metodu
RK3 s funkćı stability R(z) = 1 + z + z2/2 + z3/6
pro Re(λj) = 0 lze metodu RK3 použ́ıt

• Úloha: nakreslete obor stability pro metodu RK4 s funkćı
stability R(z) = 1 + z + z2/2 + z3/6 + z4/24
pro Re(λj) = 0 lze metodu RK4 použ́ıt

• Úloha: nakreslete obor stability pro Dormand-Princovu
metodu DOPRI5 (6-ti kroková metoda řádu 5) s funkćı
stability R(z) = 1 + z + z2/2 + z3/6 + z4/24 + z5/120 +
z6/600
pro Re(λj) = 0 lze metodu DOPRI5 použ́ıt

• ODR y′ = −xy s PP y(0) = 1 na intervalu x ∈ (0, 50) s
krokem h ∈ (0.1, 0.5)

J = fy = −x, podḿınka stability hfy = −hx ∈ S

−C ≤ −hx ≤ 0
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hx ≤ C

h ≤ C

x

kde C je dáno metodou

metoda C
Euler 2
RK2 2
RK3 2.5
RK4 2.8
DOPRI5 3.3
DOPRI8 5.1

adaptivńı volba kroku metody

hn ≤
C

xn
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Vnǒrené RK metody

• tabulka vnǒrené (embedded) RK metody
c2 a21

c3 a31 a32
... ... ...
cr ar1 ar2 · · · arr−1

b1 b2 · · · br−1 br
b̂1 b̂2 · · · ˆbr−1 b̂r

• aproximace derivace

kj = f (xn + cjh, yn + h
j−1∑
i=1

aijki)

• krok metody RKp, řádu p,O(hp)

yn+1 = yn + h
r∑
j=1

bjkj

krok metody RKp̂, řádu p̂, O(hp̂)

ŷn+1 = yn + h
r∑
j=1

b̂jkj

nečestěji p̂ = p + 1 nebo p̂ = p− 1

• odchylka ||yn+1 − ŷn+1|| = Chmin(p,p̂) dává odhad chyby
řešeńı a slouž́ı k adaptivńımu určováńı kroku h, tak aby
výsledné yn+1 mělo požadovanou p̌resnost

• zadává se absolutńı a relativńı p̌resnost
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• vnǒrená metoda RKp(p̂), nejčastěji použ́ıvaná Runge-Kutta-
Fehlberg RK4(5), neboli RKF45

ODR s okrajovými podḿınkami

• počátečńı problém

y′′ = f (x, y, y′), y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0

je po substituci

y1 = y, y2 = y′

ekvivalentńı systému

y′2 = f (x, y1, y2), y
′
1 = y2, y1(x0) = y0, y2(x0) = y′0

• okrajový problém x ∈ (x0, x1)

y′′ = f (x, y, y′), y(x0) = a, y(x1) = b

• ekvivalentńı systém

y′2 = f (x, y1, y2), y
′
1 = y2, y1(x0) = a, y1(x1) = b

• obecný systém

y′2 = f2(x, y1, y2), y
′
1 = f1(x, y1, y2), y1(x0) = a, y1(x1) = b

• Př́ıklad:

y′′ = ey, x ∈ (0, 1), y(0) = a, y(1) = b
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metoda sťrelby, řeš́ım počátečńı problém

y′′ = ey, y(0) = a, y′(0) = p

v tomto p̌ŕıpadě je y(1, p) monotonńı funkćı p; najdu p1, p2

taková, že

y(1, p1) < b < y(1, p2)

a potom voĺım p3 = p1+p2
2 a dále pokračuji bisekćı dokud

y(1, p2)− y(1, p1) neńı dostatečně malé

vzorový program http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/odes/BC.m
http://kfe.fjfi.cvut.cz/˜liska/drp/odes/eulerBC.m poč́ıtá řešeńı
počátečńıho problému pro a = 1, p = −1.7, · · · ,−0.3

• Př́ıklad:

y′′ = −ey, x ∈ (0, 1), y(0) = 1, y(1) = b

počátečńı problém

y′′ = −ey, y(0) = a, y′(0) = p

v tomto p̌ŕıpadě neńı y(1, p) monotonńı funkćı p; úloha
nemá jednoznačné řešeńı; existuj́ı 2 řešeńı

Úloha: řešte tento počátečńı problém pro p = 0, 1, · · · , 9
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Metoda konečných diferenćı pro okrajový problém

• p̌ŕıklad

y′′ = f (x, y, y′), y(x0) = a, y(xn) = b, x ∈ (x0, xn)

• na intervalu (x0, x1) vytvǒŕıme výpočetńı śıt’ s krokem h

xi = x0 + ih, h =
xn − x0

n

a funkci y(x) reprezentujeme diskrétńımi hodnotami yi ≈
y(xi) v uzlech śıtě xi, i = 0, 1, · · · , n
• nahrad́ıme derivace jejich diskrétńı approximaćı

y′i ≈
yi+1 − yi−1

2h
, y′′i ≈

yi+1 − 2yi + yi−1

h2

• v každém vniťrńım bodě śıtě dostaneme rovnici

yi+1 − 2yi + yi−1

h2
= f

xi, yi, yi+1 − yi−1

2h

 , i = 1, · · · , n− 1

a na okraj́ıch potom y0 = a, yn = b

• řeš́ıme systém n − 1 algebraických rovnic pro neznámé
yi, i = 1, · · · , n− 1
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