Testovani statistickych hypotéz

Statisticka hypotéza

Statisticka hypotéza je tvrzeni, které je mozno na zdkladé dat (ndhodného
vybéru) pfijmout nebo zamitnout (vyloudit).

Pravidlo, podle kterého hypotézu prfijmeme nebo zamitneme se nazyva test
hypotézy.

Princip: Prostrednictvim vhodné vybérové statistiky T(X) sledujeme od-
chylku dat od hypotézy a pokud je ndahodny vznik tak velké odchylky malo
pravdépodobny, hypotézu zamitneme.

Typické tlohy

e Je mérena hodnota (nahodnym vybérem), o které teorie (vyrobce, ...)
tvrdi, Ze ma hodnotu x. Na zakladé vysledki nahodného vybéru lze
nékdy tuto hypotézu zamitnout, a to pokud by namérena data byla v
pripadé platnosti hypotézy velmi malo pravdépodobna. Takovou hypo-
tézu nelze nikdy potvrdit. Pokud je hypotéza prijata, znamena to, ze
data nejsou s hypotézou v rozporu.

e Statisticka prejimka zboZi - Vyrobce garantuje, Ze v dodavce N vyrobki
je maximalné n vadnych vyrobk{. Pokud chci dodavku Gspésné rekla-
movat, musim tuto hypotézu vyloucit. Naopak, pokud by chtél vyrobce
prokazat své tvrzeni, musel by vyloucit hypotézu "v doddvce je vice nez
n vadnych vyrobkd” .

e Jsou 2 metody pripravy vzork(l, zajima nas néjaky parametr a. Chtél
bych ukazat, Ze nova metoda je lepsi, tj. vede hodnoté a, vétsi nez je
hodnota a, pro starou metodu. Hypotézu potvrdime, pokud dokazeme
vyloucit hypotézu a, < a,. Pokud je hypotéza potvrzena, znamena to,
rozdil je statisticky vyznamny. Takové tvrzeni nic nerika o tom, jak
je takovy rozdil velky. Pri velkém rozsahu vybéru a malém rozptylu dat
mohou byt i relativné malé zmény dat statisticky vyznamné.

e Hypotéza o korelaci dat - data jsou nekorelovana. Alternativni hypotéza
"korelace dat je statisticky vyznamna” .

1



Testy pro vybéry z normalniho rozdéleni
Tyto testy jsou velmi rozsirené a najdou se ve vsech ucebnicich a priruckach.

Hypotézy o stfedni hodnoté - Studentuv t-test

Hypotéza - Byl proveden vybér z normalniho rozdéleni s neznamou dis-
perzi. Hypotéza tvrdi — stredni hodnota EX = p. Mame ji zamitnout nebo
prijmout?

Ur&ime priimér z, vybérovy rozptyl S? a odtud vypo&teme parametr

:x;“\/ﬁ

Pokud hypotéza plati, velicina ¢ ma Studentovo rozdéleni. Ptam se, jaka je
pravdépodobnost, Ze tak velka nebo vétsi odchylka mohla vzniknout nahodné,
tedy jaka je pravdépodobnost P(t'; |t'| > |t])

P 2 ) = [ [ ) ar =2 —— (3)

o0 dt/
m(n —1)r ("7 I (14 L)
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Tato pravdépodobnost je tabelovana a lze ji vyjadfit pomoci "nelplné 3

funkce” )
(5
2 \2 2

kde pocet stupntl volnosti je ¥ = n — 1 a nelplna 3 funkce je

Pt [t > [t])

I,(a,b) = t)P=1dt

kde pro Va,b Iy(a,b) =0, Il(a,b) = 1.

Jestlize P(t'; [t'| > |t|) < «, hypotézu zamitneme na hladiné vyznamnosti
«. Hladina vyznamnosti se obvykle voli 5 % nebo 1 %.




Priklad Predpokladame, Ze vyska ¢lovéka odpovida normalnimu rozdéleni.
Hypotéza tvrdi EX = p = 166. Nahodné byla zmérena vyska 10 lidi a zis-
kany hodnoty: 160, 160, 167, 170, 173, 176, 178, 178, 181, 181.

Reseni Priimér je & = 172.4, vyb&rovy rozptyl

1 10
N(X;—7)?=6293 = S=7.93

n—1;5

§? =

Vybérova smérodatnd odchylka priméru je tedy Sz = S/\/n = 2.51. Hod-

nota t prfi v = n — 1 = 9 stupnich volnosti je

T 1724 — 166
Sz 251

Hranice pro 5 % hladinu vyznamnosti je |tg] = 2.26 (P(|tg| > 2.26) = 0.05).
Zjisténa hodnota ¢ je tedy statisticky vyznamna pfi 5 % hladiné vyznamnosti
a hypotézu pfi 5 % hladiné hladiné vyznamnosti zamitneme.

ty = — 2.55 P(|tg] > 2.55) = 0.031

Kdybychom zvolili pfisnéjsi poZadavek na statistickou vyznamnost, napfr. 1 %
hladinu vyznamnosti, hranice vyznamnosti by byla |to] = 3.24 (P(|te] >
3.24) = 0.01). Zjisténd hodnota ¢ neni statisticky vyznamna pri této hladiné
vyznamnosti a hypotézu je prfi 1 % hladiné vyznamnosti nutno pfijmout (ne-
Ize ji zamitnout).

Souvislost testovani hypotéz s intervalovym odhadem

Jako konfidencni interval hodnot y s parametrem spolehlivosti 1 — «r, vezme-
me oblast i takovych, kde hypotézu EX = p nelze zamitnout pri hladiné
vyznamnosti .

Aby nedoslo k zamitnuti hypotézy pri hladiné vyznamnosti = 0.05, musi
byt B
r—H

Sz
VyreSime-li tyto dvé nerovnosti vzhledem k p, dostdvame 95 % konfidenéni
interval 1 € (166.7,178.1). Casto se pak uvadi, Ze 1 leZi s pravdépodobnosti
0.95 v uvedeném intervalu.

—2.26 < tg = < 2.26




Srovnani stifedni hodnoty dvou soubort

Studujeme rozdily mezi 2 zakladnimi soubory x a y reprezentovanymi na-
hodnymi vybéry X;, Y,. Chceme napfiklad prokdzat, Ze soubor y ma vétsi
stredni hodnotu.

Alternativni hypotéza je tvrzeni "soubor Y ma stredni hodnotu mensi
nebo rovnu stredni hodnoté souboru X". Pokud alternativni hypotézu za-
mitneme, prokaZzeme platnost pivodni hypotézy.

Predpokladame nekorelované hodnoty X;, Y;, predpokladame, ze vybérové
rozptyly se podstatné nelisi a tedy o, = o,. Pak vybérovy rozptyl je
S (X — 1) 2 (Y- g)’

Ny +ny — 2

S? =

Oznacme R =7 — T, pak

52_5_2 52_5_2

Yon, Y'ony

. (1 1
= s§:s§+s§:sz(—+—)

Pak .
t _ 47
Netny—2 — SR

Pokud P(t' > t,,4n,—2) < «, alternativni hypotézu zamitneme pfi hladiné
vyznamnosti a.

Pozn. Zda se rozptyly S% a S podstatné nelidi, Ize uréit testem hypotézy
S% = S%. Orienta&né — pokud plati S% < 252 A S2 < 25% pro n,,n, ~ 10,
pak se rozptyly x a y podstatné nelisi. Existuje modifikovany postup testu,
pokud se rozptyly podstatné lisi.

Pozn. Pokud jsou hodnoty vybéril korelované (X, Y; jsou naméreny na i-tém
vzorku), oznaéme rozsah vybéru n a R =y — 7. Pak

S%%—S}Q/—QS)(Y ; 12?—?

S2 =
R n Sk

kde Sxy je vybérova kovariance a (n — 1) je pocet stupni volnosti.
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Teorie testovani hypotéz

2 prvky v rozhodovacim procesu - hypotézu H prijmout, hypotézu H zamit-
nout

2 typy chyb — Chyba I.druhu - zamitnout spravnou hypotézu

Chyba Il.druhu - prijmout nespravnou hypotézu

Alternativni hypotéza A - tvrzeni, které plati pravé tehdy, pokud H ne-
plati. Pokud A zamitneme, potvrdime platnost H. To je silnéjSi nez tvrzeni,
ze H nelze zamitnout.

Test hypotézy — Pravidlo, podle kterého rozhodujeme o prijeti, resp. za-

mitnuti hypotézy. Je urceno testovou statistikou T()z) a kritickym
oborem 7 — mnozinou hodnot z R takovych, Ze hypotézu zamitneme prave
tehdy, kdyz T'(X) € T.

Hladina vyznamnosti Pravdépodobnost chyby I. druhu, tj. pravdépodob-
nost zamitnuti spravné hypotézy.

2 druhy hypotéz — oboustranna — hypotéza o rovnosti - s¢itame pravdé-
podobnosti velkych odchylek na obé strany
jednostranna — hypotéza o nerovnosti - pravdépodob-
nost velké odchylky na jednu stranu

2 druhy hypotéz — parametrické - zndmy typ rozdéleni s nezndmymi para-

metry 5 hypotéza se tyka nékterého parametru 65, nebo
funkce g(g)

neparametrické - obecnéjsi, nemusi predpokladat typ
rozdéleni, ¢asto nepouziva primo sledovaného znaku

Parametrickad hypotéza — prostor {2 parametri 0 se d&li na 2 podprostory
w—plati H, (2—w) - plati A
Testy parametrickych hypotéz |ze konstruovat nejen pro normalni rozdéleni.

Silofunkce testu - Funkce prifazujici Vi € O podminénou pravdépodob-
nost P[T(X) € T 6]




Test hypotézy o medianu - znaménkovy test

Hypotéza MeX = xy5 - oboustranna neparametrickd hypotéza

Ve vybéru o rozsahu n je m hodnot X; # z( 5, n; hodnot mensich nez x5 a
ny = m — ny vétsich nez xq ;. Necht napf. ny > m/2. Pokud hypotéza plati,
je pravdépodobnost, Ze pocet hodnot X; vétsich nez x5 bude ni, > ny je

P(ny > ny) = 3 ( " ) 5)

k‘:?’LQ
Hypotézu vyloucime, pokud pravdépodobnost tak velké odchylky bude < «
P(|nh,—m/2] > ng—m/2) = P(ny > ng)+ P(n, <m—ny) =
=2P(ny, >ng) = 2> (7;) (E) < a

k:n2

Dalsi pouzZiti znaménkového testu

Necht je sledovdna dvojice znakl (x,y). Hypotéza tvrdi, Ze u vétSiny prv-
ki zakladniho souboru je y > x. Alternativni hypotéza "u vétsiny prvki je
y < 2". Jde o jednostrannou neparametrickou hypotézu, staci testovat alter-
nativni hypotézu pro pfipad rovnosti P(y < z) = P(y = x). Zamitneme-li
rovnost, tim spise bychom zamitli jakykoliv zapornou hodnotu rozdilu y — .
Z nahodného vybéru o rozsahu n je pro n, prvkia Z; =Y; — X; > 0. Pokud

P >ny)= 3 (’;)@)Sa

k‘:TL+

pak alternativni hypotézu zamitneme a prokazeme tim plvodni hypotézu.



Hypotézy o statistickém rozdéleni - testy dobré shody

Odpovida pravdépodobnostni rozdéleni zakladniho souboru teorii? Maji dva
soubory stejna rozdéleni pravdépodobnosti?
(2 typy rozdéleni — diskrétni a spojita)

Diskrétni rozdéleni — y? test

|-tou hodnotu ma n; prvk( vybérového souboru o rozsahu n, podle teorie ma
byt m; = n p; (m; nemusi byt celé). Pocet prvk( vybéru, které maji i-tou
hodnotu, ma binomické rozdéleni Bi(n,p;) se stfedni hodnotou u; = m;
a s rozptylem 02-2 = m;. Pokud m; > 5, Ize binomické rozdéleni nahradit

normalnim rozdélenim (bunky s m; < 5 sdruzime do skupin). Pak

k (n; —m;)?
h — 1 1

z':zl m;
ma priblizné rozdéleni

h ~ X?j v=k—-1-p

kde k je pocet hodnot (skupin), p je polet parametr(i teoretického rozdéleni
ziskanych z dat, pocet stupni volnosti je snizen o 1 vzhledem k podmince
Zle n; = n. Pravdépodobnost, Ze ndhodou vznikne b/ > h je

o0 v h

P(h' > h) = /h X, (') dh' = Q (57 5)

Pokud P(h' > h) < «, hypotézu o shodé rozdéleni s teorii zamitneme.

Spojita rozdéleni — Kolmogorov-Smirnoviv test
Necht hypotéza urcuje rozdéleni vCetné jeho parametrl, necht F(z) je jeho
distribucni funkce, Fn(x) je empiricka distribucni funkce vybérového souboru.
Pak test je zalozen na statistice
D= sup ‘Fn(x) - F(r)‘
—00< OO

Hypotézu zamitneme na hladiné vyznamnosti «, pokud
1
D>D,(1-—a)~,——1n (g)
2n 2
kde pribliznd rovnost plati pro n > 100. Pro shodu 2 empirickych rozdéleni
vyraz niny/(n; + nq) nahradi n.




Testy korelace a nezavislosti

Test nekorelovanosti (nezavislosti) pro normalni rozdéleni

Pro parametricky test nekorelovanosti lze vyuZit linedrni korelacni koeficient
rxy, ale Castéji se vyuziva velicina

Pokud (X}, Y;) je vybér z dvourozmérného normalniho rozdéleni s korelacnim
koeficientem pxy = 0, pak veli¢ina T' ma Studentovo ¢ rozdéleni o (n — 2)
stupnich volnosti. Pokud P(|t'| > |T|) < «, hypotéza o nekorelovanosti je
zamitnuta na hladiné vyznamnosti .

Neparametricky test nezavislosti

Test zalozeny na poradi — pro libovolné sdruzené rozdéleni (X,Y') — zaloZen
na Spearmanové korelaénim koeficientu <.

Hypotézu o nezavislosti zamitneme na hladiné vyznamnosti «, pokud
S
Py | 2 (o)

kde kritické hodnoty k,, () jsou tabelovany pro malé rozsahy vybéru (n < 30)
a pro vé&tsi n lze aproximovat k,(a) ~ ®~1(1—a/2)/y/n — 1, kde ® je distri-
bu&ni funkce rozdé&leni N (0, 1) a jeji inverzni funkce ®~! je kvantilova funkce.



Test nezavislosti dat v kontingenc¢ni tabulce

Prosty nahodny vybér o rozsahu n, ndhodny vektor (X,Y), X mdZe nabyvat
hodnot (A, Ay, ..., Ax), Y hodnot (By, By, ..., By). Oznaéme n;; etnost
pozorovani (A;, B;), n; margindlni etnost A;, n_j margindlni Cetnost B;.

Cetnosti |ze reprezentovat pomoci kontingenéni tabulky

trida B, By ... By |marg. X
.41 n1 Ny ... nir ni.
‘42 n9 N9y ... noy, ny.
—AK nKg1 Ng2 ... NK[L ng.

marg. Y | n, nsy ... nj n

Oznaéme m;; = n;n.;/n. Test nezdvislosti X a Y je zaloZen na statistice

, E L (ny;—my)?
Xy =23 —— v=(K-1)(L-1)

i=1j=1 mij
Za predpokladu nezdvislosti m3 tato statistika y? rozdéleni. Pokud P(y? >

Y2) < a, hypotézu o nezavislosti zamitneme.

Zamitnuti hypotézy o nezavislosti znamena, ze zavislost je statisticky vyz-
namna (statisticky prokazatelnd), nic vSak nerika o sile zdvislosti.

Silu zavislosti charakterizuje Cramerovo V

%
V = . 0<V<l1
n min(

K—1,L—1)

nebo miry asociace zalozené na entropii.



