Statisticka indukce, nahodny vybér

1 Statisticka indukce

Statisticka indukce je metoda, ktera dovoluje stanovit vlastnosti celku
(zdkladniho souboru) na zékladé pozorovani jeho ¢asti (ndhodného vybéru).

Definice pojmu

e Znak - ndhodna proménna (studovana vlastnost)
e Soubor - mnozina nositeli znaku

e Zakladni soubor - kone¢ny nebo nekonecny soubor vSech definovanych
nositelt znaku - zdkladni soubor muze byt skuteény (napr. soubor vsech
voli¢ii) nebo jen uvazovany (soubor vSech méreni, kdyby se za danych pod-
minek opakovalo méreni nekonecnékrat opakovalo; soubor vsech vyrobkii,
které pripadné budou vyrobeny danou technologii)

e Nahodny vybér - jedno nebo vicenasobné provedeni ndhodného pokusu
(za definovanych podminek)

e Vybérovy soubor - Mnozina vSech nositeli znaku (pfipadné hodnot né-
hodné proménné), ziskanych ndhodnym vybérem

e Rozsah vybéru - Pocet n prvka vybérového souboru

e Prosty nahodny vybér - Provedeni n nahodnych pokust se stejnym roz-
délenim ndhodné proménné (ndhodné veli¢iny nebo vektoru) tak, ze libo-
volné 2 pokusy jsou navzajem nezavislé (uziva se termin ”po dvou vza-
jemné nezavislé pokusy”)




2 Empirické rozdéleni

Pokud je ndhodna proménnd nomindalni nebo ordindlni, je mozno rozdéleni
ndhodné proménné na zakladé relativnich (pomérnych) ¢etnosti p; = n;/n,
kde n; je pocet pozorovani ¢ — ¢t hodnoty ndhodné proménné.

Pro spojitou nahodnou veli¢inu je ke stanoveni relativnich ¢etnosti nutno
definovat systém bodli —oo < ap < a; < ag < ... < ai < 00, ktery rozdéli redl-

nou osu (nebo jeji ¢ast) na systém t¥idnich intervald (a;_1, a;). Relativni ¢etnosti
fz- = n;/n jsou dany poctem n; hodnot ndhodné veli¢iny veli¢iny v tfidnim in-
tervalu (a;—1, a;)-

Graficky je obvykle rozdéleni relativnich ¢etnosti zndzornéno pomoci
histogramu ¢etnosti nebo polygonu cetnosti.

Pozn. Pokud je rozsah n vybéru ze spojitého ndhodného rozdéleni maly (nr520),
reprezentace vybérového souboru pomoci relativnich ¢etnosti obvykle obsahuje
podstatné méné informace nez sam vybérovy soubor.

Variac¢ni rozpéti vybérového souboru ndhodné veliciny R = X0 — Xpmin-

Empirickou distribuc¢ni funkci lze sestrojit pro ordinalni a spojitou nahod-
nou proménnou. Empirické distribuc¢ni funkce je ddna pomérnymi
kumulativnimi éetnostmi F(z) = N(z)/n, kde N(z) je pocet vSech X; < z.

3 Vybérové statistiky (prostého ndhodného vybéru)

Podobné jako jsou pro rozdéleni pravdépodobnosti pouzivany charakteristiky
rozdéleni pravdépodobnosti, tak podobné charakteristiky lze sestrojit i pro na-

hodné vybéry. Nazyvame je bud vybérovymi charakteristikami nebo vybérovymi
statistikami, pripadné statistickymi ukazateli. Vybérové statistiky mohou
slouzit pro odhad charakteristik rozdéleni pravdépodobnosti. Lze je opét roz-

délit na statistiky dané stfedovanim, poradim (a extrémy relativni Cetnosti).




Vybérové statistiky jsou funkce ndhodnych veli¢in, a jsou tedy opét nahodné
veli¢iny. Pti znalosti rozdéleni zékladniho souboru lze stanovit rozdéleni vy-
bérovych statistik. Nékteré charakteristiky vybérovych statistik Ize urcit i bez
znalosti rozdéleni zakladniho souboru.

3.1 Vybérové charakteristiky dané stifredovanim

Vybérovy obecny moment - K-ty vybérovy obecny (pocatetni) moment je
dan vztahem

/ 1z k
Mk:_ZXi
n =1

Vybérovy primérje X = % Yy X;. Plati-li pro prosty ndhodny vybér EX; =
EX = pa DX; = DX = o2 pak stiedni hodnota vybérového préiméru
EX = EX = p arozptyl DX = DX/n = ¢%/n. Vybérovy primér je tedy
vhodny pro odhad stifedni hodnoty rozdéleni.

Vybérovy centralni moment - K-ty vybérovy centralni moment je dan vzta-
hem

1» —
My ==Y (X; — X)*
ni=1

Vybérovy rozptyl - je dan vztahem

1 2 _
S?;n_li:zl(xi—xf

Ukézeme, ze stfedni hodnota vybérového rozptylu je rovna rozptylu rozdéleni
pravdépodobnosti

(n—1)E(S?) = E (Z;Xf _ nYQ) — é E(X2) = nE(X?) =

= 3 [E(X) + D(X)] = n [B(X) + DOO)] = n(ut + 0%) — n(u + T

a tedy plati Dale

E(S?) = o? D(SH=——-——"0 pron >3



Veli¢ina my je ¢tvrty centralni moment rozdéleni pravdépodobnosti.

Pozn. - Protoze X je vypo&ten z hodnot X; vybérového souboru, je z n hodnot
odchylek (X; — X) jen n — 1 hodnot linedrné nezavislych, proto musime délit
vyrazem (n — 1) a rozdéleni ndhodné veli¢iny S? m4 n — 1 stupii volnosti.

Vybérova smérodatné odchylka je S = v/.S2.
St¥edni hodnota E(S) je obvykle mensinez o, neb 0 < D(S) = E(S?)—E?(S) =
0? — E*(S). Tedy E(S) = o pouze tehdy, pokud D(S) = 0.

Vybérova kovariance Necht pri prostém vybéru o rozsahu n jsou sledo-
vany dva znaky X a Y. Dostaneme dva soubory hodnot {X;, Xs,..., X}
a {Y1,Ys,...,Y,}. Vybérova kovariance Sxy je ddma vztahem

1 n
n—1;3

Sxy = (Xi —X)(Y;-Y)

Vybérovy linearni korela¢ni koeficient

ey — Sxy _ (X - X)(Y;-Y)
SxSy  xr (X — X)3/2n, (Y — V)2

Hodnota rxy € (—1,1).

3.2 Vybérové charakteristiky dané poradim - poradkové statistiky

Usporddany vybér {X (1), X(2), ..., X(s)} vznikne uspofddénim prvki vybéru
{X1, Xo, ..., X,,} vzestupné podle velikosti.

Vybérovy p-kvantil Z, je pro 0 < p <1 definovan predpisem

5 - { -1X([np]+1) np ¢ N
P 3 (X + Xenprn)) nmp €N

Zde [np] znali celou Cést ¢isla np a N je mnozina vSech nezdpornych celych
Cisel.



Kvantil zy 5 je vybérovy median, z o5 a Z( 75 jsou prvni a tfeti vybérovy kvar-
til. Mirou rozptylenosti vybéru je vybérové mezikvartilové rozpéti 775 —

Z0.25-

Korelace poradi - Spearmantv korela¢ni koeficient Necht pii prostém vy-
béru o rozsahu n jsou sledovany dva znaky X a Y. Dostaneme dva soubory
hodnot X; a Y;, kde ¢ = 1,...,n je index prvku vybérového souboru. Ozna¢me
R; (resp. S;) potradi i-tého prvku podle velikosti v souboru hodnot X; (resp. Y;).
Pro ndzornost oznafime primérnou hodnotu pofadi R = S = (n + 1)/2. Pak
Spearmantv korela¢ni koeficient je dan

S i1 (R — R)(Si — 5)
S (R - R (S - 5)?

Hodnota r3y € (—1,1). Koeficient korelace pofadi je méné ovlivnén odlehlymi
body nez linearni korelacni koeficient.

4 Rozdéleni pravdépodobnosti nékterych statistik

Rozdéleni pravdépodobnosti statistik prostého nahodného vybéru je nutno kon-
struovat pro kazdé rozdéleni pravdépodobnosti zakladniho souboru zvlast. Nej-
znaméjsi jsou rozdéleni pravdépodobnosti pro statistiky vybért z normalniho
rozdéleni.

Priklad Naleznéte rozdéleni primeéru prostého nahodného vybéru o rozsahu n
z Poissonova rozdéleni s parametrem .

Reseni Nejsnadnéji lze takovou tlohu fesit s pouzitim charakteristické funkce
(pfip. momentové vytvorujici funkce). Uz diive jsme ukdzali, ze charakteristické
funkce sumy po dvou navzajem nezavislych veli¢in je soucinem jejich charakte-
ristickych funkci.

Charakteristicka funkce Poissonova rozdéleni je

\IJX(t) =E [eXp(itZI:)] = i eime_’\ﬁ

P o = exp (A(e" —1)]
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Charakteristickd funkce vybérového thrnu 7' = 7 | X je
Up(t) = [¥x@®)]" = {exp [A(e“ — 1)]}" = exp [n)\(e“ — 1)]

Vybérovy thrn T' méa tedy Poissonovo rozdéleni s parametrem nA. Vybérovy
primér X = T'/n mé tedy rozdéleni pravdépodobnosti

P(X =w)=P(T =nw) = e_”)‘M w =0,

2
(nw)! n

)

S [+

Vybérovy praimér X normaélniho rozdéleni N(u, 0?) ma normélni rozdélent
N(u,0?/n) se stiedni hodnotou EX = u a rozptylem DX = o?/n.

Odvozeni: Vybérovy thrn T' = ¥ ; X; ma charakteristickou funkci
Ur(t) = |exp(ipt — 02t2/2)}n = exp(inut — no’t?/2)

Vybérovy tthrn 7' mé tedy normdlni rozdéleni N (nu,no?) se stfedni hodnotou
ET = nu a rozptylem DT = no?. Po transformaci X = T'/n dostdvdme vyse
uvedené norméalni rozdéleni.

4.1 Rozdéleni x*(n) o n stupnich volnosti

Necht {X7, Xs,...,X,} je prosty vybér z normalniho rozdéleni N(0,1). Pak

veli¢ina W = Y%, X? m4 rozdéleni x*(n) o n stupnich volnosti s hustotou
pravdépodobnosti
]. _w TL_l
f(w) = T (n/2) 207 © 2w?

kde funkce I'(a) = J$° 2% le®dx (pro celd k je T'(k + 1) = k!).
Stfedni hodnota EW = n, rozptyl DW = 2n a charakteristicka funkce Wy (¢) =
(1= 2it) /2.

Rozdéleni vybérového rozptylu S? pro vybér z normalniho rozdéleni
Pro prosty ndhodny vybér z rozdéleni N(u,o?) mé veli¢ina W = (n — 1)S?/0?
rozdéleni x?(n — 1) o n — 1 stupnich volnosti.




Pozn. P¥i vypoétu S? z vybéru o rozsahu n je misto stiedni hodnoty EX po-
uzit vybérovy primér X, a tedy diference X; — X nejsou navzajem nezavislé.
Vektorovy prostor definovany vektory X; — X m4 dimenzi n — 1 = pocet dat —
polet pouzitych parametrt z dat odvozenych. Rozdéleni S? m4 tedy (n — 1)
stupni volnosti.

4.2 Studentovo t-rozdéleni

Studentovo t,-rozdéleni o v stupnich volnosti ma hustotu pravdépodobnosti
definovanou vztahem

1 1
fV(t): v
V7 B(3%) (1+ %)#

kde B(a,b) =T'(a)T'(b)/T'(a + b).
Limitou Studentova rozdéleni pro ¥ — oo je normalni rozdéleni N (0, 1).

Rozdéleni odchylky priméru od stfedni hodnoty

Necht {Xj, X», ..., X, } je prosty vybér z normalniho rozdéleni N (u,o?), necht
X je vybérovy primér a necht S je vybérova smérodatné odchylka. Pak veli¢ina

(X —p)v/n
S

ma Studentovo rozdéleni s v = n — 1 stupni volnosti.

t =

Pozn. Veli¢ina t je vlastné relativni odchylka vybérového primeéru - odchylka
pruméru od stFedni hodnoty délend odhadovanou smérodatnou odchylkou S/y/n
vybérového prumeéru.

Odvozeni Veli¢ina N = (X — p)y/n/c mé rozdéleni N(0,1) a veli¢ina U = (n —
1)S%/0? mé rozdéleni x?(n—1). Tyto veli¢iny jsou navzajem nezéavislé a lze tedy
sestrojit hustotu pravdépodobnosti f(N, U). Veli¢ina t = v/n — 1N//U, prove-
deme transformaci proménnych, Jacobidn transformace J = 9(N,U)/0(¢t,U) =
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VU /v/n — 1. Dvourozmérnou rozdélovaci funkci g(¢, U) integrujeme pies pro-
ménnou U.

5 Odhady parametrt rozdéleni nahodné veli¢iny

5.1 Bodové odhady

Predpokladame, ze zndme typ rozdéleni ndhodné veliciny, ale nezname jeho né-
které parametry. Napi. vime, Ze rozdéleni je normélni N (u, 0?), ale nezndme u
a 0. Nebo napf. vime, Z%e rozdéleni (doby Zzivotnosti vyrobku) mé distribu¢ni
funkci F(z) = 1 — exp [—(z/6)“], ale nezndme parametry § a c. Zajimé nds né-
jaka charakteristika 7 rozdéleni, tedy 7 = 7(d, ¢), napf. 7 = cIln§. Chceme na-
1ézt vhodnou statistiku vybéru z nahodného rozdéleni 7'( X1, Xo, . .., X,,), kterd
dobfe aproximuje 7.

Definujeme
X nahodny vybér z rozdéleni F(z, )
] vektor z k-rozmérného prostoru neznamych parametri €2
() charakteristika rozdéleni - funkce Q — R
T(X1,Xoa,...,X,) bodovy odhad

Nestranny (nevychyleny) odhad

V6 € Q E|1(X)] = 7(9)

Vychyleni odhadu

—_

B(6) = E|T(X)| - 7(6)

Nejlepsi nestranny odhad T/(X)

VT*(X) nestranné D [T*(X)] > D [T(X)]

Pozn. Neni zarucena 1 nejlepsiho nestranného odhadu. Neni vzdy treba trvat
na nestrannosti odhadu.



Stredni kvadraticka chyba odhadu

(T(X) - T(e“)ﬂ = D[1(X)| + BX@)

E

Pozn. To ovSem neznamend, ze vychyleny odhad vzdy musi mit vétsi stredni
kvadratickou chybu nez odhad nevychyleny. Napf. S? je nevychyleny odhad
rozptylu o? a Ms je vychyleny odhad s vychylenim B(o?) = —o?/n. Stfedni
kvadraticka chyba odhadu S? je pro vybéry z normélniho rozdéleni vétsi nez u

odhadu M,

E [(52 — 02)2] = 20 > F [(MQ — 02)2] = 2n ; L

n—1

n

Asymptotické vlastnosti odhadi

Asymptoticky nestranny odhad
V6 € Q Jim E[T,(X)] = 7(6)

kde n je rozsah vybéru.

Konzistentni odhad - Pokud pro odhad plati, ze
Ve >0 lim P (T,(X) = 7(6) > ) = 0

odhad nazyvame konzistentnim (n je rozsah vybéru).

04

Véta Necht je odhad T()z ) asymptoticky nestranny a necht jeho rozptyl jde k

0
(limp 0 D[T,(X)] = 0), pak je odhad konzistentni.

Diikaz 7 predpokladt vyplyva, ze Ve > 0 existuje n. takové, ze

3
€ €
h D(T. il
;N (Tn) < 4
Pouzijeme Cebysevovy nerovnosti ( P (|X — EX|>¢) < DX/e

Vn > n, |Bn(0)] <

P (—e<Ty(X) = 7(0) <¢) = P(—e = By(f) < Tu(X) = E(T;) < ¢ — By(

4D(T,)
82

> p (—5/2 < T,(X) - E(T,) < 5/2) >1— >1
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5.2 Konstrukce bodovych odhadu

Casto se odhady konstruuji ad hoc. Ukazeme si viak 2 obecné metody kon-
strukce odhadu.

A) Momentova metoda

Necht X je prosty nahodny vybér z rozdéleni F(z; 5), kde 6 = (01,69,...,0,) €
Q) je vektor neznamych parametri rozdéleni. Necht V6 € () existuje konecny
obecny moment ) (z) = E(z*) pro k = 1,2,...,r. Viechny momenty lze vyja-
drit jako funkce parametri 0 nasledovné

:u;c(x) = Tk(ela 92) st 07‘)

Pak odhady 61, 0, ..., 0, parametri 0 1ze ziskat fesenim soustavy rovnic

(01,65, . . .,6,) = ML(X) k=1,2,...,r

—

kde M; (X) je k-ty obecny vybérovy moment.

Véta Odhady, provedené momentovou metodou, jsou konzistentni.

Priklad Necht rozdéleni méa distribucéni funkcei

0 r <o
1 —exp[—az(z —aq)] z>m

Pl = {

Odhadnéte parametry a;, as momentovou metodou.

Regeni
. 1 , 1\ 1
P =0o1+ — Mo = |01+ — | +—
(o7 0% Qg
1 7 i
= d2: dlZM{_ M22_M12

B) Metoda maximalni vérohodnosti
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Pro prosty vybér X ze spojitého rozdéleni vypocteme hustotu pravdépodob-
nosti f(X;60) vybéru X pro danou hodnotu 6 (pro vybér z diskrétniho rozdé-

leni vypocteme pravdépodobnostni funkci p(X;#)). Pak jako odhad parametra
vybereme takové 6, pii nichz nastdva maxy f(X;6) (respektive maxz;p(X;0)).

Vysvétleni Parametry rozdéleni vybereme z mnoziny moznych parametra tak,
aby pfi nich bylo dané pozorovani nejpravdépodobnéjsi.

Pozn. Nemusime hledat pfimo extrém f ¢i p, ale lze hledat extrém jejich mo-
notonni funkce. Pro prosty ndhodny vybér jsou X; vzajemné nezavislé a tedy

n

— —

f1(X:,6) p(X;6) = I p (X, 0)

1=1 =1

—

f(X;06)
Ozna¢me vérohodnostni funkei L(X;6) (L(X;6) = f(X;6) nebo L(X;0) =
p()? ; 5)) Je vyhodné se vyhnout sou¢inim hleddnim maxima In L. Extrém lze
hledat napr. fesenim rovnic

) L .
— InL(X;0) = k=1,2,...
80kn ( ’) 0 )= 77‘

kde r je pocet neznamych parametra.

Priklad Pomoci metody maximéalni vérohodnosti z vybéru X odhadnéte para-
metry u, o2 norméalniho rozdéleni N(u,o?).

Reseni
; vl (G- (1Y (X — )
L(X;u, 0% = ex : =< )ex — .
(Xsp,07) @'1;[1 \V2ro p[ 202 2mo P 1221 202
n n(Xi — p)?
InL = —=In(2r0?) —
n 5 n(2mo*) z:zl 507
Odhady ziskdme feSenim systému rovnic
n X. —
g = & F—_9
o i=1 O
0 n 1z
—InL = —+-—>(X;—p)?*=0
80'2 . 202+204i=1( ‘ lu)

11



Reseni je

=
Il
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S|
Y
>
I
s

5.3 Intervalové odhady (intervaly spolehlivosti)

Bodovy odhad parametru neumozinuje primo zjistit, jak blizko lezi skutecny
parametr k odhadu. Casto je potfebné zjistit oblast, kde se skuteény parametr
s velkou pravdépodobnosti nachazi. K tomu slouzi intervalové odhady.

Definice Necht 61, 85 jsou dvé vybérové statistiky takové, ze
P(9 € (91,92)) =1—«

kde a € (0, 1). Pak interval (61, 82) nazveme intervalem spolehlivosti pro pa-
rametr § s parametrem spolehlivosti 1 — a. Pouziva se téz terminu 100(1 — )% inter
livosti nebo konfidenc¢ni interval.

Postup Obecné neexistuje zpusob, jak sestrojit podminéné rozdéleni pravde-
podobnosti (distribuéni funkci) F(0|{X, ..., X,}) pfi daném vybéru. Zvolime
vhodny bodovy odhad T parametru 6. Sestrojime podminéné rozdéleni pravdé-
podobnosti F(T|#) bodového odhadu T'. Pro funkci h(T, #) monotonni v 6 pro
konstantni 7', kterd spliiuje podminku P(hy < h(T,0) < hy|f) nezéavisi na 0,
definujeme

P(hl < h(T, 9) < h2|T) = P(h1 < h(T, 9) < h2|9)

Resenim nerovnosti vzhledem k @ je nalezen intervalovy odhad.

Pozn. Protoze lze obecné sestrojit vice funkei h(7', #), neni urceni intervalového
odhadu jednoznacné. Intervalové odhady souvisi tizce s testovanim hypotéz,
proto se k nim jesté vratime v nasledujici kapitole.

Pozn. Nejcastéji hledame symetrické intervaly spolehlivosti P(6 < 6,) = P(6 >
;) = a/2. Uzivaji se ale i jednostranné intervalové odhady, napt. 8 > 6 s
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parametrem spolehlivosti (1 — «), tedy interval (6, c0).

Piiklad Necht X je vybér z normalniho rozdéleni N (1, 0?) se zndmou stiedni
hodnotou p. Naleznéte konfidené¢ni interval o2 s parametrem spolehlivosti (1 —
).
Reseni .

5 n

Mp(X) = — 3 (Xi — p)?
n =1

je nestranny bodovy odhad rozptylu 2. Funkce

Xi—ﬂ>2

g

n > L
h(M,0%) = 75 M%) = 3 ~X(n)
i=1
kde ”~” znamen "m4 rozdéleni”. Rozdé&leni pravdépodobnosti veli¢iny h(Mz, o?)
pfi konstantnim o? tedy nezavisi na parametru o2. Uréime piislusné kvantily

Fh) = 5 Ph)=1-1

Pak je interval spolehlivosti (6%, 02) dan hranicemi

— —

h2 hl

2 2 _
01 = 09 =
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