
Regrese

�loha� z N bod� dat ��xi� Yi� ur�it M nezn�m�ch parametr� a�� � � � � aM
z�vislosti

y � y��x� a�� � � � � aM� � y��x��a�

�x � � nebo v�ce nez�visl�ch prom	nn�ch � vysv	tluj�c� prom	nn

y � vysv	tlovan� prom	nn�

Hledan� z�vislost je naz�v�na modelem� Budeme se v	t�inou zab�vat li�
ne�rn�mi modely
 tj� modely line�rn�mi vzhledem ke koe�cient�m aj�

� Line�rn� regrese �line�rn� modely�

� prost� �line�rn� z�vislost� y � a� � a� � x
� zobecn	n� �zobecn	n� polynom� y �

PM
j�� aj �Xj�x�

� v�cen�sobn� �line�rn� s v�ce prom	nn�mi� y � a� �
PM
j�� aj � xj��

� zobecn	n� v�cen�sobn� y �
PM
j�� aj �Xj��x�

� Neline�rn� regrese �neline�rn� modely�

� linearizovateln
 � nap�� y � a� � exp��a�x�
 y � a� � xa�
� nelinearizovateln
 � nap�� y �

PM��
j�� a�j�� exp��a�jx�

P�edpoklady

� Hodnoty vysv	tluj�c� prom	nn
 �xi jsou zn�my p�esn	 �neobsahuj� n��
hodnou chybu�

� Vysv	tlovan� prom	nn� yi obsahuje n�hodnou slo�ku �je zm	�ena s chy�
bou� a tedy pro i � �
� � �
N

yi � y��xi� a�� � � � � aM� � ei

kde ei je n�hodn� chyba m	�en��
� St�edn� hodnota n�hodn
 chyby je nulov� E�ei� � � pro �i � �� � � � � N �
� N�hodn
 chyby jsou navz�jem nekorelovan
 Cov�ei� ek� � � pro i ��
k� i� k � �� � � � � N �

� N�hodn
 chyby ei stejn
 rozptyly �sm	rodatn
 odchylky� � homoske�
dasticita� Klasick� p��pad � nezn�m
 rozptyly�

�



Line�rn� regrese �zobecn�n��

Zobecn	n� line�rn� model

Eyi �
MX
j��

aj �Xj��xi� �
MX
j��

ajxij

N�hodn
 veli�iny yi uspo��d�me do n�hodn
ho vektoru �y � �y�� y�� � � � � yN �
a plat�

E�y � X�a X � �xij�

kde regresn� �konstruk�n�� maticeX m� N ��dk�
M sloupc�� Funkce
Xj�x� �resp� sloupce regresn� matice� naz�v�meb�zov� funkce zobecn	n
�
ho line�rn�ho modelu� D�le p�edpokl�d�me
 �e Dyi � ��
 kde � je nezn�m
�
Model zna��me �y � �X�a� ��I��

Vektor odchylek �e � �y �X�a
 kde E�e � �� a kovarian�n� matice D�e � ��I�

Metoda nejmen��ch �tverc�

Minimum vzhledem k �a sumu kvadr�t� odchylek m	�en� Yi od modelu y�xi�

minS��a� � min
�a

NX
i��

�Yi � y��xi��a��
� �

NX
i��

�
�Yi �

MX
j��

xijaj

�
A�

Jednou z mo�nost�
 jak minimum hledat je polo�it

�S

�aj

������e�a � � � �	
NX
i��

xij

�
�Yi �

MX
k��

xikfak
�
A

co� vede k �e�en� syst
mu M line�rn�ch rovnic �pro j � �� � � � �M �

nX
k��

�
�fak

nX
i��

xijxik

�
A �

NX
i��

xijYi

kter� lze zapsat vektorov	 ve tvaru

XTX
f�a� �XT �Y

Toto je syst�m norm�ln�ch rovnic s matic� A �XT
X ��du M �M �

�



V�ta Nech� matice A norm�ln�ch rovnic je regul�rn� a tedy existuje pr�v	
jedno �e�en� f�a syst
mu norm�ln�ch rovnic� Pak f�a je nejlep��m nestrann�m
line�rn�m odhadem skute�n�ch parametr� �a modelu y � �X�a� ��I��

Dosad�me v�sledek do de�nice modelu a dost�v�me odhad cyi � y�xi� hod�
noty Eyi
 vektorov	 ve tvaru

b�y �H�Y �X�XT
X���XT �Y

Matice H je projek�n� matice�

Vysv�tlen� Na line�rn� regresi se mohu d�vat jako na line�rn� projekci z N�
rozm	rn
ho prostoru �y do jeho M�rozm	rn
ho podprostoru
 dan
ho b�zov�mi
funkcemi �vektory � sloupci regresn� matice��

V�ta Vektor b�y je nejlep��m nestrann�m line�rn�m odhadem E�y�

Vektor �u � �Y � b�y je vektor rezidu� �klasick� rezidua��

V�ta Rezidua maj� st�edn� hodnotu E�u � ��
a kovarian�n� matici D�u � ���I �H��

Pozn� Klasick� rezidua nemaj� stejn� rozptyl a nejsou navz�jem nez�visl��
Proto se konstruuj� dal�� typy rezidu��

Kvadr�t Eukleidovsk
 normy jj�ujj� � PN
i�� u

�
i � S�f�a � se naz�v� reziudu�l	

n� sou�et �tverc
 RSS a

S�
y �

RSS

N �M

je nestrann�m odhadem rozptylu dat ���

V�ta Kovarian�n� matice odhadu f�a parametr� modelu je

De�a � ���XT
X��� � S�

y�X
T
X���

V�ta Vrstevnice �izo��ry� S��a� ohrani�uj� kon�den�n� oblasti �oblasti spo�
lehlivosti� v prostoru parametr� �a�

�



Prost� line�rn� regrese

Line�rn� model � p��mka y � a� � a�x� Data �Y�� Y�� � � � � YN� z�skan� pro
�x�� x�� � � � � xN��
B�zov
 funkce X��x� � �
 X��x� � x� Regresn� matice

X � Xj�xi� �

�
BBBBBB�

� x�
� x�
��� ���
� xN

�
CCCCCCA

Syst
m norm�ln�ch rovnic je
�
� N

PN
i�� xiPN

i�� xi
PN
i�� x

�
i

�
A
�
� fa�fa�

�
A �

�
� PN

i�� YiPN
i�� xiYi

�
A

Determinant matice A �XT
X norm�ln�ch rovnic je det�A� �

� N
PN
i�� x

�
i � �

PN
i�� xi�

� a inverzn� matice je

A
�� �

�
XTX

�
��

�
�

det�A�

�
� PN

i�� x
�
i �PN

i�� xi
�PN

i�� xi N

�
A

Oblasti spolehlivosti v prostoru parametr� �a�� a�� jsou d�ny rovnic�

N �a�� fa����
NX
i��

x�i ��a�� fa����	
NX
i��

xi��a��fa���a�� fa�� � C�S�fa�� fa��

Pozn� Model y � a�� � a���x � x� m� kovarianci Cov�fa���fa��� � dea�
�
ea�
�

� ��

P��klad Nech� �x � ��� 	� 
� �� �� a �Y � �	��� 	�
� ���� ���� ����� Stanovte
parametry prost
ho line�rn�ho modelu�

�e�en� Regresn� matice

X � Xj�xi� �

�
BBBBBBBBB�

� �
� 	
� 

� �
� �

�
CCCCCCCCCA

�



Norm�ln� rovnice �
� � ��
�� ��

�
A
�
� fa�fa�

�
A �

�
� 	�
�
�


�
A

Hledan� vektor koe�cient� je f�a � ����
� ��

�
 hodnoty vypo�ten
 z modelu
jsou b�y � �	��	� 
���� �� ��

���
���
Vektor rezidu� �u � �Y � b�y � ������������ ��������
����	�
 rezidu�ln� suma
�tverc� RSS � ����

 po�et stup�� volnosti � � �� 	 � 

 odhad rozptylu
S�
y � ����
�
 � ���	�
 odhad sm	rodatn
 chyby dat Sy � ����� Inverzn�

matice

A
�� � �XTX��� �

�
� ��� ���

���
 ���

�
A

a tedy � ea� � p
���	�� ��� � ���� a � ea� � p

���	�� ��� � ����� Kovariance
Cov�fa�� fa�� � ���	�����
 � ������

 line�rn� korela�n� koe�cient r ea�� ea� �
������
������� ����
� � ������
Oblasti spolehlivosti v prostoru parametr� �a�� a�� jsou d�ny rovnic�

��a� � ���
�� � ���a� � ��

�� � 
��a� � ���
��a� � ��

� � C � ����


Po diagonalizaci

�����a� � ��	��a� � ������� � ���

�a� � ��	��a� � ��	���� � C � ����


Projek�n� matice H je

H �

�
BBBBBBBBB�

��� ��� ��	 � ���	
��� ��
 ��	 ��� �
��	 ��	 ��	 ��	 ��	
� ��� ��	 ��
 ���

���	 � ��	 ��� ���

�
CCCCCCCCCA

Sm	rodatn
 odchylky rezidu� jsou �ui
� q

S�
y���Hii�

a tedy ���u � ������ ����� ����� ����� ������

�



Norm�ln� line�rn� model

P�edpokl�d�me
 �e odchylky ei maj� norm�ln� rozd	len� ei � N ��� ��� a tedy
vektor �e � N ���� ��I�� Potom i �y � N �X�a� ��I��

V�ta Metoda nejmen��ch �tverc� je pro norm�ln� line�rn� model odhadem
pomoc� metody maxim�ln� v	rohodnosti�

Odvozen� Podm�n	n� hustota pravd	podobnosti vektory �Y za podm�nky
 �e
koe�cienty modelu jsou �a je

f�Y�� � � � � YN j�a� �
NY
i��

exp

�
����

	

�
�Yi � y��xi��a�

�

�
A�
	

�

kde y��xi��a� je hodnota Eyi odvozen� z modelu� Poloha maxima f je shodn�
s ln f a tak
 s polohou minima �	�� ln f � Hled�me tedy minimum funkce

S��a� �
NX
i��

�Yi � y��xi��a��
�

Pro hodnoty parametr� �a
 odpov�daj�c� minimu sou�tu kvadr�t� rezidu�
 je
hustota pravd	podobnosti nam	�en� zpracov�van�ch dat maxim�ln� �maxi�
m�ln� v	rohodnost��

Pro norm�ln� line�rn� model lze vyu��vat znalosti rozd	len� statistik v�b	r� z
norm�ln�ho rozd	len�� V praxi se �asto pou��v� p�edpokladu
 �e jde o norm�l�
n� line�rn� model
 pokud to nen� v rozporu s daty a nevede to k probl
m�m�

V�ta Pro norm�ln� line�rn� model m� veli�ina RSS��� � �N �M �S�
y��

�

rozd	len� ���N �M � �o N �M stupn�ch volnosti��

Pozn� To dovoluje intervalov� odhad � a tud�� lze zkontrolovat experimen�
t�ln	 ud�vanou chybu m	�en��

Pro norm�ln� line�rn� model lze pro oblasti spolehlivosti v prostoru �a para�
metr� omezen
 vrstevnicemi S��a� � C � RSS � C � lze z hodnoty C � ur�it
parametr spolehlivosti �� � ���

�



Nekonstantn� rozptyl dat �heteroskedasticita�

Pokud je zn�m� z�vislost chyb m	�en� na i a�nebo xi ve tvaru ��i � C �
f�i� xi�
 kde konstanta C zn�ma b�t nemus�
 pou��v�me v�hy wi

wi � �

��i
� nap�� wi �

�

f�i� xi�

Metodu naz�v�me v��enou metodou nejmen��ch �tverc
 a hled�me

minS��a� �
NX
i��

wi �Yi � y��xi��a��
�

Vysv�tlen� Hled�me vlastn	 minimum sou�tu �tverc� relativn�ch odchylek

S��a� �
NX
i��

�
�Yi � y��xi��a�

�i

�
A�

Regresn� matice m� pro v��enou metodu nejmen��ch �tverc� tvar

X �
�
w
���
i Xj�xi�



�
�
�Xj�xi�

�i

�
A

Pozn� Pokud jsou sm	rodatn
 odchylky dat p�esn	 zn�my
 pro odhady kon��
den�n�ch interval� by m	la b�t pou�ita pon	kud jin� rozd	len�
 ne� p�i sm	�
rodatn�ch odchylk�ch spo�ten�ch z experimentu�

Upozorn�n� Pokud jsou sm	rodatn
 odchylky z�visl
 na hodnot	 y �na�
p�� konstantn� relativn� odchylky nebo nap�� u �etnost� odchylky � � p

y�

pak v�hy wi jsou funkc� Eyi � y�xi� a jde o �lohu na neline�rn� regresi�
�asto se �loha p�ev�d� p�ibli�n	 na line�rn� regresi t�m
 �e se p�i vyj�d�en�
wi � f�y�xi�� � f�Yi�� P�evod implicitn	 p�edpokl�d� mal
 relativn� chyby
m	�en�� V�sledky lze zp�esnit postupnou iterac� vah
 ale ani to nen� �pln	
p�esn
�

�



Kontrola modelu

Podm�nky Pokud studovan� z�vislost mus� spl�ovat ur�it
 podm�nky �nap��
normaliza�n��
 model mus� splnit tyt
� podm�nky a t�m je oblast p��pustn�ch
parametr� �a omezena vazebn�mi podm�nkami� Je t�eba hledat bu� podm��
n	n� extr
m nebo p��padn	 zmen�it po�et parametr� tak
 aby model v�dy
podm�nky splnil�

Upozorn�n� Pokud jsou metodou nejmen��ch �tverc� nalezeny parametryf�a takov

 �e po jejich dosazen� model nespl�uje vazebn
 podm�nky
 je tento
v�sledn� model zcela bezcenn���

P��pustnost modelu Kontrola
 zda model nen� v rozporu s daty� Jakmile
n	kter
 krit
rium zam�tne statistickou hypot
zu �model popisuje nam	�enou
z�vislost�
 pak � jin� model �p��padn	 � nespln	n� p�edpoklad��

Gra
ck� kontrola modeluKrom	 vynesen� dat a vypo�ten
 funkce y�x�f�a �
do xy grafu
 vyn���m v�dy graf rezidu� u�x�� Rezidua maj� b�t n�hodn� a
nekorelovan�� Pokud graf rezidu� vykazuje pravidelnou z�vislost � probl
m�
Bu� jde o projev korelace rezidu� nebo model nen� schopen �pln	 vysv	tlit
z�vislost y�x��

Znam�nkov� test p��pustnosti modelu

P��pustnost modelu lze testovat na z�klad	 p�edpokl�dan
 nekorelovanosti
odchylek dat� Rezidua by m	la �asto m	nit znam
nko�
Znam
nkov� test � test frekvence zm	n znam
nka�
Po�et n� kladn�ch rezidu�
 n� z�porn�ch rezidu� �n� � n� � N � a po�et
sekvenc� rezidu� se stejn�m znam
nkem nu
�nap�� posloupnost ��
�
�
�
��
��
� obsahuje � sekvence � nu � ���
St�edn� hodnota a rozptyl po�tu sekvenc� d�n vztahy

Enu � � �
	n�n�

n� � n�

� � �
N

	

Dnu �
	n�n��	n�n� � n� � n��

�n� � n����n� � n� � ��
� N

�

�



Pro n� 	 �� a n� 	 �� m� veli�ina

U �
nu �Enu � ���p

Dnu

p�ibli�n	 norm�ln� rozd	len� N � 
��
 pro men�� hodnoty n�� n� jsou pravd	�
podobnosti U tabelov�ny� Pokud P �U � 	 U � 	 � �hladina v�znamnosti ��
zam�tneme hypot
zu
 �e model odpov�d� dat�m�
Nap�� z �� nam	�en�ch hodnot �n� � !
 n� � �� jsou pouze � sekvence
rezidu� se stejn�m znam
nkem �nu � ��
 pravd	podobnost P�nu 	 
� �
 � �" � model nen� p��pustn� �za p�edpokladu nekorelovan�ch chyb m	�en�
v sousedn�ch bodech��

Pozn� Pro mal� N �N 	 ��� znam
nkov� test �asto nedok��e zam�tnout
�patn� model
 ale graf rezidu� jej m��e odhalit�

Koe
cient determinace je veli�ina

R� �

PN
i��

�cyi � Y
��

PN
i��

�
Yi � Y

�� � �� RSSPN
i��

�
Yi � Y

��

kde Y je pr�m	r Yi�

Pozn� Veli�ina CSS �
PN
i��

�
Yi � Y

�� se naz�v� celkov� sou�et kvadr�t�
odchylek�

Koe
cient v�znamnosti modelu je veli�ina

FR �
�CSS � RSS��N �M �

RSS �M � ��
�

�PN
i��

�
Yi � Y

�� �PN
i��

�cyi � Y
���

�N �M �
PN
i��

�cyi � Y
��

�M � ��

V�znamnost modeluPokud zji�t	n� hodnota FR je statisticky v�znamn�

tj� pravd	podobn	 nevznikla n�hodou p�i y nez�visej�c�m na �x
 pak ��k�me

�e model je statisticky v�znamn�� Statisticky v�znamn� model � data apro�
ximuje podstatn	 l
pe ne� konstanta�

V�ta Pro norm�ln� line�rn� model �y � N �X�a� ��I� m� koe�cient FR v��
znamnosti modelu Fischerovo �Fischerovo�Snedecorovo� rozd	len��

�



Test �� � jen p�i zn�m�ch sm	rodatn�ch odchylk�ch dat� Pro v��enou me�
todu nejmen��ch �tverc� a norm�ln� rozd	len� odchylek se zn�m�mi sm	ro�
datn�mi odchylkami �i m� veli�ina

S�f�a � � NX
i��

�
�Yi � y��xi��a�

�i

�
A� � ���N �M �

a pokud je P �S� 
 S� 	 � lze testem S vylou�it p��pustnost modelu�

Pozn� Test je velmi citliv� na p�edpoklad norm�ln�ho rozd	len� odchylek a
velikost chyby m	�en��
Pokud S�f�a � vyjde p��li� mal
 �P �S� 	 S� 	 �� � chyby jsou men�� ne�
ud�van
�

Vlastnosti modelu

Hodnost modelu Pokud je hodnost regresn� matice X men�� ne� M 
 ne�
jsou b�zov
 funkce vz�jemn	 nez�visl
 � nejsou nez�visl
 sloupcov
 vektory
Xj�xi�� Je t�eba sn��it po�et b�zov�ch funkc��

Multikolinearita modelu je situace
 kdy jsou sice b�zov
 funkce nez��
visl

 ale jsou bl�zk
 k vektor�m vz�jemn	 z�visl�m� V takov
 situaci je velk�
line�rn� korelace navz�jem mezi parametry aj modelu� Multikolinearita vede
ke zv	t�en� sm	rodatn�ch odchylek parametr� aj�

Pozn� U prost
 line�rn� regrese doch�z� k multikolinearit	
 pokud jsou v�ech�
na data soust�ed	na v relativn	 �zk
 oblasti daleko od osy�

Upozorn�n� P�i polynomi�ln� regresi s b�zov�mi funkcemi �� x� x�� � � � � xM��

a rovnom	rn
m rozlo�en� xi doch�z� p�i m
��� t
m	� v�dy k multikolinearit	

modelu�

Boj s multikolinearitou Nejspolehliv	j�� metodou je ortogonalizace
b�zov�ch funkc��
Metoda nejmen��ch �tverc� ur�uje skal�rn� sou�in funkc� f�x� a g�x� ve tvaru

�f� g� �
NX
i��

wif�xi�g�xi�

Ortogonalizaci provedeme Gramm�Schmidtovou metodou� Parametry mode�
lu jsou pak nekorelovan
�

�	



Kon
den�n� interval parametru modelu Pro norm�ln� line�rn� model
s nezn�mou sm	rodatnou odchylkou m� statistika T �aj� � �aj � faj��Saj
Studentovo t�rozd	len� o �N � M � stupn�ch volnosti� Ozna�me 
 kvantil
Studentova rozd	len� tN�M �
�� Pak intervalov� odhad aj se spolehlivost�
�� � je

faj � SajtN�M ��� ��	� 	 aj 	 faj � SajtN�M ��� ��	�

V�znamnost parametru aj Parametr aj je v�znamn� na hladin	 v��
znamnosti �
 pokud lze zam�tnout hypot
zu aj � �
 tj�  le�� mimo p��slu�n�
kon�den�n� interval�

Doporu�en� Pokud je n	kter� parametr modelu nev�znamn�
 zkuste ho vy�
nechat� Modelu s men��m M se obvykle d�v� p�ednost � v	t�� po�et stup��
volnosti� P�i regresi by m	lo platit M 	 min�N�	�

p
N ��

Upozorn�n� Pokud je model v�znamn� a v�echny parametry nev�znamn


jde o projev multikolinearity modelu�

Kontrola kvality dat

Jedn� se o posouzen� vhodnosti dat pro model� Sleduje se p�edev��m v�skyt
vlivn�ch bod

 kter
 maj� mnohem v	t�� vliv na odhady ne� ostatn��

Podle vlivu se d	l� na � skupiny

� Golden points � body
 kter
 byly speci�ln	 zm	�eny s vy��� p�esnost��
Obvykle zlep�uj� vlastnosti modelu�

� Hrub� chyby � zp�soben
 nevhodn�m nastaven�m vysv	tluj�c�ch pro�
m	nn�ch �extr�my� nebo m	�enou veli�inou �vybo�uj�c� pozoro	
v�n���

� Zd�nliv� vlivn� body � d�sledek nespr�vn	 navr�en
ho modelu

Anal�za prvk
 projek�n� matice � Pokud jsou v projek�n� matici H
n	kter
 prvky Hii p�ibli�uj� k �
 odpov�daj�c� prvky podstatn	 ovlivn� odhad
parametr�� Pokud nejde o golden points
 jde o nevhodn� v�b	r dat �extr
my�
nebo o chybnou konstrukci modelu�
Pozn� Pokud Hii � �
 vypo�ten� z�vislost proch�z� Yi�

��



Anal�za rezidu� K odhalen� vlivn�ch bod
 m��e slou�it graf z�vislosti
prost�ch rezidu� na predikovan�ch rezidu�ch� Predikovan� reziduum ePi
je odchylka hodnoty Yi od v�sledku modelu
 kde je dvojice �xi� Yi� vynech�na�

Kontrola p�edpoklad� modelu

Homoskedasticita �Rozptyl dat stejn� pro v�echny i� � Nej�ast	ji nast�v�
z�vislost n�hodn�ch odchylek ei na velikosti st�edn� hodnoty y�xi� � Eyi�
Tuto z�vislost odhal� graf z�vislosti kvadr�tu u�i rezidu� na velikosti odhadu cyi
st�edn� hodnoty Eyi� Je�t	 lep�� je pou��t kvadr�tu standardizovan�ch rezidu�

eSi �
ui

Sy
p
��Hii

proto�e tato rezidua by m	la m�t stejn� rozptyl DeSi � ��

Pokud zjist�me
 �e p�edpoklad neplat�
 je t�eba stanovit vhodn
 v�hy wi a
pou��t metodu v��en�ch nejmen��ch �tverc��

Nekorelovan� n�hodn� odchylky � Korelaci n�hodn�ch odchylek byla
u� posuzov�na p�i testov�n� vhodnosti modelu �znam
nkov
 krit
rium
 z��
vislost ui na xi�� Korelaci sousedn�ch odchylek lze odhalit na grafu z�vislosti
ui na ui���
Pokud jsou n�hodn
 odchylky ei korelovan
 a je zn�ma �odhadnuta� kova�
rian�n� matice

D�e � ��K

lze metodu nejmen��ch �tverc� zobecnit tak
 �e syst
m norm�ln�ch rovnic
maj� tvar

X
T
K

��
X
f�a� �XT

K
���Y

a projek�n� matice H �X�XT
K

��
X���XT

K
���

Normalita modelu �norm�ln� rozd	len� odchylek ei� Se�ad�me rezidua ui
podle velikosti u�i�� Spo��t�me �P kvantily i��N � �� norm�ln�ho rozd	len�
N ��� ��� Tvar z�vislosti u�i� na �P m��e odhalit diferenci rozd	len� odchylek
ei od norm�ln�ho rozd	len��

��



P�sy spolehlivosti

Rozptyl vypo�ten�ch hodnot by � Kovarian�n� matice vypo�ten�ch hod�
not b�y �H�y je

Db�y � ��H � S�
yH

Tedy ��byi � S�
yHii�

Ozna�me sloupcov� vektor ���x� � �X��x��X��x�� � � � �XM�x��T 
 ��i � ���xi�

pak ��T

i je i�t� ��dek regresn� matice� Pak Hii � ��T
i �X

T
X�����i�

Pro libovoln
 x je rozptyl vypo�ten
 hodnoty by�x� � y�x�f�a � je d�n vztahem

D ey�x� � ����T �x��XT
X������x� � S�

y
��T �x��XT

X������x�

Pro norm�ln� line�rn� model m� veli�ina

Ey�x� � ey�x�q
D ey�x� � tN�M

Studentovo rozd	len� s �N �M � stupni volnosti�

Kon�den�n�m intervalem Ey�x� s koe�cientem spolehlivosti � je interval

ey�x� � q
D ey�x�tN�M�� � ��	� 	 Ey�x� 	 ey�x� � q

D ey�x�tN�M ��� ��	�

Oblast na grafu y�x� vyhovuj�c� v��e uveden
m nerovnostem se naz�v� p�s
spolehlivosti �kon�den�n� p�s��

P�s spolehlivosti pro predikci je oblast
 kde by se m	la p�i libovoln
m
pevn
m x data �v�sledek m	�en�� nal
zat s pravd	podobnost� ���� P�i pre�
dikci je S�

yp
� S�

y � S�ey a d�l lze postupovat stejn	 jako u p�su spolehlivosti
modelu�

Toleran�n� p�s Oblast
 v n�� s pravd	podobnost� ����� bude 
 
 # dat�

��



P��klad Pro prostou line�rn� regresi najd	te D by�x� a p�s spolehlivosti�

�e�en� Ozna�me matici norm�ln�ch rovnic A � X
T
X� Ozna�me x �PN

i�� xi�N a Dx �
PN
i���xi � x���N � Pak

D ey�x� � S�
y
��T �x��XT

X������x� �
S�
y

det�A�
�� x�

�
� PN

i�� x
�
i �PN

i�� xi
�PN

i�� xi N

�
A
�
� �
x

�
A

D ey�x� � S�
y

N

�
�� � �x � x��

Dx

�
A

Pro data z v��e uveden
ho p��kladu je N � �
 S�
y � ���	�
 x � 
 a Dx � 	�

Pak

D ey�x� � �����	

�
�� � �x � 
��

	

�
A

Pro koe�cient spolehlivosti �� � � ��
� je t����
��� � 
��� a p�s spolehli�
vosti je d�n nerovnostmi

���
���

x���	

vuut� � �x � 
��

	
	 y�x� 	 ���
���

x���	


vuut� � �x � 
��

	

Vysv�tluj�c� prom�nn� zat�	ena n�hodn
mi odchyl�
kami

�asto m	��me nejen y
 ale tak
 x� Pokud n�hodn
 odchylky v x nejsou za�
nedbateln

 je t�eba metodu nejmen��ch �tverc� modi�kovat�

P�edpokl�d�me

� N�hodn� prom	nn� xi
 nam	�en� hodnota Xi � Exi � �i

� N�hodn� odchylka �i m� E�i � � a rozptyl D�i � 
i�

� Nekorelovan
 odchylky Cov��i� �j� � � pro i �� j�

� Vz�jemn	 nekorelovan
 odchylky x a y
 tedy Cov��i� ej� � � pro �i� j�

��



Pro prostou line�rn� regresi y � a� � a�x je rozptyl yi je d�n v�razem

Dyi � ��i �

�
� dy

dx

�����
xi

�
A�


 �i � ��i � a��

�
i

Minimalizujeme tedy

S�a�� a�� �
NX
i��

�Yi � a� � a�Xi�
�

��i � a��

�
i

Pozn� Jde o neline�rn� regresi� P�i rovnosti obou odchylek 
 � �
 jde o mi�
nimalizaci sumy kvadr�t� kolm�ch vzd�lenost��

Pozn� I p�i p�edpokladu konstantn�ch �� a 
 � je nutno zn�t pom	r ���
 ��

Linearizovateln� neline�rn� modely

Nech� y � y�x��a� je neline�rn� funkce parametr� �a� Model je linearizovatel�
n�
 pokud existuj� transformace z � g�y�
 v � h�x� a �b � G��a� takov

 �e
model z � z�v��b� je line�rn��

V�echny p�edpoklady o p�vodn�ch prom	nn�ch je nutno p�ev
st na p�edpo�
klady o nov�ch prom	nn�ch a naopak v�echny v�sledky je t�eba p�ev
st na
z�v	ry o p�vodn�m modelu�

Upozorn�n� Nezapomenout na vztah mezi Dyi a Dzi�

P��klad Model y � a�x
a� je linearizovateln�
 proto�e lny � lna� � a�lnx�

Tedy z � lny
 v � lnx
 b� � lna�
 b� � a��
P�i nekorelovan�ch odchylk�ch yi rozptylDzi � �dz�dy��Dyi � Dyi��Eyi���
P�edpoklad o konstantn�ch absolutn�ch odchylk�ch z ��zi � C� je ekviva�
lentn� p�edpokladu o konstantn�ch relativn�ch odchylk�ch y ��yi � CEyi �
Cy�xi���

P��klady linearizovateln�ch model�

y�x� � a� exp

�
�� MX

j��

ajx
j��

�
A

y�x� �
a�

� �
PM
j�� ajx

j��

��



Neline�rn� modely

�asto se pou��vaj� modely
 kter
 linearizovat nelze
 nap��klad suma n	kolika
Gaussov�ch funkc�

y�x��a� �
KX
j��

a�j�� exp

�
���x � a�j���

�

	a��j

	
�

kde M � 
K�

Pozn� Pro v��e uvedenou funkci je t�eba de�novat a� � a� � � � � � a�M��

aby ke ka�d
mu minimu neexistovalo symetrick
 minimum dan
 p�ehozen�m
parametr��

P�edpokl�dejme
 �e p�esn
 hodnoty xi � X a n�hodn
 veli�iny

yi � y�xi��a� � ei

kde Eei � �
 Dei � �� a Cov�ei� ej� � � pro i �� j� Pak lze hledat odhad f�a
skute�n�ch parametr� �a minimalizac� funkce

S��a� �
NX
i��

�Yi � y�xi��a��
�

Pro norm�ln� rozd	len� ei jde o odhad maxim�ln� v	rohodnosti�
Hled�me absolutn� minimum funkce S��a��

V�ta Nech�

� Parametry �a jsou z M �rozm	rn
 konvexn� mno�iny ��

� Derivace regresn� funkce

�

�aj
y�x��a� a

��

�aj �ak
y�x��a� j� k � �� 	� � � � � �M

jsou spojit�mi funkcemi �a � � pro �x � X �

� Nech� matice ��du N �M

X��a� �
�

�aj
y�xi��a�

m� hodnost M pro ��a � ��

��



Pak za pom	rn	 obecn�ch p�edpoklad� regularity je poloha minima f�a kon	
zistentn�m odhadem skute�n�ch parametr� �a a S�

y � S�f�a ���N �M � �
RSS��N �M � je konzistentn�m odhadem ���

P�ibli�n�m odhadem kovarian�n� matice parametr� neline�rn� regrese je ma�
tice

C � S�
y

�
X

T �f�a � X�f�a ����
Lze stanovit p�ibli�n� �platn� pro velk� N � rozd	len� statistik

faj � ajq
Cjj

� tN�M
RSS

��
� ��N�M

a tedy p�ibli�n	 stanovit intervalov� odhad pro skute�n� parametr aj a roz�
ptyl dat ���

Metoda Monte Carlo se pou��v� pro p�esn	j�� intervalov� odhad para�
metr� neline�rn�ho modelu� Ze skute�n�ch dat z�sk�me odhady f�a a S�

y� Pro
tyto parametry vygenerujeme syntetick� data a stanov�me parametry pro syn�
tetick� data�

Robustn� odhady parametr�

Metoda nejmen��ch �tverc� je siln	 ovlivn	na body s velkou chybou m	�en�
�u��v� se term�n �vybo�uj�c� pozorov�n���� Pokud m�me podez�en� na hru�
bou chybu m	�en�
 bod vynech�me
 p��padn	 lze jeho vliv zmen�it vhodnou
vahou� Pokud nen� rozd	len� odchylek dat norm�ln� a m� dlouh� �k��dla�
 je
pravd	podobnost vybo�uj�c�ch pozorov�n� velk�
 vybo�uj�c�ch pozorov�n� je
tedy v�ce a nelze je obvykle vynechat� V t
to situaci m��e metoda nejmen��ch
�tverc� d�t chybn� odhad parametr� modelu�

Metoda nejmen�� sumy absolutn�ch hodnot minimalizuje funkci

M ��a� �
NX
i��

jYi � y�xi��a�j

Tato metoda je m
n	 ovlivn	na vybo�uj�c�mi pozorov�n�mi �jde tedy o robust�
n� odhad parametr��� I pro line�rn� model metoda vede k �e�en� neline�rn�ch
rovnic�

Pozn� Pro prostou line�rn� regresi je v�po�et odhadu parametr� metodou
nejmen�� sumy absolutn�ch hodnot jednoduch��

��



Postup regrese

�� Sestaven� modelu

� mus� spl�ovat normaliza�n� podm�nky kladen
 na data

�� Ur�en� hodnot nezn�m�ch parametr� � krit
rium v�b	ru

� metoda nejmen��ch �tverc� � bez vah
 s vahami

� robustn� metody � suma absolutn�ch odchylek

�� Nal
zt sm	rodatnou odchylku m	�en� �pokud nen� dop�edu zn�ma�

�� Nal
zt rozptyl nezn�m�ch parametr� a korelace mezi nimi
 p��p� ob�
last spolehlivosti 	mno
inu v prostoru parametr�� kde se parametry
nach�zej� s pravd�podobnost� � � ��

$� V�znamnost koe�cient� � aj je v
znamn
� pokud lze vylou�it hypo�
t�zu aj � �

� sn��en� po�tu koe�cient�
� multikolinearita a boj s n�

"� Kontrola kvality modelu

� v�znamnost modelu

� n�hodnost rezidu�
 graf rezidu�
 znam
nkov� test

� �� test
!� Kvalita dat pro model

� rozsah dat
 odlehl
 body

� vlivn
 body � hrub
 chyby
 zlat
 body
 zd�nliv
 vlivn
 body

%� Kontrola p�edpoklad� modelu

� rozptyl chyb m	�en� �homoskedacita� a jejich korelace

� rozd	len� chyb

&� P�sy spolehlivosti � modelu
 pro predikci

��


