Regrese

Uloha: z N bodd dat (Z;, Y;) uréit M neznamych parametrl aq,...,ay
zavislosti
y=y(@a,....ayn) =y(T;a)
Z - 1 nebo vice nezavislych proménnych - vysvétlujici proménné
y - vysvétlovana proménna

Hledana zavislost je nazyvana modelem. Budeme se vétsinou zabyvat |i-
nedrnimi modely, tj. modely linedrnimi vzhledem ke koeficientiim a;.

e Linearni regrese (linearni modely)

— prosta (linedrni zavislost) y = ay + a9 - x
o v Vé v s _ M . .
zobecnéna (zo.becneny polynom) y = Zio1 4 Xj(x)M
— vicendsobnd (linedrni s vice proménnymi) y = a; + 2, a;j - v

—_

o v Vé Ve Vé Vé _ M . .
zobecnénd vicendsobnd y = 32;7 a; - X;(7)

e Nelinearni regrese (nelinearni modely)

— linearizovatelné - napf. y = a; - exp(—asx), y = ay - ©*
_ I' - t I 7 v — M/2 . .
nelinearizovatelné - napf. y = ;2" ag;_1 exp(—az;)

Predpoklady

e Hodnoty vysvétlujici proménné ¥; jsou znamy presné (neobsahuji na-
hodnou chybu)

e Vysvétlovand proménna y; obsahuje nahodnou slozku (je zméfena s chy-
bou) a tedy proi =1,...,N

yi = y(@ar, ... an) + e
kde e; je nahodnda chyba méreni.
e Stredni hodnota ndhodné chyby je nulova E(e;) =0proVi=1,..., N,
e Ndhodné chyby jsou navzdjem nekorelované Cov(e;, e;) = 0 pro i #
E, i,k=1,...,N.

e Ndhodné chyby ¢; stejné rozptyly (smérodatné odchylky) = homoske-
dasticita. Klasicky pfipad — neznamé rozptyly.



Linearni regrese (zobecnéna)

Zobecnény linearni model
M M
Eyi = Z:laj . XJ(ZL‘Z) = Z:lajxij
j= j=

Ndhodné veli¢iny y; uspofrddame do ndhodného vektoru ¥ = (y1,¥y2,...,Yyn)
a plati

kde regresni (konstrukéni) matice X ma N fadkd, M sloupct. Funkce
X(x) (resp. sloupce regresni matice) nazyvame bazové funkce zobecnéné-

ho linedrniho modelu. Déle predpokldddme, 7e Dy; = 02, kde o je neznamé.
Model zna&ime i ~ (X, o*I).

Vektor odchylek &€ = § — X @, kde E¢ = 0 a kovarianni matice D; = ¢1.

Metoda nejmensich ¢tvercua
Minimum vzhledem k @ sumu kvadrat( odchylek méreni Y; od modelu y(x;)
N , X M 2
win (@) = 3 15— 501 = 3 (- &
@ 4=1 =1 j=1

Jednou z moznosti, jak minimum hledat je polozit

oS N M
— ZOZ—QZ%]‘(E’—ZMCE)
daj |z i=1 k=1
coz vede k reseni systému M linedrnich rovnic (pro j =1,..., M)

n n N
> (ak > ngxzk) = ;Y
=1 =1

k=1 1

ktery |ze zapsat vektorové ve tvaru
XTXd = XY

Toto je systém normalnich rovnic s matici A = X7 X ¥adu M x M.
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Véta Necht matice A normalnich rovnic je reguldrni a tedy existuje pravé
jedno reseni @ systému normadlnich rovnic. Pak @ je nejlepSim nestrannym
linedrnim odhadem skuteénych parametri @ modelu y ~ (X @, o%I).

Dosadime vysledek do definice modelu a dostavame odhad y; = y(z;) hod-
noty Ey;, vektorové ve tvaru

j=HY = X(X"X)"' X"y

Matice H je projekcéni matice.

Vysvétleni Na linedrni regresi se mohu divat jako na linearni projekci z N-
rozmérného prostoru i do jeho M-rozmérného podprostoru, daného bazovymi
funkcemi (vektory = sloupci regresni matice).

Véta Vektor gj je nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem E'.
Vektor it =Y — i/ je vektor rezidui (klasicks rezidua).

Véta Rezidua maji stfedni hodnotu Eu = 0
a kovarian&ni matici D; = 0*(I — H).

Pozn. Klasicka rezidua nemaji stejny rozptyl a nejsou navzajem nezavisla.
Proto se konstruuji dalsi typy rezidui.

Kvadrat Eukleidovské normy ||@]|2 = =¥, u? = S(a@) se nazyvé reziudual-
ni soucet ¢tverci RSS a

RSS
2 _
Sy_N—M

je nestrannym odhadem rozptylu dat o?.

Véta Kovarianéni matice odhadu @ parametrd modelu je
2 -1 2 -1
’Dczl:a(XTX) QSy(XTX)

Véta Vrstevnice (izocary) S(@) ohranicuji konfidencni oblasti (oblasti spo-
lehlivosti) v prostoru parametri a.



Prosta linearni regrese

Linedrni model - pfimka y = a; + asx. Data (Y7,Y5,...,Yy) ziskand pro

(l‘l,ZL‘Q, . ,ZL‘N).
Bazové funkce X (z) =1, Xyo(x) = x. Regresni matice

1 Wil

1 X9
X = Xj(wi) = .

1 TN

Systém normalnich rovnic je

N Ei]ilxi ay . ZlNzle
Sl x T af a )\ T Y

Determinant matice A = X’ X normadlnich rovnic je det(A) =
= NN, 22 — (=X, 2;)? a inverzni matice je

R AR DAREY
4= (X X) ~ det(A) (—ZiNzl T N

Oblasti spolehlivosti v prostoru parametrii (a;, ay) jsou ddny rovnici

N N
N(a1—a)*+ Y oix (ag—a@)* +2 3 xi x (a1 —ay) (ag — @) = C — S(ay, @)
1=1 1=1

Pozn. Model y = a) + ay(x — T) ma kovarianci Cov(dy, a'y) = dy = = 0.

Piiklad Necht ¥ = (1,2,3,4,5) a Y = (2.1,2.9,4.1,4.8,6.1). Stanovte
parametry prostého linearniho modelu.

Reseni Regresni matice

I

i

N

=

N

I
el e e
QU= W DN =




Normalni rovnice
5 15 ap \ 20
15 55 a |\ 69.9

Hledany vektor koeficient( je a= (1.03,0.99), hodnoty vypoctené z modelu
jsou i = (2.02,3.01,4,4.99,5.98).

Vektor rezidui it =Y — i = (0.08,-0.11,0.1,-0.19,0.12), rezidudlni suma
Ctvercll RSS = 0.079, pocet stupn(i volnosti v = 5 — 2 = 3, odhad rozptylu
SS = 0.079/3 = 0.026, odhad smérodatné chyby dat S, = 0.16. Inverzni
matice

A—lz(XTX)—lz( 1.1 —0.3)

-0.3 0.1
atedy oz ~ /0.026 x 1.1 = 0.17a 04, ~ +/0.026 x 0.1 = 0.05. Kovariance

Cov(ay, asz) ~ 0.026 x —0.3 = —0.0079, linedrni korelacni koeficient r4 4, ~
—0.0079/(0.17 x 0.053) = —0.88.

Oblasti spolehlivosti v prostoru parametrii (a;, ay) jsou ddny rovnici
5(a; — 1.03)? + 55(ag — 0.99)% + 30(a; — 1.03)(as — 0.99) = C' — 0.079
Po diagonalizaci

0.78(a; — 0.277ay — 0.756)* 4+ 54.93(as + 0.277a; — 1.275)* = C — 0.079

Projekcni matice H je

06 04 0.2 0 —-0.2
0.4 0.3 0.2 0.1 0
H = 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2

0 01 0.2 03 0.4
—-0.2 0 0.2 04 0.6

Smérodatné odchylky rezidui jsou o, ~ /S%(1 — Hj;)
a tedy &; ~ (0.10,0.14,0.15,0.14, 0.10).



Normalni linearni model

Pfedpokldddme, Ze odchylky e; maji normdlni rozdéleni ¢; ~ N (0, 0?) a tedy
vektor & ~ N (0, 0I). Potom i f ~ N(X@,o°I).

Véta Metoda nejmensich Ctverct je pro normalni linearni model odhadem

pomoci metody maximalni vérohodnosti.

Odvozeni Podminéna hustota pravdépodobnosti vektory Y za podminky, ze
koeficienty modelu jsou a je

N (e 2
f(YVl,,YNw»)N l:IleXp {_; (Y; y( i )) ]

o

kde y(Z;; @) je hodnota Ey; odvozend z modelu. Poloha maxima f je shodna
s In f a také s polohou minima —20?In f. Hleddme tedy minimum funkce

N
. RN
S(a) = > (Yi —y(ii;a))
=1
Pro hodnoty parametrd @, odpovidajici minimu souctu kvadrati rezidui, je
hustota pravdépodobnosti naméreni zpracovdvanych dat maximdlni (maxi-
malni vérohodnost).

Pro normalni linearni model lze vyuzivat znalosti rozdéleni statistik vybért z
normalniho rozdéleni. V praxi se ¢asto pouziva predpokladu, ze jde o normal-
ni linedrni model, pokud to neni v rozporu s daty a nevede to k problémim.

Véta Pro normdlni linedrni model mé veli¢cina RSS/0? = (N — M)S?2/0”
rozdéleni \*(N — M) (o N — M stupnich volnosti).

Pozn. To dovoluje intervalovy odhad o a tudiz Ize zkontrolovat experimen-
talné udavanou chybu méreni.

Pro normalni linedarni model lze pro oblasti spolehlivosti v prostoru a para-
metril omezené vrstevnicemi S(d@) = C' = RSS + C’ Ize z hodnoty C’ urdit
parametr spolehlivosti (1 — «).



Nekonstantni rozptyl dat (heteroskedasticita)

Pokud je zndm3 zavislost chyb méfeni na i a/nebo x; ve tvaru o? = C x
f(i,x;), kde konstanta C' zndma byt nemusi, pouzivame vahy w;

1 . 1
w; ~ — napr. w; =

o7’ Fli, i)

Metodu nazyvame vazenou metodou nejmensich ¢tverca a hleddme

N
. — - =\ 2
min S(@) = > w; (Y; — y(@;;a))
=1
Vysvétleni Hledame vlastné minimum souctu Ctvercl relativnich odchylek

sia) = 3 (M UED)

=1

Regresni matice ma pro vazenou metodu nejmensich ctvercil tvar

X = (wil/QXj(xi)) - (M)

O

Pozn. Pokud jsou smérodatné odchylky dat pfesné znamy, pro odhady konfi-
dencnich intervall by méla byt pouzita ponékud jina rozdéleni, nez pri smé-
rodatnych odchylkidch spoctenych z experimentu.

Upozornéni Pokud jsou smérodatné odchylky zavislé na hodnoté y (na-
pr. konstantni relativni odchylky nebo napf. u Cetnosti odchylky o ~ |/y),
pak vahy w; jsou funkci Fy; = y(x;) a jde o Glohu na nelinedrni regresi!

Casto se Gloha prevadi pfiblizné na linedrni regresi tim, Ze se pfi vyjadreni
w; = f(y(x;)) = f(Yi). Pfevod implicitné predpokldda malé relativni chyby
méreni. Vysledky Ize zpfesnit postupnou iteraci vah, ale ani to neni Gplné
presné!



Kontrola modelu

Podminky Pokud studovana zavislost musi splhovat urcité podminky (napf.
normaliza¢ni), model musi splnit tytéz podminky a tim je oblast pfipustnych
parametr(i ¢ omezena vazebnymi podminkami. Je tfeba hledat bud podmi-
nény extrém nebo pripadné zmensit pocCet parametrl tak, aby model vzdy
podminky splinil.

Upozornéni Pokud jsou metodou nejmensich ¢tvercl nalezeny parametry

d takové, Ze po jejich dosazeni model nesplnuje vazebné podminky, je tento
vysledny model zcela bezcenny!!

Piipustnost modelu Kontrola, zda model neni v rozporu s daty. Jakmile
nékteré kritérium zamitne statistickou hypotézu " model popisuje namérenou
zavislost”, pak = jiny model (pfipadné = nesplnény predpoklad).

Graficka kontrola modelu Kromé vyneseni dat a vypoctené funkce y(x; c:{)
do wxy grafu, vynasim vidy graf rezidui u(x). Rezidua maji byt ndhodnd a
nekorelovana! Pokud graf rezidui vykazuje pravidelnou zavislost = problém.
Bud jde o projev korelace rezidui nebo model neni schopen tplné vysvétlit
zavislost y(x).

Znaménkovy test pripustnosti modelu

Pripustnost modelu Ize testovat na zakladé predpokladané nekorelovanosti
odchylek dat. Rezidua by méla casto ménit znaménko.

Znaménkovy test - test frekvence zmén znaménka.

Pocet n, kladnych rezidui, n_ zapornych rezidui (n. +n_ = N) a pocet
sekvenci rezidui se stejnym znaménkem n,,

(napr. posloupnost -1,1,3,1,-2,-1,1 obsahuje 4 sekvence - n, = 4).

Stredni hodnota a rozptyl poctu sekvenci dan vztahy

2 _ N
En, = 14 = o142
ny +n_ 2
Dn. — 2nen_(2ngn_ —ny —n_) N
T gy e = 1) T 4



Pro ny > 10 a n_ > 10 ma veli¢ina

ny — En, +0.5

U=
Dn,

pfiblizné normdlni rozdéleni A'(0,1), pro mensi hodnoty n,, n_ jsou pravdé-
podobnosti U tabelovany. Pokud P(U’ < U) < « (hladina vyznamnosti «)
zamitneme hypotézu, ze model odpovida datiim.

Napf. z 11 naméfenych hodnot (ny = 7, n_ = 4) jsou pouze 3 sekvence
rezidui se stejnym znaménkem (n, = 3), pravdépodobnost P(n, < 3) =
0.036 = model neni pfipustny (za prfedpokladu nekorelovanych chyb méreni
v sousednich bodech).

Pozn. Pro malda N (N < 15) znaménkovy test ¢asto nedokdze zamitnout
Spatny model, ale graf rezidui jej mlze odhalit.

Koeficient determinace je velicina

o TL(B-Y) . RSS
o (G-Y) s (=T

kde Y je pramér Y;.

Pozn. Veli¢ina C'SS = »¥, (Yi — 7)2 se nazyva celkovy soucet kvadrati
odchylek.

Koeficient vyznamnosti modelu je veliina

(CSS—RSS)(N - ) [EN (Vi-Y) -2, - V)| (v - M)

F — =
L RSS (M — 1) Y (- Y) (M -1)

Vyznamnost modelu Pokud zjisténa hodnota F'; je statisticky vyznamna,
tj. pravdépodobné nevznikla ndhodou pfi y nezavisejicim na ¥, pak rikame,
Ze model je statisticky vyznamny. Statisticky vyznamny model = data apro-
ximuje podstatné lépe nez konstanta.

Véta Pro normdlni linedrni model i ~ N(Xd,o?I) m3 koeficient Fy vy-
znamnosti modelu Fischerovo (Fischerovo-Snedecorovo) rozdélent.



Test \? - jen pfi zndmych smérodatnych odchylkdch dat. Pro vdZenou me-
todu nejmensich Ctvercli a normalni rozdéleni odchylek se znamymi sméro-
datnymi odchylkami ¢; ma velicina

si) = 3 (M) ~ VN - )

i=1 of
a pokud je P(S' > S) < « lze testem S vyloudit pfipustnost modelu.
Pozn. Test je velmi citlivy na predpoklad normalniho rozdéleni odchylek a
velikost chyby méreni.

Pokud S(a@) vyjde pfili§ malé (P(S' < S) < a) = chyby jsou men3i ne?
uddvané.

Vlastnosti modelu

Hodnost modelu Pokud je hodnost regresni matice X mensi nez M, ne-
Jjsou bazové funkce vzajemné nezavislé - nejsou nezavislé sloupcové vektory
X(x;). Je treba snizit pocet bazovych funki.

Multikolinearita modelu je situace, kdy jsou sice bazové funkce neza-
vislé, ale jsou blizké k vektorlim vzdajemné zavislym. V takové situaci je velka
linearni korelace navzdjem mezi parametry a; modelu. Multikolinearita vede
ke zvétseni smérodatnych odchylek parametril a;.

Pozn. U prosté linedrni regrese dochazi k multikolinearité, pokud jsou vsech-
na data soustredéna v relativné Gzké oblasti daleko od osy.

2 ZL‘M_l

PECEEREE

Upozornéni Pri polynomidlni regresi s bazovymi funkcemi 1, x, x

v 7 N 7 7 7 v > 7 Vv N - - - v
a rovhomérném rozlozeni x; dochazi pfi m~6 témér vzdy k multikolinearité
modelu.

Boj s multikolinearitou Nejspolehlivéjsi metodou je ortogonalizace
bazovych funkci.
Metoda nejmensich ctvercll urcuje skalarni soucin funkei f(x) a g(x) ve tvaru

(f.9) = % wif(x)g(z:)

Ortogonalizaci provedeme Gramm-Schmidtovou metodou. Parametry mode-
lu jsou pak nekorelované.
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Konfidené¢ni interval parametru modelu Pro normalni linedrni model
s neznamou smérodatnou odchylkou mad statistika T'(a;) = (a; — a;)/Sq,
Studentovo t-rozdéleni o (N — M) stupnich volnosti. Oznac¢me 3 kvantil
Studentova rozdéleni ty_,/(3). Pak intervalovy odhad «a; se spolehlivosti
1—aje

CAL} - Sath_M(l - 05/2) S Q; S a; + Sath_M(l - 05/2)

Vyznamnost parametru a; Parametr a; je vyznamny na hladiné vy-
znamnosti o, pokud |ze zamitnout hypotézu a; = 0, tj. 0 lezi mimo pfislusny
konfidencni interval.

Doporuceni Pokud je néktery parametr modelu nevyznamny, zkuste ho vy-
nechat. Modelu s mensim M se obvykle dava prednost - vétsi pocet stupntl

volnosti. Pfi regresi by mélo platit M < min(N/2, vV N).

Upozornéni Pokud je model vyznamny a vSechny parametry nevyznamné,
jde o projev multikolinearity modelu!

Kontrola kvality dat

Jedna se o posouzeni vhodnosti dat pro model. Sleduje se predevsim vyskyt
vlivnych bod, které maji mnohem vétsi vliv na odhady nez ostatni.

Podle vlivu se déli na 3 skupiny

e Golden points — body, které byly specidlné zméreny s vyssi presnosti.
Obvykle zlepsuji vlastnosti modelu.

e Hrubé chyby — zplisobené nevhodnym nastavenim vysvétlujicich pro-
ménnych (extrémy) nebo méfenou velic¢inou (vybocujici pozoro-
vani).

e Zdanlivé vlivné body - disledek nespravné navrzeného modelu

Analyza prvka projekéni matice - Pokud jsou v projekéni matici H
nékteré prvky H;; priblizuji k 1, odpovidajici prvky podstatné ovlivni odhad

parametr(i. Pokud nejde o golden points, jde o nevhodny vybér dat (extrémy)
nebo o chybnou konstrukci modelu.

Pozn. Pokud H;; = 1, vypoctena zavislost prochazi Y;.
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Analyza rezidui K odhaleni vlivnych bod® mize slouzit graf zdvislosti

prostych rezidui na predikovanych reziduich. Predikované reziduum ep;
je odchylka hodnoty Y; od vysledku modelu, kde je dvojice (2;, Y;) vynechdna.

Kontrola predpokladi modelu

Homoskedasticita (Rozptyl dat stejny pro vSechny i) — NejCastéji nastdvd
zavislost ndhodnych odchylek e; na velikosti stfedni hodnoty y(x;) = Ey;.
Tuto zavislost odhali graf zavislosti kvadradtu u? rezidui na velikosti odhadu 7j;
stredni hodnoty Ey;. Jesté lepsi je pouzit kvadratu standardizovanych rezidui

u;
65. = ——--
protoze tato rezidua by méla mit stejny rozptyl Deg; = 1.

Pokud zjistime, Ze predpoklad neplati, je treba stanovit vhodné vahy w; a
pouzit metodu vazenych neymensich Ctverc.

Nekorelované nahodné odchylky - Korelaci ndhodnych odchylek byla
uz posuzovdna pfi testovdni vhodnosti modelu (znaménkové kritérium, z3-
vislost u; na x;). Korelaci sousednich odchylek Ize odhalit na grafu zavislosti

U; Na U;—1.
Pokud jsou nahodné odchylky e; korelované a je zndma (odhadnuta) kova-
riancni matice
D= o0’K
|ze metodu nejmensich Ctvercli zobecnit tak, ze systém normalnich rovnic
mayji tvar
e —1
X'"K 'Xd=X"KY
Y . -1 _1
a projekéni matice H = X(X'TK X)'XTK .

Normalita modelu (normalni rozdéleni odchylek e;) Sefadime rezidua u;
podle velikosti u;. Spocitdme pp kvantily i/(N + 1) normaliniho rozdéleni
N(0,1). Tvar zdvislosti u(; na pp mize odhalit diferenci rozdéleni odchylek
e; od normalniho rozdéleni.
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Pasy spolehlivosti

Rozptyl vypoctenych hodnot 7 - Kovarianéni matice vypoctenych hod-

not iy = Hif je
D-=0’H ~ S*’H

Y Y

Oznacme sloupcovy vektor é(x) = (Xy(x), Xo(z),..

pak é;f je i-ty Fadek regresni matice. Pak Hy; = =/ (X' X))~

?

Pro libovolné x je rozptyl vypoctené hodnoty y(x) = y(z; E[) je dédn vztahem

Dj(x) = o’ Z () (X" X) " E(2) = S2ET (2)(XTX) T E(2)

Pro normalni linedrni model ma veli¢ina

Ey(x) — j(x)
Dy(x)

~tN_m

Studentovo rozdéleni s (N — M) stupni volnosti.

Konfiden¢nim intervalem Ey(x) s koeficientem spolehlivosti « je interval

y(x) = VDy(x)tn_ym(l — a/2) < Ey(x) < g(x) + v Dy(x)ty_p(l — a/2)

Oblast na grafu y(x) vyhovujici vySe uvedeném nerovnostem se nazyva péas
spolehlivosti (konfidencni pas).

Pas spolehlivosti pro predikci je oblast, kde by se méla pri libovolném
pevném x data (vysledek méreni) nalézat s pravdépodobnosti 1 — . P¥i pre-

. - 2 _ 2 2 7 . v s 7 - -
dlkj Jle Syp = 5, +5; a dal Ize postupovat stejn€ jako u pasu spolehlivosti
modelu.

Toleran¢ni pas Oblast, v niz s pravdépodobnosti (1 —«) bude > 5 % dat.
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Piiklad Pro prostou linearni regresi najdéte Dy(x) a pds spolehlivosti.
Reseni Ozname matici normélnich rovnic A = X7'X. Oznaéme T =
2 - Zi]il &£ 1
x

>¥,2;/N aDx=3x¥,(v; —7)*/N. Pak
52 ZN s
Y =12

(1 2) ( R ~

Dy(x) = 8727 () (XTX) " E () = L
Dy(w) = % (1 + %)

Pro data z vyse uvedeného prikladu je N = 5, SS =0.026, T =3 a Dz = 2.
(x —3)°
2

Pak
Dy(x) = 0.0052 (1 +

Pro koeficient spolehlivosti 1 — a = 0.95 je #3(0.975) = 3.18 a pas spolehli-
(v —3)?
2

vosti je dan nerovnostmi
_ 3)2
(r=3)°" ylx) < 1.03—|—0.99x—|—0.23J1 +

2

1.03—|—0.99:L‘—0.23\l1 +
Vysvétlujici proménna zatizena nahodnymi odchyl-

kami
Casto méfime nejen y, ale také x. Pokud ndhodné odchylky v z nejsou za-

nedbatelné, je tfeba metodu nejmensich ¢tvercl modifikovat.

Predpokladame

e Nahodna proménna z;, namérena hodnota X; = Fu; + &;
e Nahodna odchylka & ma E&; = 0 a rozptyl DE; = ;.

e Nekorelované odchylky Cov(&;, &) =0 pro i # j.
e Vzdjemné nekorelované odchylky = a y, tedy Cov(&;,e;) = 0 pro Vi, j.
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Pro prostou linedrni regresi y = a1 + asx Je rozptyl y; je dan vyrazem

d
Dy; = o7 + (_y

2
2 2 2.2
T, = 0; + a5T;
da |y,

Minimalizujeme tedy

N (Y —a] — GQX')Q
S(alacL?):Z Z B 5 9 Z

i=1 0 T a3T;
Pozn. Jde o nelinearni regresi. Pri rovnosti obou odchylek 7 = o, jde o mi-
nimalizaci sumy kvadrat(i kolmych vzdalenosti.

Pozn. | pfi pfedpokladu konstantnich o2 a 72 je nutno znit pomér o2 /72,

Linearizovatelné nelinearni modely

Necht y = y(x; @) je nelinedrni funkce parametril @. Model je linearizovatel-
ny, pokud existuji transformace z = ¢g(y), v = h(x) a b = G(d) takové, Ze
model z = z(v, b) je linedrni.

Vsechny predpoklady o plivodnich proménnych je nutno prevést na predpo-
klady o novych proménnych a naopak vsechny vysledky je tfeba prevést na
zavéry o plvodnim modelu.

Upozornéni Nezapomenout na vztah mezi Dy; a Dz;.

Piiklad Model y = a12* je linearizovatelny, protoze Iny = Ina; + aslnx.
Tedy z = Iny, v = Inz, by = Inay, by = as.

PFi nekorelovanych odchylkdch y; rozptyl Dz; ~ (dz/dy)?Dy; = Dy;/(Ey;)>.
Predpoklad o konstantnich absolutnich odchylkach = (o, = C) je ekviva-
lentni predpokladu o konstantnich relativnich odchylkdch y (o,, = CEy; =

Priklady linearizovatelnych modeld

M .
y(x) = ay exp (— > ajxj_l)
j=2

ay
- M =1
1+ 355, ajad

y(z)
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Nelinearni modely

Casto se pouzivaji modely, které linearizovat nelze, napriklad suma nékolika
Gaussovych funkci

. K T — ai )2
y(a;d@) = 3 agj_gexp [—( 5 ;’j ) ]
j=1 asj

kde M = 3.

Pozn. Pro vyse uvedenou funkci je tfeba definovat as < a5 < ... < agy—o,
aby ke kazdému minimu neexistovalo symetrické minimum dané prehozenim
parametrd.

Predpokladejme, ze presné hodnoty x; € X’ a nahodné veliCiny
yi = y(xi;d@) + e

kde Fe; =0, De; = 0> a Cov(e;, e;) = 0 pro i # j. Pak Ize hledat odhad @
skutecnych parametri @ minimalizaci funkce
N

S 1\ 2

S(@) = 2 (Vi =yl @))
Pro normalni rozdéleni e; jde o odhad maximalni vérohodnosti.
Hleddme absolutni minimum funkce S(a).

Véta Necht
e Parametry @ jsou z M-rozmérné konvexni mnoziny ().

e Derivace regresni funkce
0 o 0?
373, (w3 d) a 78%- 8aky
jsou spojitymi funkcemi a € Q) pro Vo € X,

(x;a) L k=1,2,,....M

e Necht matice radu NV x M
X(a) = athy(xi;d’)
ma hodnost M pro Vd € (2.
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Pak za pomérné obecnych predpokladi regularity je poloha minima i kon-
zistentnim odhadem skuteénych parametri @ a S; = S(@)/(N — M) =
RSS/(N — M) je konzistentnim odhadem 2.

Pribliznym odhadem kovarianéni matice parametri nelinedrni regrese je ma-
tice X
_ Q2 T(= SN\ T
C =3, (X"(d) X))
Lze stanovit pribliznd (platna pro velkd N') rozdéleni statistik

a tedy priblizné stanovit intervalovy odhad pro skutecny parametr a; a roz-
ptyl dat o2,

Metoda Monte Carlo se pouziva pro presnéjsi intervalovy odhad para-
metr( nelinedrniho modelu. Ze skutecnych dat ziskame odhady d a SS. Pro
tyto parametry vygenerujeme syntetickd data a stanovime parametry pro syn-
teticka data.

Robustni odhady parametra

Metoda nejmensich Ctvercl je silné ovlivnéna body s velkou chybou méreni
(uziva se termin "vybocujici pozorovani”). Pokud mame podezieni na hru-
bou chybu méreni, bod vynechame, pripadné lze jeho vliv zmensit vhodnou
vahou. Pokud neni rozdéleni odchylek dat normalni a ma dlouha "kridla", je
pravdépodobnost vybocujicich pozorovani velka, vybocujicich pozorovani je
tedy vice a nelze je obvykle vynechat. V této situaci miize metoda nejmensich
ctvercli dat chybny odhad parametrii modelu.

Metoda nejmensi sumy absolutnich hodnot minimalizuje funkci

M(d) = ﬁ:lm ()

Tato metoda je méné ovlivnéna vybocujicimi pozorovanimi (jde tedy o robust-
ni odhad parametril). | pro linedrni model metoda vede k feseni nelinedrnich
rovnic.

Pozn. Pro prostou linearni regresi je vypocet odhadu parametrii metodou
nejmensi sumy absolutnich hodnot jednoduchy.
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Postup regrese

. Sestaveni modelu
e musi spliovat normalizacni podminky kladené na data
. Urceni hodnot neznamych parametr(i - kritérium vybéru

e metoda nejmensich Ctvercl - bez vah, s vahami

e robustni metody - suma absolutnich odchylek
. Nalézt smérodatnou odchylku méreni (pokud neni dopredu zndma)

. Nalézt rozptyl neznamych parametr(i a korelace mezi nimi, prip. ob-
last spolehlivosti (mnozinu v prostoru parametrd, kde se parametry
nachazeji s pravdépodobnosti 1 — «)

. Vyznamnost koeficientdl - a; je vyznamny, pokud Ize vyloucit hypo-
tézua; =0

e snizeni poctu koeficient(

e multikolinearita a boj s ni
. Kontrola kvality modelu

e vyznamnost modelu
e nahodnost rezidui, graf rezidui, znaménkovy test

° X2 test
. Kvalita dat pro model

e rozsah dat, odlehlé body
e vlivné body - hrubé chyby, zlaté body, zdanlivé vlivné body

. Kontrola predpoklad modelu

e rozptyl chyb méreni (homoskedacita) a jejich korelace

e rozdéleni chyb

. Pasy spolehlivosti - modelu, pro predikci
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