
Náhodné (stochastické) procesy

De�nice Nech» (
;M; P ) je pravdìpodobnostní prostor, nech» mno¾ina
T � R je neprázdná.
Zobrazení X : 
�T! R takové, ¾e pro 8 pevné t 2 T je X(�; t) náhodná
velièina, se nazývá náhodný (stochastický) proces.

Pozn. 
 je jevový prostor, M je jevové pole, P je pravdìpodobnost (mno¾i-
nová funkce na M), R je mno¾ina reálných èísel.

Realizace (trajektorie) náhodného procesu pro ka¾dé pevné ! 2 
 je funk-
ce èasu X(!; �). Mno¾inu v¹ech funkcí, které mohou vzniknout jako realizace
náhodného procesu budeme oznaèovat �(t) a k-tou realizaci budeme znaèit
�(k)(t).

Pozn. Signál, který v sobì obsahuje náhodnou slo¾ku (¹um), je jednou rea-
lizací náhodného procesu.

Èasová osa

� diskrétní (náhodná posloupnost, náhodný øetìzec)

� spojitá

Pøíklad Náhodná procházka po pøímce

Nech» mno¾ina T obsahuje pouze èasy tk = k� (diskrétní osa), kde k =
0; 1; : : : ;1, Nech» X(�; 0) = �(0) = 0 pro v¹echny realizace náhodné-
ho procesu. Jestli¾e �(k)(tn) = x, pak P (�(k)(tn+1) = x + �x) = p a
P (�(k)(tn+1) = x ��x) = 1� p pro 8k a 8n � 0.

Tento náhodný jev mù¾e nabývat pouze hodnoty xl = l�x, kde l je celé a
v èase tn je l 2 h�n; ni. Jedná se o proces s nezávislými pøírùstky.
Rozdíly �(s)��(0) a �(s+t)��(s) jsou na sobì nezávislé. Pravdìpodobnostní
funkce �(t2)� �(t1) závisí jen na t2 � t1.
Rozptyl

D�(s + t) = D[�(s) � �(0)] +D[�(s + t)� �(s)] = D�(s) +D�(t)

Oznaème ��n = �n � �n�1. Pak �n(t) =
Pn

j=1 ��j a náhodné velièiny ��j jsou
navzájem nezávislé se shodným rozdìlením pravdìpodobnosti.
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Odvodíme rozptyl �(t) pro p = 0:5

D�(t) =
nX

j=1
D��j = n

"
1

2
(��x)2 +

1

2
(�x)2

#
=

(�x)2

�t| {z }
�2

� t

Pøi konstantním � jde v limitì �t! 0 rozdìlení �(t) k normálnímu rozdìlení
v integrálním smyslu
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Brownùv pohyb { Náhodný proces se nazývá Brownovým pohybem, po-
kud platí následující 3 podmínky

1. X(�; 0) = 0

2. Rozdíl X(�; t)�X(�; s) má normální rozdìlení N [0; �2(t� s)]

3. Proces má nezávislé pøírùstky pro libovolné 2 disjunktní intervaly.

Distribuèní funkce (jednorozmìrná)

F (x1jt1) = P (�(t1) � x1)

Pokud existuje hustota pravdìpodobnosti, pak

f(x1jt1) = @F (x1jt1)
@x1

Dvoudimenzionální distribuèní funkce (souvislost 2 èasù)

F2(x1; x2jt1; t2) = P (�(t1) � x1 ^ �(t2) � x2)

Pokud existuje hustota pravdìpodobnosti, pak

f2(x1; x2jt1; t2) = @2F2(x1; x2jt1; t2)
@x1@x2

n-rozmìrná distribuèní funkce - obdobnì (souvislost n èasù)

Fn(x1; : : : ; xnjt1; : : : ; tn) = P (�(t1) � x1 ^ : : :^ �(tn) � xn)

fn(x1; : : : ; xnjt1; : : : ; tn) =
@nFn(x1; : : : ; xnjt1; : : : ; tn)

@x1 : : : @xn
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Momenty náhodných velièin

Støední hodnota obecné funkce g náhodné velièiny je dána vztahem

E fg[x1(t1); x2(t2); : : : ; xn(tn)]g =
=

Z 1
�1

: : :
Z 1
�1

g(x1; : : : ; xn)fn(x1; : : : ; xnjt1; : : : ; tn) dx1 : : :dxn

Obecný poèáteèní moment

�
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n fn(x1; : : : ; xnjt1; : : : ; tn) dx1 : : :dxn

Poèáteèní moment 1. øádu { støední hodnota

�
0

1(t) = E [�(t)] =
Z 1
�1

xf(x) dx � �(t)

Centrovaný náhodný proces má nulovou støední hodnotu �(t) = 0

Obecný støedový (centrální) moment

�k1:::kn(t1; : : : ; tn) = E
n
[�(t1) � �(t1)]

k1 : : : [�kn(tn) � �(tn)]
kn
o
=

=
Z 1
�1

: : :
Z 1
�1

[x1 � �(t1)]
k1 : : : [xn � �(tn)]

knfn(x1; : : : ; xnjt1; : : : ; tn) dx1 : : :dxn

Momenty 2. øádu

Náhodný proces je proces druhého øádu, pokud jsou 8 momenty 2.øádu
koneèné. K tomu je nutné a staèí, aby

�
0

2(t) = E
h
X2(�; t)i < +1

Rozptyl
�2(t) = DX(�; t) = E

n
[�(t)� �(t)]2

o � �2(t)
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Autokorelaèní funkce (odchylek)

B0(s; t) = RX(s; t) =
Z Z 1

�1
(x1 � �(s))(x2 � �(t))f2(x1; x2js; t)dx1dx2

Pozn. Pro pevná s; t jde vlastnì o kovarianci mezi náhodnými velièinami,
odpovídajícími tìmto èasùm.

Vlastnosti

B0(t; t) = DX(�; t) = �2(t)

B2
0(s; t) � �2(s) �2(t)

Pozn. Nìkdy se u¾ívá i autokorelaèní funkce hodnot B(s; t) = E[�(s)�(t)]

Korelace mezi 2 náhodnými procesy

FXY (x; yjt1; t2) = P (�(t1) � x ^ �(t2) � y)

Vzájemná korelaèní funkce

RXY (t1; t2) = E f[�(t1) � �X(t1)][�(t2) � �Y (t2)]g
Korelaèní matice

RXY (t1; t2) =

2
4 RX(t1; t2) RXY (t1; t2)
RY X(t1; t2) RY (t1; t2)

3
5

Charakteristické funkce

	(v1jt1) = E fexp[iv1�(t1)]g =
Z 1
�1

f(x1jt1)eiv1x1dx1

	2(v1; v2jt1; t2) = E fexp[iv1�(t1) + iv2�(t2)]g

Charakteristický funkcionál

	(v(t)) = E
�
exp[i

Z 1
�1

v(t)�(t)dt]
�
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Limita, spojitost, derivace a integrál

Limita podle støedu { Náhodný proces �(t) konverguje pøi t! t0 podle
støedu k náhodné velièinì � právì tehdy, kdy¾

lim
t!t0

E[�(t)� �]2 = 0

Limita podle støedu se èasto znaèí l:i:m:

Limita podle pravdìpodobnosti { Náhodný proces �(t) konverguje pøi
t! t0 podle pravdìpodobnosti k náhodné velièinì �, pokud

8" > 0 lim
t!t0

P fj�(t)� �j � "g = 0

Pokud 9 limita podle støedu, pak tato limita je i limitou podle pravdìpodob-
nosti. Toto tvrzení nelze obrátit.

Pøíklad Nech» je náhodný proces, kde P (x = 0; t) = 1 � jtj a P (x =
�1=t; t) = jtj=2, pak pro t! 0 je

lim
t!0

P fj�(t)� 0j > "g = lim
t!0

jtj = 0

a tedy 0 (náhodný jev, kde 0 je jistý jev) je limitou �(t) podle pravdìpodob-
nosti pro t! 0. Limita podle støedu pro t! 0 neexistuje, proto¾e

lim
t!0

E [�(t)]2 = lim
t!0

3X
i=1

Pi(t) [�i(t) � 0]2 = lim
t!0

2
1

2
jtj
 
1

t

!2
= +1 6= 0

Spojitost { Jestli¾e je limt!t0 �(t) = �(t0) podle støedu (podle pravdìpo-
dobnosti), pak je náhodný proces spojitý v t0 podle støedu (podle pravdìpo-
dobnosti).

Vìta Centrovaný náhodný proces �(t) je spojitý podle støedu v bodì t právì
tehdy, pokud autokorelaèní funkce RX � B0 = B je spojitá v bodì (t; t).

Vìta Je-li autokorelaèní funkce RX(s; t) spojitá ve v¹ech diagonálních bo-
dech (tj. pro s = t 8t 2 T), pak autokorelaèní funkce RX(s; t) je spojitá
v¹ude v T�T.

5



Derivace (diferencovatelnost)

Náhodný proces �(t) je diferencovatelný podle støedu v t 2 T, pokud 9
náhodná velièina �

0

taková, ¾e

lim
s!t

E

������
�(s) � �(t)

s � t
� �

0

������
2

= 0

a �
0 � d�=dt je derivace náhodného procesu � v bodu t.

Vìta { Pokud 9 koneèné v¹echny parciální derivace autokorelaèní funkce
RX(s; t) do druhého øádu vèetnì pro s = t, pak náhodný proces �(t) je
diferencovatelný v daném t 2 T a autokorelaèní funkce derivace �

0

náhodného
procesu je

RX
0 (s; t) =

@2

@s @t
RX(s; t)

Integrál { Nech» Dn : c = t0 < t1 < : : : < tn = d je dìlení intervalu hc; di,
nech» norma dìlení je jDnj = maxftj+1 � tj; j = 0; 1; : : : ; n � 1g. Nech»
h(t) je po èástech spojitá funkce. Oznaèíme In =

Pn�1
j=0 �(tj)h(tj)(tj+1� tj).

Jestli¾e 9 limita podle støedu limn!1; jDnj!0 In = I, pak náhodná velièina I
je Riemannùv integrál náhodného procesu I =

R d
c h(t)�(t)dt.

Vìta Jestli¾e pro centrovaný náhodný proces 9Z d

c

Z d

c
RX(s; t)h(s)h(t)dsdt <1

pak 9 integrál náhodného procesu
R d
c h(t)�(t)dt.

Markovovský proces je takový proces, kde dal¹í vývoj pøi znalosti sou-
èasného stavu nezávisí na zpùsobu, jak se proces do tohoto stavu dostal.
Matematicky platí

8 t1 < : : : < tn P [xn(tn)jx1(t1); : : : ; xn�1(tn�1)] = P [xn(tn)jxn�1(tn�1)]

Pozn. Markovovský proces mù¾e být stacionární i nestacionární.

Proces se stacionárními pøírùstky je takový proces, u nìho¾ pro libo-
volné � je ��� (t) = �(t)� �(t� � ) stacionární.

Pøíklad Nech» �0, �1 jsou náhodné velièiny, pak náhodný proces �(t) =
�0 + �1t je proces se stacionárními pøírùstky. Pro 8 � je ��� (t) = �1� .
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