Nahodné (stochastické) procesy

Definice Necht (2, M, P) je pravdépodobnostni prostor, necht mnozZina
T C R je neprazdna.

Zobrazeni X : 2 x T — R takové, Ze pro V pevné t € T je X (-, ) ndhodnd
veli¢ina, se nazyva ndhodny (stochasticky) proces.

Pozn. ) je jevovy prostor, M je jevové pole, P je pravdépodobnost (mnozZi-
nova funkce na M), R je mnoZina redlnych Cisel.

Realizace (trajektorie) nahodného procesu pro kazdé pevné w € €2 je funk-
ce ¢asu X (w,-). MnozZinu vSech funkci, které mohou vzniknout jako realizace
ndhodného procesu budeme oznadovat £(t) a k-tou realizaci budeme znacit

£9(1)

Pozn. Signal, ktery v sobé obsahuje ndhodnou slozku (Sum), je jednou rea-
lizaci nahodného procesu.

Casova osa

e diskrétni (ndhodnd posloupnost, ndhodny fetézec)

® spojita

Piiklad Nahodna prochazka po prfimce

Necht mnoZina T obsahuje pouze Casy t;, = kA (diskrétni osa), kde k =
0,1,...,00, Necht X(-,0) = £(0) = 0 pro vSechny realizace ndhodné-
ho procesu. Jestlize £¥)(t,) = x, pak P(éW(t, 1) = v 4+ Az) = p a
PE®(t, 1) =2 —Ax)=1—ppro ¥k a Vn > 0.
Tento nahodny jev mize nabyvat pouze hodnoty z; = [Ax, kde [ je celé a
v Case t,, je | € (—n,n). Jednd se o proces s nezavislymi pf¥iriastky.
Rozdily £(s5)—£(0) a £(s+1)—&(s) jsou na sobé nezavislé. Pravdépodobnostni
funkce &(ty) — &(1) zavisi jen na to — 1.
Rozptyl

DE(s + ) = DIE(s) — £(0)] + DIE(s + ) — £(5)] = DE(s) + D)
Oznalme 6¢, = &, — &,-1. Pak &, () = 3_; 6§; a ndhodné veliCiny 6¢; jsou
navzajem nezavislé se shodnym rozdélenim pravdépodobnosti.
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Odvodime rozptyl () pro p = 0.5

n Ax)?
DE(t) = 3 Dot = %(—Ax)Q—l—%(Ax)Q - (At) ¥
0_2

P¥i konstantnim o jde v limité At — 0 rozdéleni £(¢) k normalnimu rozdéleni
v integralnim smyslu

P(x < O(\/) < xQ) — %/chzexp (—%2) da

Browniiv pohyb — Nahodny proces se nazyva Brownovym pohybem, po-
kud plati nasledujici 3 podminky

1. X(-.0)=0
2. Rozdil X(-,t) — X (-, 5s) m3 normalIni rozdéleni N[0, 0?(t — s)]

3. Proces ma nezavislé prirlistky pro libovolné 2 disjunktni intervaly.

Distribué¢ni funkce (jednorozmérna)

F(ai|t) = P(E(t) < 1)
Pokud existuje hustota pravdépodobnosti, pak
8F(x1|t1)
8x1

Dvoudimenzionalni distribu¢ni funkce (souvislost 2 Casti)
Fy(ay, walty, 1) = P(E(th) < a1 AE(t2) < a9)
Pokud existuje hustota pravdépodobnosti, pak

aQFQ(xla x2|t17 t?)
8x18x2

n-rozmérna distribuéni funkce - obdobné (souvislost n cast)
Fn(fL‘l, .. .,ZL‘n|t1, .. .,tn) = P(f(tl) < A IVANAY f(tn) S ZL‘n)

O"F T1y... I tlt
fn(xlg---axn“la"'?t”) = ( ((;L’L‘l-7--7(;|5L‘n7 7n)

flai|t) =

folay, xolty, ty) =




Momenty nahodnych velic¢in
Stredni hodnota obecné funkce g nahodné veliciny je dana vztahem

FE {%Lxl(tl)£2(t2),...,xn(tn)]} =
= / .../_Oog(xl,...,:L‘n)fn(xl,...,xn|t1,...,tn) day...dx,

—0oQ
Obecny pocate¢ni moment

e (e ty) = B[ER(1) . g (2,)] =
— /OO /_OO x]flxgz...xﬁ”fn(xl,...,xnm,...,tn) da;...dx,

—o0

Pocatecni moment 1. radu — strfedni hodnota
() = Ele®)] = [~ afla) de = p(t)

Centrovany nahodny proces ma nulovou stfedni hodnotu p(t) =0

Obecny stfedovy (centrilni) moment

s, (1 tn) = B{[E(0) = p(t)]" €5 (1) — p(ta)]™ ) =

= [ [ O e = g faln ) e day

Momenty 2. fadu

Nahodny proces je proces druhého radu, pokud jsou ¥ momenty 2.fadu
konecné. K tomu je nutné a staci, aby

(1) = B [Y*(0)] < 4+

Rozptyl
po(t) = DX (- t) = E{[{(t) — p(t)]*} = o*(1)



Autokorelac¢ni funkce (odchylek)

Bo(s,t) = Rx(s,t) = [ [ (w1 = p(s))(wa — p(#)) falr, wals, t)day s

Pozn. Pro pevna s, t jde vlastné o kovarianci mezi nahodnymi veli¢inami,
odpovidajicimi témto Caslim.

Vlastnosti

By(t,t) = DX(-,t)=o*(t)
Bi(s.t) < o%(s) o*(t)

Pozn. Nékdy se uzivd i autokorelacni funkce hodnot B(s,t) = E[{(s)E(1)]

Korelace mezi 2 nahodnymi procesy

Fyy (@, ylti, ta) = P({(t1) <z Anltz) <y)
Vzajemna korelaéni funkce
Ry (t, 1) = E{[E(t) — px(t)][n(t2) — py (t2)]}

Korela¢ni matice

Rx(ti,t2) Rxvy(ti, 1)

Ry(t,ts) = [RYX(tlatQ) Ry (t1,12)

Charakteristické funkce
\Ij(vl|t1) — E{GXp[wlf(tl)]} = /_OSO f(x1|t1)€ile1dx1

Wy, valty, ta) = E {explivi€(t1) + 1v28(t2)]}

Charakteristicky funkcional

U(u(t)) = E{expli [ v(t)e(t)dt]}

—o0




Limita, spojitost, derivace a integral

Limita podle stfedu — Nahodny proces {(t) konverguje pfi t — t; podle
stfedu k nahodné veliciné n pravé tehdy, kdyz

lim E[&(1) - )’ = 0

t—>t0
Limita podle stfedu se casto znaci l.i.m.

Limita podle pravdépodobnosti — Ndhodny proces £(¢) konverguje pfi
t — ty podle pravdépodobnosti k nahodné veliciné n, pokud

Ve>0  Hm P&t -yl 2} =0

Pokud d limita podle stredu, pak tato limita je i limitou podle pravdépodob-
nosti. Toto tvrzeni nelze obratit.

Piiklad Necht je ndhodny proces, kde P(z = 0,f) = 1 — |t| a P(x =
+1/t,t) = [t|/2, pak pro t — 0 je

lng P{J¢(t) = 0] > =} = lig 1| = 0

a tedy 0 (ndhodny jev, kde O je jisty jev) je limitou £(t) podle pravdépodob-
nosti pro t — 0. Limita podle stiedu pro t — 0 neexistuje, protoze

2
iy B [£(0)" =l 3 R0 660) — O = 23] () = +20 £ 0

t—0

Spojitost — Jestlize je limy;_,;, &(t) = £(ty) podle stiedu (podle pravdépo-
dobnosti), pak je ndhodny proces spojity v t; podle stfedu (podle pravdépo-
dobnosti).

Véta Centrovany nahodny proces (1) je spojity podle stiedu v bodé ¢ pravé
tehdy, pokud autokorelacni funkce Ry = By = B je spojitd v bodé (t,1).

Véta Je-li autokorelacni funkce Rx(s,t) spojita ve vsech diagonalnich bo-
dech (tj. pro s =t Vit € T), pak autokorelaéni funkce Rx(s,t) je spojitd
vsudev T x T,



Derivace (diferencovatelnost)

Ndhodny proces &(t) je diferencovatelny podle stiedu v t € T, pokud 3
ndhodnd veli¢ina £ takovd, ze

f(i:f(t) _¢l =0

s—t

limE‘

a ¢ = d¢/dt je derivace nahodného procesu £ v bodu t.

Véta — Pokud 4 konecné vsechny parcidlni derivace autokorelacni funkce
Rx(s,t) do druhého fadu véetné pro s = t, pak nahodny proces &(t) je
diferencovatelny v daném ¢ € T a autokorela&ni funkce derivace ¢ ndhodného

procesu je
2

Js Ot

Integral — Necht D, : c =ty < t; < ... < t, =d je déleni intervalu (c,d),
necht norma déleni je |D,| = max{t;;; — t;;7 = 0,1,...,n — 1}. Necht
h(t) je po &stech spojitd funkce. Ozna&ime I, = ©}= &(t;)h(t;)(tj41 — ;).
Jestlize 4 limita podle stredu limn_>oo’|Dn|_>0 I, = I, pak nahodna velicina 1
je Riemanniiv integrdl ndhodného procesu I = [¢ h(t)&(¢)dt.

Ry (s,t) = Rx(s,t)

Véta Jestlize pro centrovany nahodny proces 3
d d
[ [ Bx(s.)h(s)h(t)dsdt < oo
pak 3 integral ndhodného procesu [ h(t)&(t)dt.

Markovovsky proces je takovy proces, kde dalsi vyvoj pii znalosti sou-
casného stavu nezavisi na zplsobu, jak se proces do tohoto stavu dostal.
Matematicky plati

Vi <...<t, Play(t)|z1(t1)s . .oy 2n1(tno1)] = Plan(ty)|en—1(th-1)]

Pozn. Markovovsky proces miize byt stacionarni i nestacionarni.

Proces se stacionarnimi prirustky je takovy proces, u néhoz pro libo-
volné 7 je A& (t) = &(t) — &(t — 1) staciondrni.

Priklad Necht &, & jsou ndhodné veliciny, pak ndhodny proces £(t) =
& + &1t Je proces se stacionarnimi prirdstky. Pro V 7 je A& () = & 7.
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