Markovovské nahodné procesy

U Markovovského nahodného proces nezavisi dalsi vyvoj na zpisobu,
Jak se proces dostal do soucasného stavu. Plati

Vi <...<t, Play(t)|xi(t), ..oy xn1(tno1)] = Plaa(tn)|xn—1(ta-1)]

O Markovovském tetézci mluvime, pokud je mnozina casli ¢ nejvyse spo-
¢etnd. Nahodny proces £(t) je vlastné posloupnost nahodnych veli¢in {£,},
kden =0,1,....

Markovovsky fetézec s nejvyse spocetnym poctem stavia (MRS)
- £, Jsou diskrétni nahodné veliCiny

Pravdépodobnost
P& =ko,&o =k, ..., &6 =kn) = P(ko, ki, .o kno1) - P(kylkoy ... kn) =
= P(ko, ks k) - Plholko1) = .o = pUp plh ol

kde pgi)kj Je pravdépodobnost pfechodu ze stavu k; v [ — 1 kroku do stavu k;
v [-tém kroku.

Pro pravdépodobnost j-tého stavu v n-tém kroku plati

P >0 > =1 Vn >0
JES
kde S je mnozina vsech stavli nahodného fetézce s nejvyse spocetnym po-
¢tem stavi (MRS).
Pro pravdépodobnosti pfechodu ze stavu i v kroku n — 1 plati

P >0 S =1 V>0 Vies

JES

Oznacéme pro m < n

P& = jlém=1) = p§§”’”) (pxnn)) — matice prechodu
Plati
P =3 p e pln) VieS Ym< N
€S



a dale

})@%m,kﬁﬁ”)=1%?-pgiﬂl= S pih o e

Definice — Rikdme, ze Markovlv rfetézec se spoCetnym pocltem stavil je
VAR v v v n s s
homogenni, jestlize pravdépodobnost pfechodu p;;” nezavisi na
kroku n.

Pak pro matice prechodu plati
() = (pis) =P (P"") = (pi(n)) = P(n) = P"

Pr. Necht je homogenni MRS se 3 stavy (-1, 0, 1) takovy, Ze z hodnoty 0
prejdu s pravdépodobnosti p = 0.5 na 1 nebo —1, z 1 se stejnymi pravdépo-
dobnostmina 0 alazhodnoty —1 na —1 a 0.

Pak matice prechodu jsou

1/2 1/2 0 1/2 1/4 1/4
P=|1/2 0 1/2 P(2)=|1/4 1/2 1/4
0 1/2 1/2 1/4 1/4 1/2

Obecné pro libovolné n je

1/3 1/3 1/3 O R O WL/ I CS VSV I
Pin)=| 1/3 1/3 1/3 | + (5) (—1)"*1/3 2(=1)7/3 ...
1/3 1/3 1/3 C[— (<1732 (—1)3

Prvni z matic je tedy limitou pro n — oc. At byl vychozi stav jakykoliv, po
dostatecné dlouhé dobé je pravdépodobnost kazdého stavu 1/3.

Klasifikace stava HMRS

Def. Stav i € & homogenniho Markovova fetézce s nejvyse spocetnym po-
Ctem stavil je nepodstatny pravé tehdy, pokud d stav j € & a n pfirozené
takové, ze p;;(n) > 0 a zdroven pj;(m) =0 pro Ym € N,

Def. Podstatné stavy i, j € S jsou sousledné, pokud 3m,n € N takové,
ze pij(n) > 0Apj(m) > 0.



Pozn. Souslednost definuje ekvivalenci na mnoziné podstatnych stavii. Dva
podstatné stavy jsou ekvivalentni, pokud jsou sousledné.

Mnozinu stavi ¢« € S lze rozdélit na tridy
S — tfida nepodstatnych stavi
S —j=1,2, ... tfidy souslednych podstatnych stavi

Def. Jestlize nékterd tiida SV, i > 0 obsahuje pouze 1 stav, pak se tento
stav nazyva absorp¢ni.

Def. Oznaéme f;;(n) pravdépodobnost, Ze po n krocich prejde HMRS ze
stavu ¢ poprvé do stavu j

fzg(n) :P(fn :jafn—l 7&]7751 #JEO:Z)

Oznac¢me N minimalni dobu prechodu z stavu ¢ do stavu 7,
tj. N = minn > 0 takovych, ze f;;(n) > 0.

Oznacme Fj}; celkovou pravdépodobnost prechodu ze stavu i do stavu j. Ta
Je dana vztahem

Ej = é fiz(n)
Oznacme fj(n) = fjj(n) a Fj = Fjj-

Def. Stav HMRS je trvaly, pokud F; = 1. Stav je pfechodny, pokud
Fj < 1.

Def. Stav HMRS je periodicky, pokud 3 nejvétsi spolecny délitel d; > 1
vsech n takovych, zZe p;;(n) > 0. (opak neperiodicky).

Pro trvaly stav je Pro prfechodny stav je
j nZ::lpH( ) T 1+ P

Def. Stav HMRS je nulovy, pokud lim, .., p;;j(n) = 0 (opak nenulovy).
Def. Trvaly nenulovy neperiodicky stav HMRS je ergodicky.

Def. HMRS je nerozloZitelny, pokud je prostor S roven jediné tfidé pod-
statnych vzajemné souslednych stavil.
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Véta o solidarité U nerozlozitelného HMRS jsou vsechny stavy téhoz typu.
(Pokud je 1 stav trvaly, V jsou trvalé; pokud je 1 stav periodicky s periodou
d, pak jsou V periodické s periodou d; pokud je 1 nulovy, pak jsou V nulové.

Finalni pravdépodobnosti (pro konec¢ny pocet stavi)

Def. Jestlize 3lim, .., p;j(n) = p; nezdvislé na i, pak p; jsou
finalni pravdépodobnosti.

Plati
pij(n+1) = > pi(n)pr; — Di = > Pk Pkj
> pijn) =1 — Spi=1

Pozn. Vektor (p) je vlastni fadkovy (pro ndsobeni zleva) vektor matice pre-
chodu (p;;) s vlastnim Cislem A\ = 1.

Pozn. Matice prechodu P(n) ma V|| < 1.

Véta Markovova Jestlize 3n € A takové, ze P(n) = (p;;(n)) ma Vv prvky
nenulové p;;(n) > 0, pak 3 findIni pravdépodobnosti p;.

Véta Pro homogenni Markoviiv retézec s koneCnym poctem r stavl kladné
findlni pravdépodobnosti pi, po,..., p, existuji pravé tehdy, kdyz je neroz-
lozitelny a neperiodicky.

Véta Necht je dan nerozlozitelné homogenni Markoviiv rfetézec s koneCnym
poctem stavil. Je-li stav j € S ergodicky, pak jeho findlni pravdépodobnost
p; Je rovna prevracené hodnoté stfedni doby 1. navratu systému do stavu j

1 1

p~ = s =
’ Zm:lmf](m) m;




Priklad Necht HMRS ma matici pfechodu

0 1/2 0 1/2
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
1/2 0 1/2 0

P =

Jedna se o proces periodicky s periodou d = 2 a proto neexistuji finalni prav-
dépodobnosti p;. Pfesto A =1 je vlastnim Cislem matice prechodu P.

Priklad Necht HMRS ma matici pfechodu

1/3 1/3 1/3
P=| 0 2/3 1/3
0 0 1

Tento proces ma finalni pravdépodobnosti p; = p, = 0 a p3 = 1. Stav 3 je
absorpcnim stavem, stavy 1 a 2 jsou nepodstatné.

Markovovy procesy se spocetnym poctem stavi (MPS)

Casov4 osa je spojita, predpokldadame ¢ € (0,00). Pravdépodobnost, Ze sy-
stém je ve stavu j € S v Case t, je p;(t)

pi(t) =20 >opi(t)=1
JES

Pro s <t je

PlE=¢, tle=¢6 ) =p5" 20  Xpi’=1

JES

Vlastnosti

pi(t) =3 pils) - pl" P =% o iy

€S keS

Def. MPS je homogenni, kdyz pro Vi,j € S a pro Vs,t; 0 < s <t je p(-si’t)

1]
7 - vé d hd o ’t
zavislé pouze na rozdilu ¢asli t — s (pgf ) = pij(u=1t—1s)).




Piedpoklad Necht pravdépodobnosti p;;(t) jsou spojité pro ¢t > 0, necht
limy_o+ pii(t) = 1 a limy_g+ p;;(t) = 0 pro @ # j. Definujeme p;(0) =1 a
pis(0) = 0 pro i # .

Véta Pokud plati predpoklad, pak pro Vi,j € &, ¢ # j existuje konecna
derivace

Také derivace p;; v 0 existuje, ale nemusi byt konecna

. 1—pi(t)
I —_— T ——— e .
—pu(0) = tli%}r t Qi = 4

Matice Q = (g;;) je matice intenzit pfechodu.
Def. Definujeme derivace pravdépodobnosti prechodu

pL() = lim pij(t 4 5) = pij(t)

s—0+ S

Kolmogorovovy rovnice Pro derivace pravdépodobnosti prechodu plati

Pii(t) = > pie(t) - arj = > qir - prj(t)
res kes

Def. HMPS je regularni (konzervativni), pokud pro Vi € S plati

Y. gij=—qi <X
JES, j#i



