
Fourierova transformace a jej� u�it�

P��m� �p�echod z �asov� do frekven�n� dom�ny�

H�f� �
Z
�

��
h�t�e��iftdt

Zp�tn� �n�vrat z frekven�n� do �asov� dom�ny�

h�t� �
Z
�

��
H�f�e���iftdf

Pou	it� frekvence f m�sto 
hlov� frekvence � odstran� normaliza�n� faktor
�������

Pozn� Existence transformace zaru�ena jen u funkc� limx��� h�t� � ��

N�kter� vlastnosti

� Funkce h�t� � R � H��f� � H��f�

� Funkce h�t� periodick� s periodou l� pak

H�f� �
�X

n���
An�

�
n

l

�

Konvoluce

g � h �t� �
Z
�

��
g�� �h�t� � �d� � h � g �t�


asto m� funkce g v�znam odezvy syst�mu na jednotkov� � sign�l a h je
sign�l na vstupu do syst�mu
Transformace

g � h�� G�f�H�f�

Integr�ly typu korela�n� funkce

C�g� h� �t� �
Z
�

��
g�� � t�h�� �d� � C�h� g� �t�

Transformace
C�g� h��� G�f�H��f�

Pokud h � g� pak C�g� g��� jG�f�j�

�



Pozn� Pro v�po�et �auto�korela�n� funkce je t�eba doplnit st�edov�n� p�es
�as� co	 up�esn�me pozd�ji�

Celkovou energii lze vypo��tat jak v �asov�� tak ve frekven�n� dom�n�

W �
Z
�

��
jg�t�j�dt �

Z
�

��
jG�f�j�df

Spektr�ln� hustota energie je uva	ov�na jen pro kladn� frekvence f �
h����� pak

P �f� � jG�f�j� � jG��f�j�

Pozn� U nekone�n�ch sign�lu prov�d�me st�edov�n� p�es �as a mluv�me o
st�edn�m v�konu a spektr�ln� hustot� v�konu�

Diskr�tn� data �vzorkov�n��


asto jsou data sn�m�na s kone�n�m konstantn�m krokem �� pak mluv�me
o vzorkov�n� �vzorkovan�m sign�lu�� Jsou tedy zn�my hodnoty

hn � h�t � n�� � h�n�� n � � � � ��������	� �� 	� �� �� � � �

Pro t � n� plat� pro libovoln� k cel�

exp 
��ift� � exp
�
��i

�
f �

k

�

�
t
�

Tedy sign�ly o frekvenc�ch odli�n�ch o n�sobky ��� vedou k p�esn� stejn�m
vzorkovan�m dat�m� Proto rozsah frekvenc�� kter� lze p�i vzorkov�n� rozli�it�
je omezen na ����

Z�kladn� rozsah frekvenc� je

f � ��fc� fci �
�
� 	

��
�
	

��

�

kde fc � ������ je Nyquistova kritick� frekvence�

�



Pozn� Vzorkov�n� neum� rozeznat� jestli m� sign�l frekvenci f nebo f�k���
Pokud v�m� 	e sign�l m� pouze vysok� frekvence v n�jak�m intervalu� mohu si
vybrat sjednocen� interval� ��fmin � 	�������fmini a hfmin� fmin � 	�������
kde fmin je libovoln� vhodn� frekvence�

Vzorkovac� teor�m � Pokud pro 	jf j 	 fc H�f� � �� pak h�t� je 
pln�
ur�ena vzorky hn

h�t� � �
�X

n���
hn

sin 
��fc�t� n���

��t���

Fale�n� zobrazen�

Jestli	e H�f� 
� � pro n�jak� f� jf j 	 fc� pak se H�f� superponuje na
H� ef�� kde �fc 
 ef � f � �kfc � fc� V�sledkem je pak deformovan�
H �� ef � � H� ef � �H�f�

Diskr�tn� Fourierova transformace

Sign�l je sledov�n kone�n� �as T � N�� Diskr�tn�ch vzork� je kone�n� po�
�et hk � h�tk�� kde tk � k�� kde k � �� 	� � � � � N � 	�

Diskr�tn� Fourierova transformace je vlastn� Fourierova �ada pro dis�
kr�tn� data �vzorkovan� sign�l�� Implicitn� p�edpokl�d�

� Sign�l periodick� s periodou T a tedy interval mezi frekvencemi �f �
	�T � 	��N���

� Rozsah frekvenc� omezen vzorkov�n�m na interval ��fc� fci�
Frekven�n� dom�na obsahuje N frekvenc�

fn �
n

N�
n � �N

�
� 	� � � � �

N

�

Prvek Fourierovy �ady je po��t�n ze vztahu

H�fn� �
Z T�N�

�
h�t� exp���ifnt�dt �

N��X
k��

hke
��ifntk� � �

N��X
k��

hke
��ikn
N

�



Diskr�tn� Fourierova transformace je d�na vztahy

Hn �
N��X
k��

hk exp
�
��ikn

N

�

hk �
	

N

N��X
n��

Hn exp
�
� ��ikn

N

�

Pozn� Proto	eH�n � HN�n� pou	it� rozsahu n � �� � � � � N�	 je ekvivalent�
n� rozsahu n � �N���	� � � � � N��� Pro maxim�ln� frekvenciH�N�� � HN���

Parseval�v teor�m
N��X
k��

jhkj� � 	

N

N��X
n��

jHnj�

Ozna�me w � exp���i�N �� pak

Hn �
N��X
k��

wnkhk �� �H � W�h

kde maticeW je de�nov�na vztahemWjk � wjk� Obecn� pro n�soben� ma�
tic� je t�eba N � operac��

Rychl� Fourierova transformace �FFT� � algoritmus ��du N log�N �
objevili Danielson a Lanczos ������� znovuobjevili Cooley a Tukey �������

Danielson�Lanczosovo lemma

Hn �
N��X
k��

e��ikn�Nhk �
N����X
k��

e��i��k�n�Nh�k �
N����X
k��

e��i��k���n�Nh�k��

�
N����X
k��

e��ikn��N���h�k � wk
N����X
k��

e��ikn��N���h�k�� � He
n � wkHo

n

kde indexy e�o zna�� sud� a lich� body� sta�� spo��tat He
n� Ho

n pro N��
frekvenc��

Lze d�lat rekurzivn� a tak nejjednodu��� algoritmy funguj� pro �m bod��

Data v �asov� z	n� � postupn� re�ln� a imagin�rn� ��sti Re� Im�h���
Re� Im�h��� � � � � Re� Im�hN���� celkem �N prvk��

�



Data ve frekven�n� z	n� � postupn� re�ln� a imagin�rn� ��sti postupn�
Re� Im
H����� Re� Im
H��N������� � � � � Re� Im
H���������� Re�
Im
H����������N������� � � � �Re� Im
H���N������� celkem �N prvk��

Pozn� H�������� � H���������� Jestli	e h�t� � R� pak i H��� � R a
H�������� � R�
Pozn� P�i pou	it� procedury na re�lnou funkci maj� vektory zbyte�n� dvojn��
sobnou d�lku�

Rychl� Fourierova transformace 
 re�ln�ch funkc�

hk � fk � i gk �� Fn �
	

�
�Hn �H�

N�n� 
 Gn � � i

�
�Hn �H�

N�n�

Pozn� Procedura pro transformaci � re�ln� funkce zalo	ena na rozkladu na
lich� a sud� body� Existuj� i rychl� sinov� a cosinov� transformace�

Pozn� Klasick� procedury funguj� jen pro N � �m bod�� ale existuj� i proce�
dury i libovoln� mno	stv� bod��

Konvoluce

Nech� r je odezva syst�mu �p��strojov� funkce�� U	�v� se i n�zev impulsn�
odezva� nebo� jde o reakci syst�mu na jednotkovou � funkci�

Pokud r � � pro 	jtj 	 M���� jedn� se o syst�m s kone�nou odezvou

�FIR � �nite impulse response�� pak je konvoluce

�r � s�j �
M��X

k��M����

sj�krk

Kauz�ln� odezva k � �� 	� � � � �M�� �opak odezva akauz�ln���

Obecn� pro periodick� sign�l s a periodickou odezvu r je
N��X

k��N����

sj�krk �� Sn Rn

Neperiodick� sign�l je nutno doplnit M nulami �p�i kone�n� odezv� o
���ce M�� tak� abychom vylou�ili vliv implicitn� periodi�nosti v diskr�tn�
Fourierov� transformaci�

�



Dekonvoluce

Dekonvoluce je velmi �asto nutnou sou��st� vyhodnocen� m��en�� Je zn�m
zm��en� sign�l h�t� a odezva p��stroje r�t�� 
kolem zjistit experiment�ln�
sign�l s�t�

h�t� �
Z
r�� �s�t� � �d� �� H�f� � R�f�S�f� � S�f� �

H�f�

R�f�

Probl�my

�� Matematicky sel	e pro R�f� � �

�� Pokud chyba m��en� h�t� ��um� obsahuje frekvence� kde R�f� je mal��
pak se pom�r �umu k sign�lu podstatn� zv�t�� p�i dekonvoluci�

Optim�ln� �ltrov�n�

M�sto odezvy h�t� nam���me sign�l se �umem c�t� � h�t� � n�t�� kde n�t�
je �um� nekorelovan� s odezvou h�t��
Filtr ��f� je hled�n tak� aby

eS�f� � C�f���f�

R�f�

byla aproximac� S ve smyslu nejmen��ch �tverc�

min
Z ��� eS�f� � S�f�

���� df � min
Z
jes�t� � s�t�j� dt

Pro nekorelovan� h�t� a n�t� je vhodn�m �ltrem funkce

��f� �
jH�f�j�

jH�f�j� � jN �f�j�

P�edpokl�d�me� 	e �um je �irokospektr�ln� a jN �f�j� jen slab� z�vis� na
f � ��fc� fci �B�l� �um � spektr�ln� hustota v�konu nez�visl� na f�� Je�li
fsm maxim�ln� frekvence v sign�lu �odezv�� h�t� a je�li frekvence vzorkov��
n� dostate�n� fc 	 �fsm� pak lze ze z�vislosti lnjCj� na f odhadnout jN �f�j��
Dekonvoluce pomoc� regrese Pokud zn�m sign�l a	 na ur�it� po�et ne�
zn�m�ch parametr�� mohu parametry hledat tak� aby se vypo�ten� h�t� bl��
	ila ke zm��en� c�t� ve smyslu nejmen��ch �tverc��

�



Korelace

P�i pou	it� diskr�tn� Fourierovy transformace je nutno neperiodick� sign�l
doplnit nulami tak� aby byl eliminov�n vliv okraj� �periodicity transformace��

V�konov� spektrum � odhad pomoc� diskr�tn� Fourie�
rovy transformace

St�edn� v�kon

P �
	

T

Z T

�
jh�t�j� dt � 	

N

N��X
j��

jhjj�

V�konov� spektrum

P ��� � P �f�� �
	

N �
jH�j� P �fc� � P �fN��� �

	

N �

���HN��

����
P �fk� �

	

N �

�jHkj� � jHN�kj�
�

k � 	� �� � � � � N��� 	

Spektrum harmonick�ho sign�lu

Nech� m� sign�l frekvenci f � Ozna�me

s �
f � fk	

	
N�




Pak

P �fk� � jAj�� �z 

P �f�

�W �s� W �s� �
	

N �

�� sin���s�

sin���s�N �

��

Pokud �j takov�� 	e f � fj� pak s nab�v� celo��seln�ch hodnot a W ��� � 	
a W �k 
� �� � �� V tomto p��pad� nedoch�z� k 	�dn� deformaci spektra�

�



Pokud nap�� f � fj � 	�� �N����� tedy frekvence f le	� v polovin� mezi
frekvencemi diskr�tn�ho spektra a s � k � 	��� pak

W �s� � 	

��s�

a harmonick� sign�l se zobraz� do �irok�ho spektra frekvenc� �frequency lea�
kage��

P���inou okraje � sign�l sledov�n po dobu T � N�� kter� nen� n�sob�
kem periody sign�lu� Tedy doch�z� ke skoku hodnoty a�nebo �asov� derivace
sign�lu na hranici intervalu T �

Data windowing � ochrana proti roz���en� spektra sign�lu� Sign�l se n�sob�
n�jakou funkc� w�t�� kter� se naz�v� okno �window� a kter� je mal� �nulov��
na okraji intervalu a obvykle w�T��� � 	� Prov�d� se diskr�tn� Fourierova
transformace funkce h�t�w�t�

Dk �
N��X
j��

hjwj exp
�
��ijk

N

�
k � �� 	� � � � � N � 	

Ozna��me wss � N
PN��
j�� w�

j � pak

P ��� � P �f�� �
	

wss
jD�j� P �fc� � P �fN��� �

	

wss

���DN��

����
P �fk� �

	

wss

�jDkj� � jDN�kj�
�

k � 	� �� � � � � N��� 	

P��klady oken

wj � 	 �
������j � �N � 	���

�N � 	���

������ Parzenovo okno

wj �
	

�

�
	 � cos

�
��j

N � 	

��
Hanningovo okno

wj � 	 �
��j � �N � 	���

�N � 	���

��� Welchovo okno

�



P�esnost stanoven� spektr�ln� hustoty v�konu � sm�rodatn� odchylka �Pk �
Pk nez�vis� na po�tu vzork� N � S r�stem N roste po�et frekvenc��

Mo	nosti n�pravy

�� Spektr�ln� v�kon fPj st�edovan� p�es K sousedn�ch frekvenc� a sm�ro�
datn� odchylka �fPj � fPj�pK

�� Rozd�lit N do K 
sek� po M bodech� spo��tat pro ka	d� 
sek s po�
u	it�m vhodn�ho okna spektr�ln� hustotu v�konu P �i��fj� a st�edov��
n�m p�es K 
sek� dostaneme v�kon P �fj� se sm�rodatnou odchylkou
�Pj � Pj�

p
K

Digit�ln� �ltrov�n� v 	asov� dom�n


Pokud lze� up�ednost�ujeme �ltrov�n� ve frekven�n� dom�n�� V �asov� do�
m�n� �ltrov�n� v re�ln�m �ase� p��padn� i pro rozs�hl� soubory dat�

I v �asov� dom�n� lze realizovat b�	n� typy �ltr� � doln� �i horn� propust�
p�smovou propust �i z�dr	� �ltry kauz�ln� i akauz�ln�

Line�rn� �ltry � vstupn� sign�l x� �ltrovan� y

yn �
MX
K��

ckxn�k �
NX
j��

djyn�j

Nerekurzivn� �ltr �N � �� m� kone�nou odezvu �FIR�� zat�mco rekurzivn�
�ltr �N 	 �� m�	e m�t nekone�nou odezvu �IIR��

Ve frekven�n� dom�n�

Y �f� � H�f� �X�f� H�f� �
PM
K�� ck exp ���ikf��

	 �PN
j�� dj exp ���ijf��

Rekurzivn� �ltr m�	e podstatn� l�pe aproximovat po	adovan� vlastnosti�
Mo	n� nestabilita � amplituda odezvy na impuls nar�st� v �ase pro t���
nutno konstruovat stabiln� �ltry�

Ozna�me z � exp����if��� Podm�nkou stability 	 p�ly �� jmenovatele�
H�f� v oblasti jzj � 	�

	



P��klad � Metoda konstrukce �ltru

Vyu	ijeme biline�rn� transformaci

w � �tg 
��f��� � i

��	� exp����if��

	 � exp����if��

�A � i
�
	� z

	 � z

�

kter� transformuje Nyquist�v interval �	�� 
 f� 
 	�� na neohrani�en�
interval �� 
 w 
�� Podm�nka jzj � 	 implikuje Im�w� � ��

Stanov�me jH�f�j�� najdeme jeho p�ly �jsou v	dy komplexn� sdru	en�� a v
H�f� ponech�me p�ly s Im�w� � ��
P�smov� propust od f� do f�� Ozna�me a � tg��f���� b � tg��f����
Pak

jH�f�j� �
�� w�

w� � a�

�A �� b�

w� � b�

�A
Funkce jH�f�j� m� p�ly w � �ia� w � �ib� ponech�me ty s �

H�f� �
�

w

w � ia

� �
ib

w � ib

�
�

�
��z
��z

�
bh�

��z
��z

�
� a

i h�
��z
��z

�
� b

i

H�f� �

c�z 
� �
� b

�	 � a��	 � b�
�

c�z 
� �
b

�	 � a��	 � b�
	
z�

	��	 � a��	 � b� � �	 � a��	 � b�

�	 � a��	 � b�� �z 

d�

	
z �

�	� a��	� b�

�	 � a��	 � b�� �z 

d�

	
z�

a tedy �ltr je de�nov�n vztahem

yn � c�xn � c�xn�� � d�yn�� � d�yn��

Pozn� Existuj� samoz�ejm� velk� mno	stv� slo	it�j��ch �ltr� s r�zn�mi p�ed�
nostmi�

Pozn� V programu MATLAB je toolbox Signal Processing� kter� obsahuje
celou �adu mo	nost� v oblasti diskr�tn� Fourierovy transformace a digit�ln�ch
�ltr��

�



