Fourierova transformace a jeji uziti
Prima (prechod z casové do frekvencni domény)

H(f)= [

—o0

oo

h(t)e* ™/ dt
Zpétna (navrat z frekvencni do ¢asové domény)

ht)= |

—o0

oo

H(f)e ' f

Pouziti frekvence f misto Ghlové frekvence w odstrani normalizacni faktor
(2m)~ L.

Pozn. Existence transformace zaruéena jen u funkei lim, 1 h(t) = 0.
Nékteré vlastnosti
e Funkce h(t) e R & H(—f) = H*(f)

e Funkce h(t) periodickd s periodou [/, pak

0= £ 2o

n=—oo

Konvoluce

gxh ()= [~ g(r)h(t = 7)d7r = hxg (1)

—o0

Casto ma funkce ¢ vyznam odezvy systému na jednotkovy 4 signdl a h je
signal na vstupu do systému
Transformace

gxh— G(fH(f)

Integraly typu korelac¢ni funkce

Clg.h) (t)= [ g(r+)h(r)dr = C(h,g) (t)

Transformace

C(g,h) +— G(f)H*(f)
Pokud 1 = g, pak C(g.g) «— |G(f)]?
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Pozn. Pro vypocet (auto)korelacni funkce je tfeba doplnit stfedovani pres
cas, coz upresnime pozdéji.

Celkovou energii lze vypocitat jak v Casové, tak ve frekvenéni doméné

W= [ lg)Pdt= [ |G(f)Pdf

Spektralni hustota energie je uvazovana jen pro kladné frekvence f €
(0, 00), pak

P(f) = |G() + |G-

Pozn. U nekoneénych signalu provadime stredovani pres cas a mluvime o
stfednim vykonu a spektralni hustoté vykonu.

Diskrétni data (vzorkovani)

Casto jsou data snimdna s koneénym konstantnim krokem A, pak mluvime
o vzorkovani (vzorkovaném signdlu). Jsou tedy zndmy hodnoty

hy, = h(t = nA) = h(nA) n=...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...

Pro t = nA plati pro libovolné £ celé

k
2mi — |t
wi(r+5)]
Tedy signaly o frekvencich odlinych o nasobky A~! vedou k presné stejnym
vzorkovanym datiim. Proto rozsah frekvenci, které Ize pfi vzorkovani rozlisit,

exp [2wift] = exp

je omezen na A~

Zakladni rozsah frekvenci je

fe ittt =535 3x)

kde f. = (2A)7! je Nyquistova kriticka frekvence.
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Pozn. Vzorkovani neumi rozeznat, jestli md signdl frekvenci f nebo f+k/A.
Pokud vim, Ze signdl ma pouze vysoké frekvence v néjakém intervalu, mohu si

vybrat sjednoceni intervalll (— frin — 1/(2A), — fonin) @ (frmin,s fnin + 1/(24)),
kde f,.in je libovolna vhodna frekvence.

Vzorkovaci teorém — Pokud pro V|f| > f. H(f) =0, pak h(t) je dplné
urcena vzorky h,,

h@%=Am§;hmeZ?g;fAﬂ

Falesné zobrazeni
Jestlize H(f) # 0 pro néjaké f, |f| > f.. pak se H(f) superponuje na

H(f), kde —f. < f = f = 2kf. < f.. Vysledkem je pak deformovand

H'(f)=H(f)+ H([)

Diskrétni Fourierova transformace

Signal je sledovan konec¢ny cas T' = N A. Diskrétnich vzorki je konecny po-
Cet hy = h(ty), kde t, = kA, kde k =0,1,...,N — 1,

Diskrétni Fourierova transformace je vlastné Fourierova rada pro dis-
krétni data (vzorkovany signdl). Implicitné predpokladd

e Signal periodicky s periodou 1" a tedy interval mezi frekvencemi 6 =
1/T=1/(NA).

e Rozsah frekvenci omezen vzorkovanim na interval (—f., f.).

Frekvencni doména obsahuje N frekvenci

fo=~+ = Y
"TNA O T T Ty

Prvek Fourierovy rady je pocitan ze vztahu

T=NA N=1 , N-1 mikn
H(f,) = /0 h(t)exp(2mif,t)dt ~ > hpe?™ihte A = A > hk€2 Nk
k=0 k=0



Diskrétni Fourierova transformace je dana vztahy

N-1 2mwikn

H, = Z_:Ohkexp( N )
1 Nl 2mik

hy = N > H,exp (— levn)

n=0
Pozn. Protoze H_,, = Hy_,, pouziti rozsahun = 0,..., N —1 je ekvivalent-
ni rozsahu n = —N/2+1,..., N/2. Pro maximalni frekvenci H_y, = Hys.

Parsevaliiv teorém

X P = 3 P
k N7 n
k=0 N 2o
Oznacme w = exp(27i/N), pak
N-1 . .
= 3 wh, — H= Wh

k=0

kde matice W je definovéna vztahem W, = w’*. Obecné& pro nisobeni ma-
tici je tfeba IN? operaci.

Rychla Fourierova transformace (FFT) - algoritmus fadu N log, N —
objevili Danielson a Lanczos (1942), znovuobjevili Cooley a Tukey (1965).

Danielson-Lanczosovo lemma

N-1 , N/2—-1 N/2—
Hn — Z €2mkn/Nhk — Z 2m(2/<7)n/Nh + Z 27 ( 2k+1)n/Nh
k=0 k=0 k=0
N/2—-1 N 2-1
— Z 627rzkn/(N/2)h2k + w Z 627rzkn/(N/2)h2k+1 _ HZ + wng
k=0 k=0

kde indexy e,o znaci sudé a liché body, staci spoditat H,, H pro N/2
frekvenci.

Lze délat rekurzivné a tak nejjednodussi algoritmy funguji pro 2™ bodda.

Data v ¢asové z6né — postupné redlné a imaginarni &asti Re, Im(h),
Re, Im(hy), ..., Re.,Im(hy_1), celkem 2N prvki.




Data ve frekvencni zéné — postupné redlné a imaginarni asti postupné
Re, Im[H(0)], Re, Im[H((NA)™)], ..., Re, Im[H((2A)™Y)], Re,
Im[H(—(2A) '+ (NA)™)], ..., Re, Im[H(—(NA)™)], celkem 2N prvki.

Pozn. H((2A)™Y) = H(—(2A)7!). Jestlize h(t) € R, pak i H(0) € R a
H((2A)™) e R.

Pozn. Pri pouziti procedury na realnou funkci maji vektory zbytecné dvojna-
sobnou délku.

Rychla Fourierova transformace 2 realnych funkci

) 1 ?
thfk—I—lgk(—)Fnzi(Hn—I-HX;_n) AN Gn=—§

Pozn. Procedura pro transformaci 1 realné funkce zalozena na rozkladu na
liché a sudé body. Existuji i rychla sinova a cosinova transformace.

(Hn - HXf—n)

Pozn. Klasické procedury funguji jen pro N = 2" bodd, ale existuji i proce-
dury i libovolné mnozstvi bodi.

Konvoluce

Necht r je odezva systému (pfistrojova funkce). UZiva se i ndzev impulsni
odezva, nebot jde o reakci systému na jednotkovou 4 funkci.

Pokud » = 0 pro V|t| > M A/2, jednd se o systém s kone¢nou odezvou
(FIR - finite impulse response), pak je konvoluce

M/2

(rxs);= Y. Si_kTk
k’:—M/Q—I—l

Kauzalni odezva k =0,1,..., M/2 (opak odezva akauzalni).

Obecné pro periodicky signal s a periodickou odezvu r je

N/2
k=—N/2+1

Neperiodicky signal je nutno doplnit M nulami (pfi kone¢né odezvé o
sifce M A) tak, abychom vyloudili vliv implicitni periodi¢nosti v diskrétni
Fourierové transformaci.




Dekonvoluce

Dekonvoluce je velmi Casto nutnou soucasti vyhodnoceni méreni. Je znam
zméreny signal h(t) a odezva pfistroje r(t), Ukolem zjistit experimentdlni
signal s(t)

h(t):/r(T)s(t—T)dT «— H(f)=R()S(f) = S(f):%

Problémy
1. Matematicky selze pro R(f) =0

2. Pokud chyba méreni h(t) (Sum) obsahuje frekvence, kde R(f) je malé,
pak se pomér sSumu k signalu podstatné zvétsi pri dekonvoluci.

Optimalni filtrovani

Misto odezvy h(t) naméfime signdl se Sumem c¢(t) = h(t) 4+ n(t), kde n(t)
je sum, nekorelovany s odezvou h(t).
Filtr ®(f) je hleddn tak, aby

byla aproximaci S ve smyslu nejmensich ¢tvercl
: & 2 : -
min [ [S(f) = S(f)| df =min [ [5(t) — s(¢)]" dt
Pro nekorelované h(t) a n(t) je vhodnym filtrem funkce

[H ()P

)= HPE+ NP

Pfedpokldddme, 7e Sum je Sirokospektrdlni a |N(f)|? jen slab& z3visi na
f € (—f. f.) (Bily $um - spektralni hustota vykonu nezdvisld na f). Je-li
fsm maximalni frekvence v signdlu (odezvé) h(t) a je-li frekvence vzorkova-

ni dostatednd f. > 2f,,,, pak |ze ze z3vislosti In|C|* na f odhadnout | N (f)|?.

Dekonvoluce pomoci regrese Pokud znam signal az na urcity pocet ne-
zndmych parametrl, mohu parametry hledat tak, aby se vypoctend h(t) bli-
zila ke zmérené ¢(t) ve smyslu nejmensich Ctvercd.
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Korelace

Pri pouziti diskrétni Fourierovy transformace je nutno neperiodicky signal
doplnit nulami tak, aby byl eliminovan vliv okraji (periodicity transformace).

Vykonové spektrum - odhad pomoci diskrétni Fourie-
rovy transformace

Stredni vykon

P= [ I I&N—ZMI

Vykonové spektrum

PO0) = P(fy) = Bl P(f) = Plip) = g [Hxef

1
P(fy) = ﬁ(|Hk|2+|HN_k|2) k= 1,2,...,N/2—1

Spektrum harmonického signalu

Necht ma signal frekvenci f. Oznaéme

. J =Tk
(¥a)
Pak 2 1 [ sin®(ws)
PUD= UE V() W)= 5 | ]

P(f)

Pokud 3j takové, Ze f = f;, pak s nabyva celodiselnych hodnot a W (0) =
a W(k #0) =0. V tomto pfipadé nedochazi k zadné deformaci spektra.



Pokud napf. f = f; +1/2 (NA)™!, tedy frekvence f leZi v polovin& mezi
frekvencemi diskrétniho spektra a s = k 4 1/2, pak

1

w252

W{(s) ~

a harmonicky signal se zobrazi do Sirokého spektra frekvenci (frequency lea-
kage).

Pri¢inou okraje — signal sledovan po dobu 7' = NA, kterd neni ndsob-
kem periody signalu. Tedy dochdzi ke skoku hodnoty a/nebo casové derivace
signalu na hranici intervalu T

Data windowing — ochrana proti rozsireni spektra signalu. Signal se ndsobi
néjakou funkci w(t), kterd se nazyva okno (window) a kterd je mala (nulova)
na okraji intervalu a obvykle w(7'/2) = 1. Provadi se diskrétni Fourierova
transformace funkce h(t)w(t)

N1 i i
Dk:Zhjwjexp(%j) E=0,1,....N -1
j=0

Oznacime w,, = NZ;-V:_Ol w? pak

1 1

P(0) = P(fy) = N

1
P(fe) = — (1Dl +1Dy—il") k=12, N/2-1

58

|D0|2 P(fc) - P(fN/Q) -

58 wSS

Dy

Priklady oken

) — (N —=1)/2
w; = 1-— Tl )/ Parzenovo okno
(N+1)/2
1 27m)
wp =5 [1 — Cos (N?l)] Hanningovo okno
: 2
—(N—=-1)/2
w; = 1— [‘7 (j\(f n 1)/)2/ ] Welchovo okno



Piesnost stanoveni spektralni hustoty vykonu — smérodatna odchylka o p; =
P, nezavisi na poctu vzorkli N. S ristem N roste pocet frekvenci.

Moznosti napravy

1. Spektrélni vykon ]5; stredovany pres I sousednich frekvenci a sméro-
datnd odchylka 05 = P;/V K
J

2. Rozdélit N do K usek( po M bodech, spocitat pro kazdy Usek s po-
uzitim vhodného okna spektralni hustotu vykonu P(i)(fj) a stredova-
nim pfes I{ Usek( dostaneme vykon P(f;) se smérodatnou odchylkou

0P :Pj/\/K

Digitalni filtrovani v ¢casové doméné

Pokud lze, uprednostiujeme filtrovani ve frekvenéni doméné. V Casové do-
méné filtrovani v redlném case, pripadné i pro rozsahlé soubory dat.

| v Casové doméné lze realizovat bézné typy filtrd - dolni ¢i horni propust,
pasmovou propust Ci zadrz, filtry kauzalni i akauzalni

Linearni filtry — vstupni signél z, filtrovany y

M N
Yn = D ChTp_p + D djyn_;
K=0 =1

Nerekurzivni filtr (N = 0) ma koneénou odezvu (FIR), zatimco rekurzivni
filtr (N > 0) mlZe mit nekonecnou odezvu (IIR).

Ve frekvenéni doméné

SM_ crexp (2mikfA)
Y(f)=H(f)- X H(f)= K
Rekurzivni filtr mize podstatné [épe aproximovat pozadované vlastnosti.
Mozna nestabilita = amplituda odezvy na impuls nardsta v case pro t — oo,
nutno konstruovat stabilni filtry.

Oznacme z = exp(—2mifA). Podminkou stability V pdly (0 jmenovatele)
H(f) v oblasti |z| < 1.



Priklad — Metoda konstrukce filtru

Vyuzijeme bilinearni transformaci

w = —te[~(fA)] :i(l —exp(—Qm'fA)) :i(l —z)

1+ exp(=2mifA) 1+ =z

ktera transformuje Nyquistdv interval —1/2 < fA < 1/2 na neohraniceny
interval —oo < w < oo. Podminka |z| < 1 implikuje Im(w) > 0.

Stanovime |H (f)|?, najdeme jeho pély (jsou vidy komplexné sdruzené) a v
H(f) ponechdme pély s Im(w) > 0.
Pasmova propust od f; do f5. Oznaéme a = tg(nfiA), b = tg(mfoA).

Pak
5 w? b2
|H(f)| = (wQ_I_aQ) (w2+b2)

Funkce |H (f)|* ma pély w = +ia, w = £ib, ponechdme ty s +

H(f) = (w l_Um) (w Z—bzb) ~ (=) —(;ﬁ)(?z) 9]

; b 1
H(f) = (@t Atai+h) =
T Fa(-0+(1—a)i+b) | (I-a)(l=0) |
T¥a0TD T At a)(i4h) 7
dy 2

a tedy filtr je definovan vztahem

Yn = Cop + C2Xp_9 + d1yn_1 + doyn_2
nostmi.

Pozn. V programu MATLAB je toolbox Signal Processing, ktery obsahuje
celou fadu moznosti v oblasti diskrétni Fourierovy transformace a digitalnich
filtrd.
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