Aproximace funkci

1 Uvod

Aproximace funkce - vypolet funk&nich hodnot nejbliz&i (v néjakém smyslu)
funkce v urcité t¥id& funkci (funkce s n&jakymi nezndmymi parametry)
Priklady funkci pouzivanych pro aproximaci

e Polynom ®,,(z) = ¢y + c1x + coz® + ... + cpa™.

e /obecnény polynom
P, (7) = cogo(w) + c191(T) + c292(T) + . . . + Cugm (),

kde go(z), ..., gm(z) je systém m+1 linedrné nezavislych jednoduchych
a dostate¢né hladkych funkci.

e Racionalni lomena funkce

_a0+a1x+a2x2+...+akxk

D, =
(z) by + bix + box? + ... + bt

(m=k+1).

e Jiné.

Diivody aproximace - rliznorodé

e PYili§ naroény vypolet funkce (sloZity funkéni predpis, implicitné zadané
funkce, ...)

e Potfeba vypoctu daldich charakteristik funkce (derivace, integral, .. .)

e Analytické vyjad¥eni neni zndmo - funkce dana tabulkou hodnot (spo&tenych

¢i namé&Fenych)



Typy aproximaci

e Interpolaéni aproximace (interpolace a extrapolace) - hledame takovou
funkci ®,,(z), kterd ma v zadanych bodech zy,...,x, stejné hodnoty
(pfipadné i derivace nejnizgich ¥adi) jako funkce f(x) (prochazi body
zadanymi v tabulce)

— Globdlni interpolace - v celém intervalu jsou koeficienty interpolaéni
funkce stejné (nap¥. Lagrangeiv & Newtonlv interpola&ni polynom,
Hermiteova interpolace)

— Lokalniinterpolace - cely interval rozdélen na podintervaly a v kazdém
podintervalu ma interpola&ni funkce jiné koeficienty (nap¥.
spline)

o CebyZevovy aproximace - hledame ®,, () tak, aby se na zadaném intervalu
(a,b) minimalizoval maximalni rozdil mezi f(x) a ®,,(z), tj. minimalizu-
jeme

max |f(x)— P, ()|

max |f(z) = @, (x)
Nazyva se téZ nejlepsi stejnomérnd aproximace. Pouziva se €asto pro vypocet
hodnot funkci. K takové interpolaci lze dospét, pokud zvolime optimalni
hodnoty xy, x1,..., x,, ve kterych funkci tabelujeme.

e Aproximace metodou nejmensich ¢tvercli - minimalizujeme

n
[ 0@ (@)= ()P dr nebo S w(e) [Fm) = @)

i=
Jde o spojity nebo diskrétni p¥ipad aproximace metodou nejmensich ¢tverci.
U diskrétniho p¥ipadu je vzdy n > m a tak funkce ®@,,(x) neprochdziV za-
danymi body. Casto se voli w(z) = 1, pokud w(z) # const, pak mluvime
0 vaZené metod& nejmensich &tvercl a funkci w(x) nazyvdme vahou.
Pozn. Pokud cilem aproximace vysledku méreni metodou nejmensich
¢tvercti neni jen nalézt priblizné funkcéni hodnoty, ale jde predevsim
o urceni hodnot koeficientt koeficientt ¢y, . . ., ¢,,, Stanoveni presnosti
urceni téchto koeficienti a stanoveni, zda je mozno dobie aproximo-
vat namérené hodnoty v dané tridé funkci, tilohu nazyvame regrese
(vyrovnavaci pocet, modelovani dat) a tloha patii do statistického
zpracovani dat.



2 Interpolace a extrapolace
Interpolaéni metody tedy délime na
e globdlni - ve v8ech podintervalech interpolujeme stejnou funkci

e lokdIni - v rlznych podintervalech pouzivdme riizné funkce, p¥ikladem
lokdlIni interpolace je spline, kterd je na hranicich podintervalu spojitd
véetné alesponi prvni derivace.

2.1 Lagrangeuv interpolacni polynom
Polynom L, stupné& nejvySe n takovy, Ze L,(xo) = vo, Ln(x1) = w1, ...,

Uzly interpolace — body xy, ..., z,.

Pomocné funkce F;(x) Vi € 0,...,n takové, Ze
(1 =i
spotteme podle vztahu
(x —xo)(x—21) .. . (x —xi 1) (x —xi31) ... (T — 2)

E(.I) - (xz — xo)(qu — .771) . (.IZ - $i—1)(xi - xz’—H) s (xl o .In)

Lagrangeuv interpolaéni polynom n-tého stupné ma tvar

n wn ()

Ln() = z yi Fi(x) = Xy,

iz (z— ) wy(zi)
kde wy,(x) = (x — zo)(x — x1) ... (T — zy,).

Y

Pro ekvidistantni uzly s krokem h = x; 1 — x; Ize uzit proménnou
t = (z—x0)/h.
Lagrangeliv polynom stupné n lze pak zapsat
tt—1)...(t—n)
L =L th
()= Lo ) = S oy

Pozn. Lagrangeliv vzorec se nehod| pro numericky vypocet interpolace.

Pozn. Koeficienty interpolaéniho polynomu Ize spoditat feSenim systému linearnich
rovnic. Matice tohoto systému (Van der Mondova) je v3ak &asto $patn& podminénd
(pro ekvidistantni uzly), vypotet koeficientl tedy neni p¥esny.
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2.2 Nevillav algoritmus

Hodnotu L, (z) vypotteme p¥esn&ji (byt pomaleji) pomoci Nevillova
algoritmu (pouZiva se i termin "iterovana interpolace”).
Principem je interpolace pomoci postupné se zvétsujiciho poctu uzli. Postupnd
priblizeni L;;

le‘(x) — L7(£U, iy Lj—1y -+ s Li—ky Yiy- - - 7yi—/€)

jsou interpolaéni polynomy k-tého stupné. Tedy polynomy 0-tého stupné jsou
Lio(x) = y;.

Pro polynomy plati rekurentni vztah

(i —x)Li—y g1 — (@i — ) Li 1
i — Ti—k '

sz(x) =

Hodnoty jednotlivych polynomi Ize zapsat do tabulky (Nevillovo schéma)

x y |k=0|k=1|...|k=i—1|k=14|...|k=n

zo | Yo | Loo
z1 | y1 | Lo Ly

i1 | Yi—1 | Licio | Licia | - | Lic1i—1
xi | ¥ | Lio | Lix |...| Lii—1 Lii
T Un Ln,O Ln,l I Ln,z’—l Lm <. Lnn

Lagrangelv interpolaéni polynom n-tého stupné v bod& x je tedy
L,(z) = Ly (z).

Odhad chyby aproximace interpolaénim polynomem je dan rozdilem interpo-
lace polynomem ¥adu n a nejlepdi interpolace ¥adu (n — 1).




Prakticka implementace Nevillova algoritmu, zahrnujici odhad chyby vyuZiva
vztahl

Li—i—m,m - Li—i—m—l,m—b

m,i
Dm,i = Li+m,m - Li—i—m,m—la
C . (xz - x)(Om,i—i—l - Dm,i)
m+1,: — 3
Li — Litm+1
D o ($z'+m+1 - $)(Cm,i+1 - Dm,i)
m+1l: — 3

Ti — Titm+1

V 0-tém kroku zvolime za aproximaci yo(z) = Ly = y; = Cp; = Dy, hodnotu
v uzlu x; nejblizsim k z, v kazdém dalsim kroku 4,1 1(%) = ym(x) + Y1,
kde 0ym+1 = Ct1k V 0Yms1 = Dy tak, aby se v kazdém kroku pokud
moZno symetricky rozsitila oblast pouzitych uzli, dy,,.1 je odhad chyby inter-
polace v daném kroku. Nakonec vypo¢teme hodnotu interpolaéniho polynomu
y(x) = yn(x) v bodé = a odhad chyby této aproximace Jy,,.

Hodnota chyby polynomidlni interpolace je ddna vztahem
Fr(E)
(n+1)! 7

kde ¢ € I = (min(z, zy, ..., z,), max(x, zg,...,2,)). Tuto chybu lze odhad-
nout

R(l‘) = f(x) - Ln(x) - wn(x)

R(a)| < et /D(E)

= (n+1)! fon(@)] -

Extrapolace (z & (xo, z,)) - chyba rychle roste se zv&tSovanim vzdélenosti
od krajniho uzlu.

Vlastnosti interpolace Pro ekvidistantni uzly x; mé p¥i vy$sich n stupnich
n interpolaéni polynom tendenci obsahovat velké oscilace mezi uzly (pokud
sama funkce neni polynomem). Polynomidlni interpolace s ekvidistantnimi uzly
vede obvykle k problematickym vysledkiim pro n ~ 7.




Konvergence UvaZuji konstantni interval (a,b). Necht potet ekvidistantnich
uzli (n 4+ 1) — oo (h = (b—a)/n — 0). Pak konvergence L, (x) — f(x) je
zaruZena pro funkce analytické (majici komplexni derivaci) v celé komplexni ro-
viné s vyjimkou co. Jinak neni zaru€ena ani bodova konvergence interpolaéniho
polynomu k funkci.

Pozn. Pro neekvidistantni uzly miZe byt situace lepsi. Nap¥iklad pro

T = “T*b + b_T“cos (2%72111)7T> kde + = 0,1,...,n, konverguje pro n — 00

interpolagni polynom k funkci pro V funkce t¥idy C*! na intervalu (a,b). =
aproximace Ceby$evovymi polynomy

2.3 Newtonuv interpola¢ni polynom

Newtoniiv interpolaéni polynom je jen jiny zdpis Lagrangeova interpolaéniho
polynomu
Np(z) =ay + ai(r —x0) +as(z —zo)(x —21) + ... +
+ ap(x —xo)(x —21) ... (x — 2)y1)

Pro vyjadfeni neznamych koeficient a; definujeme pomérné a obycejné dife-
rence.

Pomeérné diference
Pomérna diference prvniho ¥adu je definovana

Yit1 — Yi
f(xbxi—i—l) =20 B
Liy1l — T
Pomé&rnou diferenci k-tého ¥adu definujeme rekurentnim vztahem
f(x+1 . e x+k)—f(x L x+k_1)
f(xi7xi+17"'7xi+/€) - A i (& y L

Litk — T

Pozn. Pro pomérnou diferenci druhého ¥adu plati

Yi+to—Yi+1 _ Yi+1—Yi

_ Ti42—Ti41 Li+1— X4

f(24, 241, i yg) = = S
Tiyo — Ty

Pozn. Vzorec pro vypolet k-té pomérné diference Ize zapsat

k

Yi+j
flxi ity ..., xip) =
(Tis Tis1s - Tigk) j;) H/;ano’ myéj(xﬁj — Titm)




Obycejné diference
Oby¢ejna diference 1. ¥adu je dana

Alfz’ =Yi+1 — Y
Obycejna diference k-tého ¥adu je déana
AFfi = A iy — AR

Newtontuiv interpolacni polynom zapiSeme pomoci pomérnych diferenci
ve tvaru

No(x) = f(xo) + (x — o) f(xo,21) + ... +

+ (x—z0)(x —x1) ... (¢ — xp1) f(x0, 21, . . ., T)

Ekvidistantni uzly — Newton(v interpolaéni polynom m4a tvar

No(z) = Nu(zo +th) = f(zo) + %AlfoJr t(t;! 1)A2f0+ ot

tt—1)...(t—n+1)
n!

A" fo

Pozn. Newtonovy interpola&ni polynomy pro uzly pfedchézejici uzlu zy (New-
tonlv interpolaéni polynom vzad)

No(x) = f(zo)+ (x —wo)f(x_1,m0) + ...+ ...+
+ (x—x0)(x—2_1) ... (x —2_pi1)f(T_p, .., T0)

2.4 Interpolace racionalni lomenou funkci

Nékteré funkce se $patné aproximuji pomoci polynomii, ale lze je dob¥e apro-
ximovat jejich podilem.

Necht je zaddno m + 1 bodl (z;,9;), ¢ = 0,...,m, pak |ze zadanou funkci
aproximovat racionalni lomenou funkci

P,(z) _Potpirt ..+ puat
Qu(r)  @+ar+... +qa”
kde t+v+1=m+ 1 a bez Gjmy na obecnosti Ize poloZzit ¢y = 1.

RM,V(x) =

Y

Interpolaéni racionalni lomenou funkci po&itame rekurentnim algoritmem, ktery
je obdobou Nevillova algoritmu, navrZzenym Stoerem a Bulirschem.
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2.5 Hermiteova interpolace

Interpolace, ktera kromé funkénich hodnot ma zadané nékteré derivace.

Necht jsou dény hodnoty funkce f(z;) = y; v uzlech z; proi = 0,1,...,m
a navic pro nékteré hodnoty i jsou dany hodnoty jejich derivaci f'(x;) = v,

f”(xi) = :U;,, Cee f(o‘v)(xz) — yz(ai)'

V&echny podminky spini polynom H,,(x) stupn€ n =m+ag+ ...+ ay,. Lze
ho vyjadfit

Hy(z) = Lin(2) + wpn(2) Hyopm-1(2)

pomoci Lagrangeova polynomu m-tého stupné, ktery prochazi vsemi uzly, a
polynomu w,,, stupné (m + 1).
Hermitedv polynom H,,_,,_1(x) je dan tak, aby byly spInény podminky pro
derivace v uzlech, tedy y} = L/ (x;) + w|,(z;) Hp—m—1. Odtud vyplyva, Ze pro
i=0,1,2,...,p1 (p1 + 1 je polet zadanych prvnich derivaci) plati
/ /
Yi — Lm(xl)
H, 1(r,) =—FT""F=2
n—m 1( z) wén(%) 7

Provadime tedy Hermiteovu interpolaci hodnot z; s tim, Ze maximalni stupen
zadané derivace jiz mdme o 1 niz8i. Postupnym opakovanim uvedeného algo-
ritmu nalezneme pozadovanou interpolaci.

Pozn. Nékdy se pod Hermiteovym interpolaénim polynomem rozumi Hermite-
ova interpolace v uz8im smyslu, kdy jsou ve V uzlovych bodech zaddny hodnoty
funkce a jeji 1. derivace.

2.6 Interpolacni spline

Interpolaéni spline je lokalni interpolace takova, Ze kromé priichodu vSemi uz-
lovymi body f(x;) = y; ma spojitou alespofi prvni derivaci ve V x;, tedy
. / . . /
Jim f(@) = Jim /(@) .
V kaZdém subintervalu (x;, ;11) na interpola&ni spline klademe &ty¥i podminky
(Vi Yis1, Yy =Y\ Yiy1— = Yir14), Proto uZivané funkce musi mit alespoii 4
volitelné parametry.



Kubicky spline pouZiva kubické polynomy pro konstrukci interpolaéniho
splinu.

Okraje - zde nema smysl| mluvit o spojitosti derivaci, proto je tfeba 2 podminky
dodefinovat.
MoZnosti jsou

1. Pokud zndme hodnoty derivaci na okraji, pak zaddme v/ (zy) = y; a/nebo
y'(z,) = 1, tedy spline ma zadanou hodnotu derivace na okraji.

2. Pokud derivaci nezndme, zaddme y, = 0 a/nebo yy = 0. Pfirozeny
spline — 3y = 0 na obou okrajich.

Pozn. Zadani obou dodate¢nych podminek na jednom okraji by sice zjed-
nodusilo vypocet aproximace, ale takovy algoritmus je nepouzitelny vzhledem
k numerické nestabilité (oscilace interpola¢niho splinu exponencialn& rostouci
od daného okraje).

Konstrukce kubického splinu
Druha derivace kubického polynomu je linedrni funkei a tedy v intervalu (x;, xj11)

y' = Ay +Byin
4 o= BTt B=1—A=

Lj+1 — Lj Tj+1 — Tj

ZU—I']'

Po dvojim zintegrovani této rovnice p¥i uvazeni podminek

y(x;) =vy; N y(r;41) = y;41 dostaneme

y = Ay;+ By +Cyj + Dy,

1 1
C = (A= A) (- ) D = 2(B* = B)(wjs1 — x;)°
Derivace y/(x) ma tvar
Yiy1 —y; SA2—1 3B% -1
y'(x) = xjil — xj- 6 (Tj41 — ;) ?J;'/ + T(%’H — ;) ?J;,H
J J



Hodnoty ?Jﬁ-’ ur&ime z podminky spojitosti prvni derivace splinu
(v (x;))- = (y/(x;))+ ve tvaru

Tj—Tj-1 Lj+1 — Lj-1 Lji+1 — L Y1~ Y Y Y1
iy j j j j j j i Y
e Yi_1 -+ 3 i+ 5 Vi1 = -

Tjt1 — Iy Tj— Tj-1
Jde tedy o soustavu linedrnich rovnic pro koeficienty ¢, kde j = 0,1,....n

s tridiagondlni, diagonaln& dominantni matici. Za znalosti V' ¢/ pak snadno
uréime hodnotu splinu pro libovolné = € (xg, z,,).

Konvergence kubického splinu

Necht f(x) je ¥4du C? na intervalu (a,b) (tedy spojité derivace az do ¢-té
véetng), kde ¢ = 0,1,2,3,4. Dale necht interval (a,b) je rozd&len na podin-
tervaly délky h;, kde 1 = 1,...,n, a maxh; = h. M&me déle konstantu K,

1
pro kterou plati K > maxh;/ minh;. Je-li S(z) kubicky interpola¢ni spline,
1 (3
pak pro p = 0,1, 2,3 plati

1fP(z) = SP(x)| < C K hiP |

kde konstanta C' nezdvisi na = ani na zplsobu dé&lenf intervalu (a, b).

3 Interpolace ve 2 (vice) dimenzich

3.1 Spojita lokalni interpolace

Interval ve dvou proménnych (z1,x2) je zndzornén na obrazku

k1t 3
D,

Ll 2

i P

Obréazek 1: Interval ve 2 dimenzich

Hodnoty v jednotlivych bodech (viz obr. 1) jsou zadany takto y1 = ylj, k],
yp=ylj+LEk,ps=ylj+1L,k+1]ay=yljk+1].
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Definujeme ¢ a u vztahy

_ xy — xj] . — T2~ T2(K]
D1 ’ D2

Pak m3d lokalni interpolace tvar

t

y(x,z2) = (1= -y + (1 —wypp +tuys + (1 —Hu ys .

Tato interpolace s bazi (1, x1, z9, x122) je linedrni v kaZdé z proménnych 1, 5.
Spojitost na hranicich intervalu je zajisténa — na hranicich p¥imka, derivace ve
sméru kolmém k hranici ovéem nemusi existovat.

3.2 Globalni interpolace
M3 vyssi Yad presnosti. Lze ji sestrojit naptiklad nasledovné
1. Interpolujeme ve sméru x5 a pro Vj ziskdme y(z1[j], o).
2. Interpolujeme ve sméru x1 hodnoty y(z1[j], z2) a ziskdme interpolagni
funkci y(x1, x2).
3.3 Bikubicka interpolace

Jde o lokalni interpolace Hermiteova typu. V kaZdém bod& (x1[j], x2[k]) jsou
zadany hodnoty funkce a jejich parcidlnich derivaci

(1, 22) 9y 9y 0%y
AL L) oxry ' Oxs 01101

Jde tedy o 4 podminky v kazdém ze 4 uzli 2-rozmérného intervalu. a tak Ize
urcit 16 neznamych koeficientl ¢;; bikubické interpolace

4 4 . .
y(oy,ze) =3 Y et/
i=1 j=1

3.4 Bikubicky spline

Lokalni interpolace se spojitymi parcidlnimi derivacemi v obou smérech na
hranicich intervali. Vypo&teme spline v jednom sméru (nap¥. x1) a uschovdme
hodnoty y(z1, x2[k]). Tyto hodnoty interpolujeme splinem v druhém sméru x,.
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4 Cebysevovy aproximace

4.1 Cebysevova tloha

Hleda se nejlepsi stejnomérna aproximace funkce v daném intervalu.
Jednd se o funkci h(z), kterd v daném intervalu (a, b) minimalizuje maximalni
absolutni hodnotu chyby max |f(x) — h(x)| v urité t¥id& funkci.

z€(a,

Polynom, ktery je nejlep$i stejnomé&rnou aproximaci funkce na daném intervalu
(a,b) mezi polynomy daného stupng, se nékdy nazyva polynom "minimax”.

Polynom "minimax” existuje za velmi obecnych podminek, ale 3patné se kon-
struuje. Pouzivd se Remezuv algoritmus, ktery postupné iteruje polohu
bodi s extrémy f(x) — P(x) (soutasné tedy méni polohu uzli, kde se y(x) =
f(x)) tak, Ze interpola&ni polynom konverguje k polynomu "minimax”. Pro
vypocet funk&nich hodnot je vS8ak Remeziiv algoritmus p¥ili§ zdlouhavy.

Obdobné je zaruena existence nejlepsi stejnomérné aproximace v intervalu
(a,b) mezi raciondlnimi lomenymi funkcemi typu R,,,. Pro vypotet se opét
pouZiva iteraéni algoritmus vybéru bodi s extrémy — Remezuv algoritmus.
(Podrobngji viz. Vospél nebo Vitasek).

4.2 Cebysevovy polynomy

Aproximace CebySevovymi polynomy se lehce konstruuje a je témé¥ tak presnd
jako nejlepsi stejnomérna aproximace. Casto se pouziva pro vypocet funkci.

Pro interpolaci CebyZevovymi polynomy se libovolny interval lineirn& transfor-
muje na interval (—1,1) Kazdému t € (a,b) p¥itadime hodnotu z € (—1,1)
funk&nim predpisem

_2t—(a+D)

B b—a

CebyZeviv polynom Ize psat ve tvaru

X

T, (x) = cos(n arccos z)

Polynomy 0-tého a 1-niho stupn& jsou tedy Ty(z) = 1 a T)(x) = x. CebySeviiv
polynom n + 1-tého stupné lze téz vyjad¥it pomoci rekurentniho vztahu

Toi1(x) = 22T, (x) — Tp,_1(x)
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Pomoci rekurentniho vztahu lze odvodit tvar dalsich Ceby%evovych polynomd
Ty(z) = 22* —1,
Ty(x) = 4a° — 3,
Ty(zr) = 8z* =822 +1 .

Koieny a extrémy CebySeviiv polynom T,(z) ma n ko¥enii v intervalu
(—1,1) v bodech

L — 1
x:cos(u) k=12 ...,n

n

V intervalu (—1,1) md n+ 1 extrém( |T,,(x)| = 1 v bodech = = cos (k7 /n),
kde k=0,1,...,n

Ortogonalita
<Ceby§e>vovy polynomy jsou ortogondlni polynomy s vahou ﬁ na intervalu
—1,1

0 1#
JRECLACIINNS e
_ 2 I
o V- Ti=j=0

Diskrétni ortogonalita
Necht z, k = 1,...,m jsou ko¥eny Cebysevova polynomu T},(z). Pak pro
Vi, 7 < m plati

m 0 i#j
S T Tya) =4 2 i=j#0 .
F=1 m 1=7=0

Aproximace CebySevovymi polynomy
Funkci f(x) aproximujeme

N-1
0+ Z CJ'Tj(x) )

2
2 N
kde CJ:NZ

Hodnoty funkce f(z) jsou rovny hodnotam funkce T'(x) ve vech NN nulovych
bodech polynomu Ty (z).
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Vypocet funkce pomoci Cebysevovych polynomii

Casto volime pro vypotet koeficientl relativné vysoky ¥ad aproximace N ~
30 — 50 (procedura CHEBFT v knihovn&é Numerical Recipies). Koeficienty
CebyZevova rozvoje jdou obvykle — 0 relativné rychle. Vysoké N dovoluje
pfesné stanovit pocet Elend potfebnych pro vypolet funkce se zadanou presnosti
e. Pokud je ¥ |ck| < €, potom pro vypotet funkce sta&i pouZit prvnich m
¢lend rozvoje (procedura CHEBEV v knihovn& Numerical Recipies).

Pozn. Potitani Lagrangeova polynomu s body danymi nulovymi body CebyZevova
polynomu je mozné, ale pro N > 8 je méné& pfesné a obtiZng&jsi.

Pozn. Procedura CHEBEV pouZiva pro sumu funkci zadanych rekurentné& pouziva
Clenshawovy formule.
Pokud je ¥ada funkci ddna rekurentné

Foii(z) = aln,z) Fy(x) + B(n,x) F,-1(x)

pak Ize sumu

N

f(x) =2 cpFy(x)

k=0
pocitat tak, Ze postupné provadime
yny2 = 0, yn+1 =0
Y, = Oé(k,ll;)yk+1+5(k+1,$)yk+2+6k 3 k :NaN_ 17"'71
f(x) = B, z)Fo(x)yz + Fi(z)y + Fo(z)cp -

Clenshawova formule nemusi byt vhodna pro V ¥ady (mlZe vést i ke kata-
strofalni ztraté presnosti).
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Integral a derivace pomoci Cebysevovych polynomi
Koeficienty C; Cebysevova rozvoje integralu funkce f(z) jsou dany

o e B kdei >0 .
21

kde ¢; jsou koeficienty Cebygevova rozvoje funkce f(x).
Pro derivaci funkce f(x) plati vzorec

/

¢ =+ 2ie kde i=N—-1,N—2,...,1

5 Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu

Aproximaéni funkce neprochazi zadanymi body. Vyuziva se na p¥iklad p¥i apro-
ximaci vysledkli méFeni s nezanedbatelnymi chybami. RozliSujeme
e diskrétni aproximaci - funkce je zaddna v diskrétnich bodech z; —

hleddme diskrétni funkci ¢/ (z;), kterd v uréité t¥idé funkci minimalizuje
funkciondl

oN = J éwz‘[f(ﬂfi) — ¢ (z:)]?

e spojitou aproximaci — funkce je zaddna v celém intervalu (a,b) —
hledame funkci ¢/ (), kterd v urdité t¥idé funkci minimalizuje funkcional

o= ['1/() - ous (o) Puta)dz

kde w je vahova funkce (€asto w(z) = 1).

Tvar funkce @)/ je obvykle zadan aZ na M neznamych parametri c;. Aproxi-
mace metodou nejmensich &tvercti mize byt

e linearni - funkce je linedrni vzhledem k nezndmym parametrim c;, jde
tedy o zobecnény polynom

M
Jj=1
bazové funkce g; jsou zadané.
e nelinearni - funkce neni linedrni vzhledem ke koeficientim c;

QSM:QSM(Q;)CI)"')CM)
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5.1 Diskrétni aproximace

Ve statistice je Casto tfeba aproximovat namérend data, zatiZzena ndhodnymi
chybami méreni nebo nahodnym Sumem funkéni zavislosti. Uvedena zavislost
je nazyvana modelem, ktery je zndm az na M nezndmych parametr(i. V mate-
matické statistice je uvedend tloha nazyvana regresi, a k jejimu ¥eSeni se ¢asto
pouZivd metoda nejmensich ¢tverci. Hlavnim cilem statistické analyzy je

1. vypotitat koeficienty ¢, kde j =1,..., M
2. urcit smérodatné odchylky koeficientl dcj, kde j =1,..., M

3. zjistit kvalitu modelu (zda je pouZity model statisticky pfijatelny)

Zde chceme nalézt vhodnou aproximaci. Ulohou miize byt nalezeni hladké apro-
ximace bez konstrukce modelu. Jednou z moZnosti je pouZit zvonové spliny
jako bazové funkce.

Necht je ddna sit bodl s krokem h. Konstruujeme zvonovy spline (bell spline,
B-spline) se stfedem v p. Oznatme

p=h —|z—pul , q=2h— |z —pul ,
potom je zvonovy spline B, (z) dan vztahy

0 q<0
By(z) =1 ¢ p<0
¢ —4p® p>0

Zvonovy spline je funkce t¥idy C®) nenulova pouze v intervalu (1 —2h, j1+2h).
Hledani koeficientd u zvonovych splinii vede na tlohu feSeni systému linedrnich
rovnic s pasovou matici.

Vypocet parametri linedrni aproximace metodou nejmensich &tverci

1. Polozime f(x;) = ¥3L, ¢;g;(xi), kde M < N, a ziskdme tak N rovnic
pro M neznamych koeficient( c;. Ve smyslu nejmensich ¢tvercil dlohu ¥esi
SVD metoda.

2. Funkce 0% m3a minimum, pokud pro VI = 1,..., M plati

9
80;

ZZV: w; (f(l‘z') — é%%(@) } = 0.

1=1
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ResSime pak soustavu M linedrnich rovnic o M nezndmych c¢; nazyvanou
normalni rovnice.

Pozn. Jestlize definujeme skaldrni soutin (f,g) = SN, w;f(x;)g(z;), pak lze
soustavu normalnich rovnic pfepsat do tvaru

écj(gjagﬂ =(f.91)-

Vybér bazovych (zakladnich) funkci

1. Polynomy - jako bdzové funkce jsou &asto voleny 1,z, 22, ... oML
Tyto zakladni funkce jsou v8ak vhodné jen pro mald M, protoZze p¥i vétsich
M jsou tyto polynomy pfiblizné rovnob&zné, soustava normalnich rovnic

je Spatn& podminéna a chyba koeficientl ¢; je zna¢na.

2. Ortogonalizované polynomy - problémy, které vznikaji v predchozim
pFipadé, zde odpadaji. Tyto polynomy konstruujeme Gramm-Schmidtovym
ortogonaliza¢nim procesem.

3. Trigonometrické polynomy - maji zakladni funkce 1, cosz, sinz,
. 7 s v _ 2 )
cos 2x, sin2x, .... Jsou ortogondlni pro v8echny body z; = Wﬂfrl kde
1=0,1,...,2N.

5.2 Spojity pripad

Skalarni soudin je pak definovan vztahy

(f,g)E/abf(:v) g(z)dr , prip. (f,g)E/abw(x) f(x) g(z)dx

Normalni rovnice maji tvar

M

Z Cj(gj,gz) = (f7 gl)'

Jj=1

17



Vybér bazovych funkci

1. Ortogonalni polynomy

(a) V pfipadé vahy w = 1 v intervalu (—1,1) uZijeme Legendreovy

polynomy,
1 d .,
B@) = o g &~ 1
Nejnizsi Legendreovy polynomy jsou
1 1
Py=1, P ==z, P2:§(39:2—1) : P3:§(5x3—3x) :

(b) Je-li interval z € (—1,1) a vahova funkce w = \/11_7 uZijeme

Cebysevovy polynomy T}, (z).

(c) PY¥i vahové funkci w = e~ pro viechna x € (0, 00) jsou ortogonalni
Laguerrovy polynomy.

(d) P¥i vaze w = e~ pro viechna z € (—o0, o) jsou ortogonalni Her-
miteovy polynomy.

2. Trigonometrické funkce - volba trigonometrickych funkci 1, sinz,
cosx, sin2x, cos 2z, ... jako zakladnich funkci vede k aproximaci Fou-
rierovu fadou. Tyto funkce jsou ortogondlni na (a,a + 27), kde a je
libovolné. Vahovou funkci pokladdme w = 1.

18



6 Vypocet funkci

Tato sekce obsahuje nékolik pozndmek o metodach pouZivanych p¥i vypoctu
funkci.

6.1 Vypocet hodnoty polynomu

Potet operaci potfebnych pro vypolet hodnoty polynomu P,(x) = ag+a; x +
as 7?4+ ...+ a, 2" lze zmensit prevedenim do tvaru

Pz)={...[(apz+ap1)r+apslz+...+a1}x+ap

Tento postup je nazyvan Hornerovo schéma. V jednom cyklu Ize poditat kromé
hodnoty polynomu i hodnoty jeho derivaci.

6.2 Koreny kvadratické rovnice

Klasicky vzorec
—b £+ vb? — 4ac
2a

vede p¥i |[dac| < b* ke ztrat& presnosti u jednoho z ko¥enli. P¥i b < 0 je to
kofen x5 a pti b > 0 je to kofen x1.

T12 =

Pro b < 0 je pak pfesnéjsi postup

B —b+ Vb? — 4ac c

Ty9g = —
2a a T

X1

6.3 Vypocet funkci pomoci mocninnych rad

Mnoho funkci |ze vyjad¥it ve tvaru mocninné fady

oo

fla) =3 ap(z —z0)* .
k=0
Casto se viak tato Yada nehodi k vypottu hodnot funkce nebo se hodi jen
pro = blizkd k xy. Diivodem miiZe byt bud ztrita p¥esnosti a/nebo pomald
konvergence nékterych mocninnych ¥ad. Popis metod urychlujicich konvergenci
mocninnych ¥ad je mimo rozsah nasi prednasky.
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6.4 Nekonecné zlomky

Nekone¢né zlomky jsou funkce ve tvaru
f(x) = by +

ai

by + — B
b2+b3—§...

Casto se pouZiva jejich zapis ve tvaru

aq a9 as
— by +
f@) =bot g o

Naptiklad pro funkci tg(x) existuje vyjad¥eni pomoci nekone&ného zlomku

T ZL’2 ZL’2 .CUQ

1= 3= 5—T7— "
P¥imy vypocet slozeného zlomku je neprakticky, navic zvySeni ¥adu aproximace
vyzaduje novy vypoclet od pocdtku. Proto je vyhodny rekurentni postup

tg(r)

fn = — kde Aj = bjAj—l + CLjAj_Q a Bj = bij_l + CLij_Q.

Poc¢ate¢ni hodnoty klademe A 1 =1, B.1 =0, Ag=bya By = 1.

6.5 Rekurentni vztahy pro vypocet funkci

Mnoho funkci je dano rekurentnimi vztahy

for1(@) = bu(x) fulx) + () for(z)

Vlastnosti takové rekurence jsou dany vlastnostmi kvadratické rovnice

y? — by —c, =0 koteny yi, yo

Oznatme y; ten kofen, ktery odpovida vypoctu funkce. Pokud je |yi| > |y2

LAY

je ale |y1| < |yo|, pak je takovy algoritmus numericky nestabilni.

Pozn. Pokud je rekurentni vztah nestabilni p¥i ristu n, pak je stabilni pf¥i
zmen3ovani n.
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7 Numerické derivovani

Pro vypolet numerické derivace je mozno pouZit nasledujicich aproximaci funkci
1. Interpolagniho spline
2. Aproximace pomoci Cebysevovych polynomi

3. Aproximace metodou nejmengich &tvercl (u derivaci funkce dané namé&renymi
hodnotami)

4. Interpolaéni polynom

Pro stupen polynomu n = 1 ma derivace tvar

Fie) = 3w+l + 5 A7)

kde £ € (min(x, zg, x1), max(x, xg, r1)).
Pro polynom stupné n = 2 s ekvidistantnimi uzly oznag¢me
t = (z — xg)/h. Pak ma vzorec pro prvni derivaci tvar

1

fll@) = o Wo(2t = 3) = 2y1(2t — 2) + 2(2t — 1)] + Ra(2),
Filan) = 13w+ — sl + 50256,

fla) = orl-w el — R,

Flas) = ol — 4y + 3] + SR F(E)

Pro stupen polynomu n = 3 je napfiklad

1 1
f(xo) = @[—Hyo + 18y1 — 9y2 + 2y3] — Zhgf(4)(5)-

Pro stupen polynomu n = 4 ziskdme nap¥iklad symetrickou derivaci z 5
bodi

1
f'(@2) = ﬁ[yo — 8y1 + 8ys — ya] + O(hY).
Pro n = 6 je napfiklad v bodé x5
1
f(xs) = Gop Y0+ 9y1 — 452 + 45y, — 9ys + ye] + O(h°).
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