
Aproximace funkćı

1 Úvod

Aproximace funkce - výpočet funkčńıch hodnot nejbližš́ı (v nějakém smyslu)

funkce v určité ťŕıdě funkćı (funkce s nějakými neznámými parametry)
Př́ıklady funkćı použ́ıvaných pro aproximaci

• Polynom Φm(x) = c0 + c1x + c2x
2 + . . . + cmxm.

• Zobecněný polynom

Φm(x) = c0g0(x) + c1g1(x) + c2g2(x) + . . . + cmgm(x),

kde g0(x), . . . , gm(x) je systém m+1 lineárně nezávislých jednoduchých

a dostatečně hladkých funkćı.

• Racionálńı lomená funkce

Φm(x) =
a0 + a1x + a2x

2 + . . . + akx
k

b0 + b1x + b2x2 + . . . + blxl
(m = k + l).

• Jiné.

Důvody aproximace - r̊uznorodé

• Př́ılǐs náročný výpočet funkce (složitý funkčńı p̌redpis, implicitně zadané
funkce, . . . )

• Poťreba výpočtu daľśıch charakteristik funkce (derivace, integrál, . . . )

• Analytické vyjáďreńı neńı známo - funkce daná tabulkou hodnot (spočtených
či namě̌rených)
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Typy aproximaćı

• Interpolačńı aproximace (interpolace a extrapolace) - hledáme takovou

funkci Φm(x), která má v zadaných bodech x0, . . . , xn stejné hodnoty
(p̌ŕıpadně i derivace nejnižš́ıch řád̊u) jako funkce f(x) (procháźı body
zadanými v tabulce)

– Globálńı interpolace - v celém intervalu jsou koeficienty interpolačńı
funkce stejné (nap̌r. Lagrange̊uv či Newton̊uv interpolačńı polynom,

Hermiteova interpolace)

– Lokálńı interpolace - celý interval rozdělen na podintervaly a v každém

podintervalu má interpolačńı funkce jiné koeficienty (nap̌r.
spline)

• Čebyševovy aproximace - hledáme Φm(x) tak, aby se na zadaném intervalu

〈a, b〉 minimalizoval maximálńı rozd́ıl mezi f(x) a Φm(x), tj. minimalizu-
jeme

max
x∈〈a,b〉

|f(x)− Φm(x)|.

Nazývá se též nejlepš́ı stejnoměrná aproximace. Použ́ıvá se často pro výpočet
hodnot funkćı. K takové interpolaci lze dospět, pokud zvoĺıme optimálńı
hodnoty x0, x1, . . . , xn, ve kterých funkci tabelujeme.

• Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u - minimalizujeme

∫ b

a
w(x) [f(x)− Φm(x)]2 dx nebo

n
∑

i=0

w(xi) [f(xi) − Φm(xi)]
2 .

Jde o spojitý nebo diskrétńı p̌ŕıpad aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

U diskrétńıho p̌ŕıpadu je vždy n > m a tak funkce Φm(x) neprocháźı ∀ za-
danými body. Často se voĺı w(x) = 1, pokud w(x) 6= const, pak mluv́ıme

o vážené metodě nejmenš́ıch čtverc̊u a funkci w(x) nazýváme vahou.
Pozn. Pokud ćılem aproximace výsledk̊u měřeńı metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u neńı jen nalézt přibližné funkčńı hodnoty, ale jde předevš́ım

o určeńı hodnot koeficient̊u koeficient̊u c0, . . . , cm, stanoveńı přesnosti
určeńı těchto koeficient̊u a stanoveńı, zda je možno dobře aproximo-

vat naměřené hodnoty v dané tř́ıdě funkćı, úlohu nazýváme regrese
(vyrovnávaćı počet, modelováńı dat) a úloha patř́ı do statistického

zpracováńı dat.
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2 Interpolace a extrapolace

Interpolačńı metody tedy děĺıme na

• globálńı - ve všech podintervalech interpolujeme stejnou funkćı

• lokálńı - v r̊uzných podintervalech použ́ıváme r̊uzné funkce, p̌ŕıkladem

lokálńı interpolace je spline, která je na hranićıch podintervalu spojitá
včetně alespoň prvńı derivace.

2.1 Lagrange̊uv interpolačńı polynom

Polynom Ln stupně nejvýše n takový, že Ln(x0) = y0, Ln(x1) = y1, . . . ,
Ln(xn) = yn.

Uzly interpolace – body x0, . . . , xn.

Pomocné funkce Fi(x) ∀i ∈ 0, . . . , n takové, že

Fi(xj) =







1 j = i
0 j 6= i

spočteme podle vztahu

Fi(x) =
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Lagrange̊uv interpolačńı polynom n-tého stupně má tvar

Ln(x) =
n

∑

i=0

yi Fi(x) =
n

∑

i=0

yi

ωn(x)

(x − xi) ω′
n(xi)

,

kde ωn(x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn).

Pro ekvidistantńı uzly s krokem h = xi+1 − xi lze už́ıt proměnnou

t = (x − x0)/h.
Lagrange̊uv polynom stupně n lze pak zapsat

Ln(x) = Ln(x0 + th) =
n

∑

i=0

yi

t(t − 1) . . . (t − n)

(t − i) i!(n − i)!(−1)n−i
.

Pozn. Lagrange̊uv vzorec se nehod́ı pro numerický výpočet interpolace.

Pozn. Koeficienty interpolačńıho polynomu lze spoč́ıtat řešeńım systému lineárńıch
rovnic. Matice tohoto systému (Van der Mondova) je však často špatně podḿıněná

(pro ekvidistantńı uzly), výpočet koeficient̊u tedy neńı p̌resný.
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2.2 Nevill̊uv algoritmus

Hodnotu Ln(x) vypočteme p̌resněji (byt’ pomaleji) pomoćı Nevillova

algoritmu (použ́ıvá se i terḿın ”iterovaná interpolace”).
Principem je interpolace pomoćı postupně se zvěťsuj́ıćıho počtu uzl̊u. Postupná

p̌ribĺıžeńı Lik

Lik(x) = Li(x, xi, xi−1, . . . , xi−k, yi, . . . , yi−k)

jsou interpolačńı polynomy k-tého stupně. Tedy polynomy 0-tého stupně jsou
Li0(x) = yi.

Pro polynomy plat́ı rekurentńı vztah

Lik(x) =
(xi − x)Li−1,k−1 − (xi−k − x)Li,k−1

xi − xi−k

.

Hodnoty jednotlivých polynomů lze zapsat do tabulky (Nevillovo schéma)

x y k = 0 k = 1 . . . k = i − 1 k = i . . . k = n

x0 y0 L00

x1 y1 L10 L11
... . . .

xi−1 yi−1 Li−1,0 Li−1,1 . . . Li−1,i−1

xi yi Li,0 Li,1 . . . Li,i−1 Lii
... . . .

xn yn Ln,0 Ln,1 . . . Ln,i−1 Lni . . . Lnn

Lagrange̊uv interpolačńı polynom n-tého stupně v bodě x je tedy
Ln(x) = Lnn(x).

Odhad chyby aproximace interpolačńım polynomem je dán rozd́ılem interpo-

lace polynomem řádu n a nejlepš́ı interpolace řádu (n − 1).
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Praktická implementace Nevillova algoritmu, zahrnuj́ıćı odhad chyby využ́ıvá

vztah̊u

Cm,i ≡ Li+m,m − Li+m−1,m−1,

Dm,i ≡ Li+m,m − Li+m,m−1,

Cm+1,i =
(xi − x)(Cm,i+1 − Dm,i)

xi − xi+m+1
,

Dm+1,i =
(xi+m+1 − x)(Cm,i+1 − Dm,i)

xi − xi+m+1
,

V 0-tém kroku zvoĺıme za aproximaci y0(x) = Li,0 = yi = C0,i = D0,i hodnotu
v uzlu xi nejbližš́ım k x, v každém daľśım kroku ym+1(x) = ym(x) + δym+1,

kde δym+1 = Cm+1,k ∨ δym+1 = Dm+1,k tak, aby se v každém kroku pokud
možno symetricky rozš́ı̌rila oblast použitých uzl̊u, δym+1 je odhad chyby inter-

polace v daném kroku. Nakonec vypočteme hodnotu interpolačńıho polynomu
y(x) = yn(x) v bodě x a odhad chyby této aproximace δyn.

Hodnota chyby polynomiálńı interpolace je dána vztahem

R(x) = f(x) − Ln(x) = ωn(x)
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
,

kde ξ ∈ I ≡ 〈min(x, x0, . . . , xn), max(x, x0, . . . , xn)〉. Tuto chybu lze odhad-

nout

|R(x)| ≤ maxξ∈I |f (n+1)(ξ)|
(n + 1)!

|ωn(x)| .

Extrapolace (x 6∈ 〈x0, xn〉) - chyba rychle roste se zvěťsováńım vzdálenosti
od krajńıho uzlu.

Vlastnosti interpolace Pro ekvidistantńı uzly xi má p̌ri vyš̌śıch n stupńıch

n interpolačńı polynom tendenci obsahovat velké oscilace mezi uzly (pokud
sama funkce neńı polynomem). Polynomiálńı interpolace s ekvidistantńımi uzly

vede obvykle k problematickým výsledk̊um pro n ≃ 7.

5



Konvergence Uvažuji konstantńı interval 〈a, b〉. Necht’ počet ekvidistantńıch

uzl̊u (n + 1) → ∞ (h = (b − a)/n → 0). Pak konvergence Ln(x) → f(x) je
zaručena pro funkce analytické (maj́ıćı komplexńı derivaci) v celé komplexńı ro-

vině s výjimkou ∞. Jinak neńı zaručena ani bodová konvergence interpolačńıho
polynomu k funkci.

Pozn. Pro neekvidistantńı uzly může být situace lepš́ı. Např́ıklad pro

xi = a+b
2

+ b−a
2

cos
(

2i+1
2(n+1)

π
)

, kde i = 0, 1, . . . , n, konverguje pro n → ∞
interpolačńı polynom k funkci pro ∀ funkce ťŕıdy C1 na intervalu 〈a, b〉. ⇒
aproximace Čebyševovými polynomy

2.3 Newton̊uv interpolačńı polynom

Newton̊uv interpolačńı polynom je jen jiný zápis Lagrangeova interpolačńıho
polynomu

Nn(x) = a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)(x − x1) + . . . +

+ an(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn−1) .

Pro vyjáďreńı neznámých koeficient̊u ai definujeme poměrné a obyčejné dife-

rence.

Poměrné diference
Poměrná diference prvńıho řádu je definována

f(xi, xi+1) =
yi+1 − yi

xi+1 − xi

.

Poměrnou diferenci k-tého řádu definujeme rekurentńım vztahem

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
f(xi+1, . . . , xi+k) − f(xi, . . . , xi+k−1)

xi+k − xi

.

Pozn. Pro poměrnou diferenci druhého řádu plat́ı

f(xi, xi+1, xi+2) =

yi+2−yi+1

xi+2−xi+1
− yi+1−yi

xi+1−xi

xi+2 − xi

Pozn. Vzorec pro výpočet k-té poměrné diference lze zapsat

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
k

∑

j=0

yi+j
∏k

m=0, m 6=j(xi+j − xi+m)
.
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Obyčejné diference

Obyčejná diference 1. řádu je dána

∆1fi = yi+1 − yi

Obyčejná diference k-tého řádu je dána

∆kfi = ∆k−1fi+1 − ∆k−1fi

Newton̊uv interpolačńı polynom zaṕı̌seme pomoćı poměrných diferenćı
ve tvaru

Nn(x) = f(x0) + (x − x0)f(x0, x1) + . . . +

+ (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn−1)f(x0, x1, . . . , xn)

Ekvidistantńı uzly – Newton̊uv interpolačńı polynom má tvar

Nn(x) = Nn(x0 + th) = f(x0) +
t

1!
∆1f0 +

t(t − 1)

2!
∆2f0 + . . . +

+
t(t − 1) . . . (t − n + 1)

n!
∆nf0

Pozn. Newtonovy interpolačńı polynomy pro uzly p̌redcházej́ıćı uzlu x0 (New-
ton̊uv interpolačńı polynom vzad)

Nn(x) = f(x0) + (x − x0)f(x−1, x0) + . . . + . . . +

+ (x − x0)(x − x−1) . . . (x − x−n+1)f(x−n, . . . , x0)

2.4 Interpolace racionálńı lomenou funkćı

Některé funkce se špatně aproximuj́ı pomoćı polynomů, ale lze je dob̌re apro-
ximovat jejich pod́ılem.

Necht’ je zadáno m + 1 bod̊u (xi, yi), i = 0, . . . , m, pak lze zadanou funkci

aproximovat racionálńı lomenou funkćı

Rµ,ν(x) =
Pµ(x)

Qν(x)
=

p0 + p1x + . . . + pµx
µ

q0 + q1x + . . . + qνxν
,

kde µ + ν + 1 = m + 1 a bez újmy na obecnosti lze položit q0 = 1.

Interpolačńı racionálńı lomenou funkci poč́ıtáme rekurentńım algoritmem, který

je obdobou Nevillova algoritmu, navrženým Stoerem a Bulirschem.
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2.5 Hermiteova interpolace

Interpolace, která kromě funkčńıch hodnot má zadané některé derivace.

Necht’ jsou dány hodnoty funkce f(xi) = yi v uzlech xi pro i = 0, 1, . . . , m
a nav́ıc pro některé hodnoty i jsou dány hodnoty jej́ıch derivaćı f ′(xi) = y′i,

f ′′(xi) = y′′i , . . . , f (αi)(xi) = y
(αi)
i .

Všechny podḿınky splńı polynom Hn(x) stupně n = m + α0 + . . . + αm. Lze
ho vyjáďrit

Hn(x) = Lm(x) + ωm(x)Hn−m−1(x)

pomoćı Lagrangeova polynomu m-tého stupně, který procháźı všemi uzly, a

polynomu ωm stupně (m + 1).
Hermite̊uv polynom Hn−m−1(x) je dán tak, aby byly splněny podḿınky pro
derivace v uzlech, tedy y′i = L′

m(xi) + ω′
m(xi)Hn−m−1. Odtud vyplývá, že pro

i = 0, 1, 2, . . . , p1 (p1 + 1 je počet zadaných prvńıch derivaćı) plat́ı

Hn−m−1(xi) =
y′i − L′

m(xi)

ω′
m(xi)

= zi .

Provád́ıme tedy Hermiteovu interpolaci hodnot zi s t́ım, že maximálńı stupeň
zadané derivace již máme o 1 nižš́ı. Postupným opakováńım uvedeného algo-

ritmu nalezneme požadovanou interpolaci.

Pozn. Někdy se pod Hermiteovým interpolačńım polynomem rozuḿı Hermite-
ova interpolace v užš́ım smyslu, kdy jsou ve ∀ uzlových bodech zadány hodnoty

funkce a jej́ı 1. derivace.

2.6 Interpolačńı spline

Interpolačńı spline je lokálńı interpolace taková, že kromě pr̊uchodu všemi uz-
lovými body f(xi) = yi má spojitou alespoň prvńı derivaci ve ∀ xi, tedy

lim
x→xi−

f ′(x) = lim
x→xi+

f ′(x) .

V každém subintervalu 〈xi, xi+1〉 na interpolačńı spline klademe čty̌ri podḿınky
(yi, yi+1, y′i+ = y′i−, y′i+1− = y′i+1+), proto už́ıvané funkce muśı ḿıt alespoň 4
volitelné parametry.
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Kubický spline použ́ıvá kubické polynomy pro konstrukci interpolačńıho

splinu.

Okraje - zde nemá smysl mluvit o spojitosti derivaćı, proto je ťreba 2 podḿınky
dodefinovat.

Možnosti jsou

1. Pokud známe hodnoty derivaćı na okraji, pak zadáme y′(x0) = y′0 a/nebo

y′(xn) = y′n, tedy spline má zadanou hodnotu derivace na okraji.

2. Pokud derivaci neznáme, zadáme y′′0 = 0 a/nebo y′′N = 0. Přirozený

spline – y′′ = 0 na obou okraj́ıch.

Pozn. Zadáńı obou dodatečných podḿınek na jednom okraji by sice zjed-

nodušilo výpočet aproximace, ale takový algoritmus je nepoužitelný vzhledem
k numerické nestabilitě (oscilace interpolačńıho splinu exponenciálně rostoućı
od daného okraje).

Konstrukce kubického splinu
Druhá derivace kubického polynomu je lineárńı funkćı a tedy v intervalu 〈xj, xj+1〉

y′′ = A y′′j + B y′′j+1

A =
xj+1 − x

xj+1 − xj

B = 1 − A =
x − xj

xj+1 − xj

Po dvoj́ım zintegrováńı této rovnice p̌ri uvážeńı podḿınek

y(xj) = yj ∧ y(xj+1) = yj+1 dostaneme

y = A yj + Byj+1 + Cy′′j + Dy′′j+1

C =
1

6
(A3 − A)(xj+1 − xj)

2 D =
1

6
(B3 − B)(xj+1 − xj)

2

Derivace y′(x) má tvar

y′(x) =
yj+1 − yj

xj+1 − xj

− 3A2 − 1

6
(xj+1 − xj) y′′j +

3B2 − 1

6
(xj+1 − xj) y′′j+1
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Hodnoty y′′j urč́ıme z podḿınky spojitosti prvńı derivace splinu

(y′(xj))− = (y′(xj))+ ve tvaru

xj − xj−1

6
y′′j−1 +

xj+1 − xj−1

3
y′′j +

xj+1 − xj

6
y′′j+1 =

yj+1 − yj

xj+1 − xj

− yj − yj−1

xj − xj−1

Jde tedy o soustavu lineárńıch rovnic pro koeficienty y′′j , kde j = 0, 1, . . . , n
s tridiagonálńı, diagonálně dominantńı matićı. Za znalosti ∀ y′′j pak snadno

urč́ıme hodnotu splinu pro libovolné x ∈ 〈x0, xn〉.

Konvergence kubického splinu
Necht’ f(x) je řádu Cq na intervalu 〈a, b〉 (tedy spojité derivace až do q-té

včetně), kde q = 0, 1, 2, 3, 4. Dále necht’ interval 〈a, b〉 je rozdělen na podin-
tervaly délky hi, kde i = 1, . . . , n, a max

i
hi = h. Mějme dále konstantu K,

pro kterou plat́ı K ≥ max
i

hi/ min
i

hi. Je-li S(x) kubický interpolačńı spline,

pak pro p = 0, 1, 2, 3 plat́ı

|f (p)(x) − S(p)(x)| ≤ C K hq−p ,

kde konstanta C nezáviśı na x ani na zp̊usobu děleńı intervalu 〈a, b〉.

3 Interpolace ve 2 (v́ıce) dimenźıch

3.1 Spojitá lokálńı interpolace

Interval ve dvou proměnných (x1, x2) je znázorněn na obrázku

34

1 2

D2

D1

k + 1

k

j j + 1

Obrázek 1: Interval ve 2 dimenźıch

Hodnoty v jednotlivých bodech (viz obr. 1) jsou zadány takto y1 ≡ y[j, k],
y2 ≡ y[j + 1, k], y3 ≡ y[j + 1, k + 1] a y4 ≡ y[j, k + 1].
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Definujeme t a u vztahy

t =
x1 − x1[j]

D1
, u =

x2 − x2[k]

D2
.

Pak má lokálńı interpolace tvar

y(x1, x2) = (1 − t)(1 − u)y1 + t(1 − u)y2 + tu y3 + (1 − t)u y4 .

Tato interpolace s báźı (1, x1, x2, x1x2) je lineárńı v každé z proměnných x1, x2.
Spojitost na hranićıch intervalu je zajǐstěna – na hranićıch p̌ŕımka, derivace ve

směru kolmém k hranici ovšem nemuśı existovat.

3.2 Globálńı interpolace

Má vyš̌śı řád p̌resnosti. Lze ji sestrojit nap̌ŕıklad následovně

1. Interpolujeme ve směru x2 a pro ∀j źıskáme y(x1[j], x2).

2. Interpolujeme ve směru x1 hodnoty y(x1[j], x2) a źıskáme interpolačńı
funkci y(x1, x2).

3.3 Bikubická interpolace

Jde o lokálńı interpolace Hermiteova typu. V každém bodě (x1[j], x2[k]) jsou

zadány hodnoty funkce a jej́ıch parciálńıch derivaćı

y(x1, x2) ,
∂y

∂x1
,

∂y

∂x2
,

∂2y

∂x1∂x2

Jde tedy o 4 podḿınky v každém ze 4 uzl̊u 2-rozměrného intervalu. a tak lze

určit 16 neznámých koeficient̊u cij bikubické interpolace

y(x1, x2) =
4

∑

i=1

4
∑

j=1

cij ti−1 uj−1.

3.4 Bikubický spline

Lokálńı interpolace se spojitými parciálńımi derivacemi v obou směrech na
hranićıch interval̊u. Vypočteme spline v jednom směru (nap̌r. x1) a uschováme
hodnoty y(x1, x2[k]). Tyto hodnoty interpolujeme splinem v druhém směru x2.
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4 Čebyševovy aproximace

4.1 Čebyševova úloha

Hledá se nejlepš́ı stejnoměrná aproximace funkce v daném intervalu.
Jedná se o funkci h(x), která v daném intervalu 〈a, b〉 minimalizuje maximálńı

absolutńı hodnotu chyby max
x∈〈a,b〉

|f(x)− h(x)| v určité ťŕıdě funkćı.

Polynom, který je nejlepš́ı stejnoměrnou aproximaćı funkce na daném intervalu
〈a, b〉 mezi polynomy daného stupně, se někdy nazývá polynom ”minimax”.

Polynom ”minimax” existuje za velmi obecných podḿınek, ale špatně se kon-
struuje. Použ́ıvá se Remez̊uv algoritmus, který postupně iteruje polohu
bod̊u s extrémy f(x)− P (x) (současně tedy měńı polohu uzl̊u, kde se y(x) =

f(x)) tak, že interpolačńı polynom konverguje k polynomu ”minimax”. Pro
výpočet funkčńıch hodnot je však Remez̊uv algoritmus p̌ŕılǐs zdlouhavý.

Obdobně je zaručena existence nejlepš́ı stejnoměrné aproximace v intervalu

〈a, b〉 mezi racionálńımi lomenými funkcemi typu Rµ,ν . Pro výpočet se opět
použ́ıvá iteračńı algoritmus výběru bod̊u s extrémy – Remez̊uv algoritmus.

(Podrobněji viz. Vospěl nebo Vitásek).

4.2 Čebyševovy polynomy

Aproximace Čebyševovými polynomy se lehce konstruuje a je témě̌r tak p̌resná
jako nejlepš́ı stejnoměrná aproximace. Často se použ́ıvá pro výpočet funkćı.

Pro interpolaci Čebyševovými polynomy se libovolný interval lineárně transfor-

muje na interval 〈−1, 1〉 Každému t ∈ 〈a, b〉 p̌rǐrad́ıme hodnotu x ∈ 〈−1, 1〉
funkčńım p̌redpisem

x =
2 t − (a + b)

b − a
.

Čebyšev̊uv polynom lze psát ve tvaru

Tn(x) = cos(n arccosx)

Polynomy 0-tého a 1-ńıho stupně jsou tedy T0(x) = 1 a T1(x) = x. Čebyšev̊uv
polynom n + 1-tého stupně lze též vyjáďrit pomoćı rekurentńıho vztahu

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x)
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Pomoćı rekurentńıho vztahu lze odvodit tvar daľśıch Čebyševových polynomů

T2(x) = 2x2 − 1,

T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1 .

Kořeny a extrémy Čebyšev̊uv polynom Tn(x) má n kořen̊u v intervalu
〈−1, 1〉 v bodech

x = cos





π (k − 1
2)

n



 k = 1, 2, . . . , n

V intervalu 〈−1, 1〉 má n + 1 extrémů |Tn(x)| = 1 v bodech x = cos (k π/n),

kde k = 0, 1, . . . , n.

Ortogonalita
Čebyševovy polynomy jsou ortogonálńı polynomy s vahou 1√

1−x2
na intervalu

〈−1, 1〉

1
∫

−1

Ti(x)Tj(x)√
1 − x2

dx =



















0 i 6= j
π
2 i = j 6= 0

π i = j = 0

Diskrétńı ortogonalita
Necht’ xk, k = 1, . . . , m jsou kořeny Čebyševova polynomu Tm(x). Pak pro

∀i, j < m plat́ı

m
∑

k=1

Ti(xk)Tj(xk) =



















0 i 6= j
m
2 i = j 6= 0

m i = j = 0

.

Aproximace Čebyševovými polynomy

Funkci f(x) aproximujeme

f(x) ≈ T (x) =
1

2
c0 +

N−1
∑

j=1

cjTj(x) ,

kde cj =
2

N

N
∑

k=1

f



cos





π(k − 1
2)

N







 cos





πj(k − 1
2)

N



 .

Hodnoty funkce f(x) jsou rovny hodnotám funkce T (x) ve všech N nulových
bodech polynomu TN(x).
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Výpočet funkce pomoćı Čebyševových polynomů
Často voĺıme pro výpočet koeficient̊u relativně vysoký řád aproximace N ≃
30 − 50 (procedura CHEBFT v knihovně Numerical Recipies). Koeficienty
Čebyševova rozvoje jdou obvykle → 0 relativně rychle. Vysoké N dovoluje

p̌resně stanovit počet člen̊u poťrebných pro výpočet funkce se zadanou p̌resnost́ı
ε. Pokud je

∑N
k=m |ck| < ε, potom pro výpočet funkce stač́ı použ́ıt prvńıch m

člen̊u rozvoje (procedura CHEBEV v knihovně Numerical Recipies).

Pozn. Poč́ıtáńı Lagrangeova polynomu s body danými nulovými body Čebyševova
polynomu je možné, ale pro N > 8 je méně p̌resné a obt́ıžněǰśı.

Pozn. Procedura CHEBEV použ́ıvá pro sumu funkćı zadaných rekurentně použ́ıvá

Clenshawovy formule.
Pokud je řada funkćı dána rekurentně

Fn+1(x) = α(n, x) Fn(x) + β(n, x) Fn−1(x)

pak lze sumu

f(x) =
N
∑

k=0

ckFk(x)

poč́ıtat tak, že postupně provád́ıme

yN+2 = 0 , yN+1 = 0

yk = α(k, x)yk+1 + β(k + 1, x)yk+2 + ck , k = N, N − 1, . . . , 1

f(x) = β(1, x)F0(x)y2 + F1(x)y1 + F0(x)c0 .

Clenshawova formule nemuśı být vhodná pro ∀ řady (může vést i ke kata-
strofálńı ztrátě p̌resnosti).
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Integrál a derivace pomoćı Čebyševových polynomů

Koeficienty Ci Čebyševova rozvoje integrálu funkce f(x) jsou dány

Ci =
ci−1 − ci+1

2i
, kde i > 0 .

kde ci jsou koeficienty Čebyševova rozvoje funkce f(x).
Pro derivaci funkce f(x) plat́ı vzorec

c′i−1 = c′i+1 + 2ici , kde i = N − 1, N − 2, . . . , 1 .

5 Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Aproximačńı funkce neprocháźı zadanými body. Využ́ıvá se na p̌ŕıklad p̌ri apro-
ximaci výsledk̊u mě̌reńı s nezanedbatelnými chybami. Rozlǐsujeme

• diskrétńı aproximaci - funkce je zadána v diskrétńıch bodech xi –
hledáme diskrétńı funkci φM(xi), která v určité ťŕıdě funkćı minimalizuje

funkcionál

̺N =

√

√

√

√

√

N
∑

i=1

wi[f(xi) − φM(xi)]2

• spojitou aproximaci – funkce je zadána v celém intervalu 〈a, b〉 –
hledáme funkci φM(x), která v určité ťŕıdě funkćı minimalizuje funkcionál

̺ =

√

∫ b

a
[f(x) − φM(x)]2w(x)dx

kde w je váhová funkce (často w(x) = 1).

Tvar funkce ΦM je obvykle zadán až na M neznámých parametr̊u cj . Aproxi-
mace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u může být

• lineárńı - funkce je lineárńı vzhledem k neznámým parametr̊um cj, jde
tedy o zobecněný polynom

φM(x) =
M
∑

j=1

cj gj(x) ,

bázové funkce gj jsou zadané.

• nelineárńı - funkce neńı lineárńı vzhledem ke koeficient̊um cj

φM = φM(x, c1, . . . , cM)
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5.1 Diskrétńı aproximace

Ve statistice je často ťreba aproximovat namě̌rená data, zat́ıžená náhodnými

chybami mě̌reńı nebo náhodným šumem funkčńı závislost́ı. Uvedená závislost
je nazývána modelem, který je znám až na M neznámých parametr̊u. V mate-

matické statistice je uvedená úloha nazývána regreśı, a k jej́ımu řešeńı se často
použ́ıvá metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Hlavńım ćılem statistické analýzy je

1. vypoč́ıtat koeficienty cj , kde j = 1, . . . , M

2. určit směrodatné odchylky koeficient̊u δcj , kde j = 1, . . . , M

3. zjistit kvalitu modelu (zda je použitý model statisticky p̌rijatelný)

Zde chceme nalézt vhodnou aproximaci. Úlohou může být nalezeńı hladké apro-
ximace bez konstrukce modelu. Jednou z možnost́ı je použ́ıt zvonové spliny

jako bázové funkce.
Necht’ je dána śıt’ bod̊u s krokem h. Konstruujeme zvonový spline (bell spline,

B-spline) se sťredem v µ. Označme

p = h − |x − µ| , q = 2h − |x − µ| ,

potom je zvonový spline Bµ(x) dán vztahy

Bµ(x) =



















0 q ≤ 0
q3 p ≤ 0

q3 − 4p3 p ≥ 0

Zvonový spline je funkce ťŕıdy C(2) nenulová pouze v intervalu 〈µ−2h, µ+2h〉.
Hledáńı koeficient̊u u zvonových splin̊u vede na úlohu řešeńı systému lineárńıch

rovnic s pásovou matićı.

Výpočet parametr̊u lineárńı aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

1. Polož́ıme f(xi) =
∑M

j=1 cjgj(xi), kde M < N , a źıskáme tak N rovnic

pro M neznámých koeficient̊u cj . Ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u úlohu řeš́ı
SVD metoda.

2. Funkce ̺2
N má minimum, pokud pro ∀l = 1, . . . , M plat́ı

∂

∂cl







N
∑

i=1

wi



f(xi) −
M
∑

j=1

cjgj(xi)





2




 = 0.
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Řeš́ıme pak soustavu M lineárńıch rovnic o M neznámých cj nazývanou

normálńı rovnice.

Pozn. Jestliže definujeme skalárńı součin (f, g) ≡ ∑N
i=1 wif(xi)g(xi), pak lze

soustavu normálńıch rovnic p̌repsat do tvaru

M
∑

j=1

cj(gj, gl) = (f, gl).

Výběr bázových (základńıch) funkćı

1. Polynomy - jako bázové funkce jsou často voleny 1, x, x2, . . . , xM−1.
Tyto základńı funkce jsou však vhodné jen pro malá M , protože p̌ri věťśıch

M jsou tyto polynomy p̌ribližně rovnoběžné, soustava normálńıch rovnic
je špatně podḿıněná a chyba koeficient̊u cj je značná.

2. Ortogonalizované polynomy - problémy, které vznikaj́ı v p̌redchoźım
p̌ŕıpadě, zde odpadaj́ı. Tyto polynomy konstruujeme Gramm–Schmidtovým

ortogonalizačńım procesem.

3. Trigonometrické polynomy - maj́ı základńı funkce 1, cosx, sin x,
cos 2x, sin 2x, . . . . Jsou ortogonálńı pro všechny body xi = 2πi

2N+1
, kde

i = 0, 1, . . . , 2N .

5.2 Spojitý př́ıpad

Skalárńı součin je pak definován vztahy

(f, g) ≡
∫ b

a
f(x) g(x)dx , p̌ŕıp. (f, g) ≡

∫ b

a
w(x) f(x) g(x)dx

Normálńı rovnice maj́ı tvar

M
∑

j=1

cj(gj, gl) = (f, gl).
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Výběr bázových funkćı

1. Ortogonálńı polynomy

(a) V p̌ŕıpadě váhy w = 1 v intervalu 〈−1, 1〉 užijeme Legendreovy

polynomy,

Pl(x) =
1

2l l!

dl

dxl

[

x2 − 1
]l

Nejnižš́ı Legendreovy polynomy jsou

P0 = 1 , P1 = x , P2 =
1

2
(3x2 − 1) , P3 =

1

2
(5x3 − 3x) .

(b) Je-li interval x ∈ 〈−1, 1〉 a váhová funkce w = 1√
1−x2

, užijeme

Čebyševovy polynomy Tn(x).

(c) Při váhové funkci w = e−x pro všechna x ∈ 〈0,∞) jsou ortogonálńı
Laguerrovy polynomy.

(d) Při váze w = e−x2

pro všechna x ∈ (−∞,∞) jsou ortogonálńı Her-

miteovy polynomy.

2. Trigonometrické funkce - volba trigonometrických funkćı 1, sin x,

cos x, sin 2x, cos 2x, . . . jako základńıch funkćı vede k aproximaci Fou-
rierovu řadou. Tyto funkce jsou ortogonálńı na 〈a, a + 2π〉, kde a je

libovolné. Váhovou funkci pokládáme w ≡ 1.
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6 Výpočet funkćı

Tato sekce obsahuje několik poznámek o metodách použ́ıvaných p̌ri výpočtu
funkćı.

6.1 Výpočet hodnoty polynomu

Počet operaćı poťrebných pro výpočet hodnoty polynomu Pn(x) = a0 +a1 x+
a2 x2 + . . . + an xn lze zmenšit p̌revedeńım do tvaru

Pn(x) = {. . . [(an x + an−1) x + an−2]x + . . . + a1}x + a0

Tento postup je nazýván Hornerovo schéma. V jednom cyklu lze poč́ıtat kromě
hodnoty polynomu i hodnoty jeho derivaćı.

6.2 Kořeny kvadratické rovnice

Klasický vzorec

x1,2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a

vede p̌ri |4ac| ≪ b2 ke ztrátě p̌resnosti u jednoho z kořen̊u. Při b < 0 je to

kořen x2 a p̌ri b > 0 je to kořen x1.

Pro b < 0 je pak p̌resněǰśı postup

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
, x2 =

c

a x1

6.3 Výpočet funkćı pomoćı mocninných řad

Mnoho funkćı lze vyjáďrit ve tvaru mocninné řady

f(x) =
∞
∑

k=0

ak(x − x0)
k .

Často se však tato řada nehod́ı k výpočtu hodnot funkce nebo se hod́ı jen

pro x bĺızká k x0. Důvodem může být bud’ ztráta p̌resnosti a/nebo pomalá
konvergence některých mocninných řad. Popis metod urychluj́ıćıch konvergenci

mocninných řad je mimo rozsah naš́ı p̌rednášky.
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6.4 Nekonečné zlomky

Nekonečné zlomky jsou funkce ve tvaru

f(x) = b0 +
a1

b1 + a2

b2+
a3

b3+...

.

Často se použ́ıvá jejich zápis ve tvaru

f(x) = b0 +
a1

b1+

a2

b2+

a3

b3+
. . . .

Nap̌ŕıklad pro funkci tg(x) existuje vyjáďreńı pomoćı nekonečného zlomku

tg(x) =
x

1−
x2

3−
x2

5−
x2

7− . . . .

Př́ımý výpočet složeného zlomku je nepraktický, nav́ıc zvýšeńı řádu aproximace
vyžaduje nový výpočet od počátku. Proto je výhodný rekurentńı postup

fn =
An

Bn

, kde Aj = bjAj−1 + ajAj−2 a Bj = bjBj−1 + ajBj−2.

Počátečńı hodnoty klademe A−1 ≡ 1, B−1 ≡ 0, A0 ≡ b0 a B0 ≡ 1.

6.5 Rekurentńı vztahy pro výpočet funkćı

Mnoho funkćı je dáno rekurentńımi vztahy

fn+1(x) = bn(x) fn(x) + cn(x) fn−1(x)

Vlastnosti takové rekurence jsou dány vlastnostmi kvadratické rovnice

y2 − bny − cn = 0 kořeny y1, y2

Označme y1 ten kořen, který odpov́ıdá výpočtu funkce. Pokud je |y1| > |y2|,
rekurzi zač́ınaj́ıćı od nejnižš́ıch n lze použ́ıt pro výpočet fn s vysokým n. Pokud

je ale |y1| < |y2|, pak je takový algoritmus numericky nestabilńı.

Pozn. Pokud je rekurentńı vztah nestabilńı p̌ri r̊ustu n, pak je stabilńı p̌ri
zmenšováńı n.
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7 Numerické derivováńı

Pro výpočet numerické derivace je možno použ́ıt následuj́ıćıch aproximaćı funkćı

1. Interpolačńıho spline

2. Aproximace pomoćı Čebyševových polynomů

3. Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (u derivaćı funkce dané namě̌renými

hodnotami)

4. Interpolačńı polynom

Pro stupeň polynomu n = 1 má derivace tvar

f ′(x) =
1

h
[−y0 + y1] +

1

2
h f ′′(ξ) ,

kde ξ ∈ 〈min(x, x0, x1), max(x, x0, x1)〉.
Pro polynom stupně n = 2 s ekvidistantńımi uzly označme

t = (x − x0)/h. Pak má vzorec pro prvńı derivaci tvar

f ′(x) =
1

2h
[y0(2t − 3) − 2y1(2t− 2) + y2(2t − 1)] + R2(x),

f ′(x0) =
1

2h
[−3y0 + 4y1 − y2] +

1

3
h2f ′′′(ξ),

f ′(x1) =
1

2h
[−y0 + y2] −

1

6
h2f ′′′(ξ),

f ′(x2) =
1

2h
[y0 − 4y1 + 3y2] +

1

3
h2f ′′′(ξ).

Pro stupeň polynomu n = 3 je nap̌ŕıklad

f ′(x0) =
1

6h
[−11y0 + 18y1 − 9y2 + 2y3] −

1

4
h3f (4)(ξ).

Pro stupeň polynomu n = 4 źıskáme nap̌ŕıklad symetrickou derivaci z 5
bod̊u

f ′(x2) =
1

12h
[y0 − 8y1 + 8y3 − y4] + O(h4).

Pro n = 6 je nap̌ŕıklad v bodě x3

f ′(x3) =
1

60h
[−y0 + 9y1 − 45y2 + 45y4 − 9y5 + y6] + O(h6).
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