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KAPITOLA 1.
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1,1 Co Jje numerickéd matematika

Redeno zcela lepidérn¥, je to tekové odvEtvi matematiky, kiteré se zabyvd FeSe-
nim matematicky formulovanych Uloh pomoci aritmetickych a logickych operaci.

Mnohé matematické tlohy jsou formulovény pifimo jako Glohy numerické a psk pro
jejich Pefeni sta¥{ pouze nalézt vhodny algoritmus, tj. deterministicky popis konel-
né posloupnosti operaci, kterd pfevede mnoZinu vstupnich dat na mnoZinu dat vystup-
nfch. Tento typ tloh se vyskytuje napf. v lineérn{ algeb¥e: vypodet determinantu,
feSenf soustav lineédrnich algebraickych rovnic apod. Zcela jinsk tomu byvé pfi nume-
rickém Peseni Gloh matematické analyzy (nepf. pFi vypo&tech derivac{ a integréld),
kdy matematickou Ulohu musfmeé nashradit (aproximovat) n&jakou (lohou numerickou a te-
prve jeji fesenf ném slouZi jako néhrada (aproximace) Fe¥en{ pivodn{ Ulohy. Krom&
predchézejicich dvou typl {loh jsou i tskové numerické ulohy, které pro jejich slo-
¥itost prevédime na Ulohy jednodulf.

MiZeme tedy ¥fci, %e numerickou metodou rozumfme postup vypoftu numerické ulo-
hy, nebo jeji prevod na dlohu jednodu¥sf &i postup, ktery nshrazuje tlohu matematic-
kou 0lohou numerickou.

V numerické matematice hraje velkou roli i zkuZenost a intuice, které FeSiteli
pomohou pFi vyb&ru "vhodné" metody. Tato "vhodnost" zévisi krom& vlastn{ Glohy i na
vypodetnim prostiedku, pofadované presnosti feSenf, terminu ukongeni ulohy apod.

Rozvoj numerické matematiky byl zna&n& urychlen v poslednich dvaceti letech,kdy
rozvoj vypodetn{ techniky umoZnil FeZit i takové Glohy, které byly 2z ekonomickych
nebo Zasovych divodl dFive nefeditelné.

1.2 Chyby a JjeJjich charakteristiky

Ka?d4 numerické dloha je pii své realizaci zatiZena tfemi druhy chyb:

a) chybami vstupnich Gdaji (tzv. diskretiza®nimi chybami), které mohou vznikat jako
chyby z m&Peni vstupnich 4dajd, nebo jeko chyby z generalizece fyzikéln{ skutel-
nosti;

b) chybou metody, tj. chybou z aproximece matematické (lohy dlohou numerickou;

¢) zaokrouhlovacimi chybami, které vznikaji v prib&hu vypoitd zeokrouhlovénim mezi-
vysledkd.

Z technickych divodd a z divodd existence chyb, které jsme prévé klasifikoveli,
se vypolty provéd¥ji s omezenym po&tem cifer, a proto mnohdy ztréceji platnost tvr-
zeni, které ml¥ky piedpoklédajf presné Udaje. Presné &islo je tedy ve vypo¥tu nahra-
zeno pribliZnym &islem (aproximaci) a toto nahrazeni je zat{Zeno ur#itou chybou.Fro-
to p¥i préci s pPibliZnymi Eisly zavédime pogjem absolutni a relativnf chyby.

Definice 1.1 Je-1i x piPibliZné hodnota %fsla X , pak absolutn{ chyba A(x), resp.
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relativni chyba R(x) pPibliZného &{sla x Jjsou definovény témito vztghy:
Alx) = |Xx - x|, resp. R(x) = Ax)/IXI .
Ve v&t3in& pF{padl viak &fslo X zlstdvé nezndmé a chyby A(x) a R(x) nemiZeme ni-
kdy zjistit. Proto misto nich zavddime jejich (hornf) odhady.

Definice 1.2 Nechf =x Jje pfibliZné hodnota ¥fsla X a A(x), R(x) je sbsolutnf & re-
lativni chyba této aproximace. Pak odhadem absolutni, resp. relativni chyby jsou &1-
sla a(x) , resp. r(x) , pro kterd platf

Alx) = |X-x| £ a(x), resp. R(x) = léx%l $ rx) .

V praxi je X2z x a proto za odhad relativni chyby bereme r(x) = a(x)/Ixl.
Procentovd chyba = r(x) . 100 %.

Pomoc{ zavedenych pojmi miZeme napsat velmi dileZitou nerovnosti
(1.1) ‘x-alx) T X % x+alx),

které se stru®n® zapisujf takto:

Pfi hodnoceni vysledkd nds pfedevidim zajimaji cifry, které jiZ nejsou zatiZeny
chybou, tzv. platné cifry.

Definice 1.3 M&jme pfibliZné &islo x zapsané pomoci cifer X)s Xps Xgy evey Xp,
kde X # 0, ve tveru

x = 0, XX, «e0 X, o 10P .

JestliZe plati
Alx) £ 0,5 .10P70

pek Fikéme, Ze cifry XX, ... X, jsou platné (zarudené).

1.3 54*feni{ chyb ve vypoé&tech

K analyze chyb vysledku numerické ulohy je nezbytné znit odhad chyb vysledkl zé-
kKladnich poetnich operac{, p¥ipadnd vysledku vypo¥tu funk&nf hodnoty.

M&jme déna ¥fsla X = x + a(x) a Y =y + aly) , tedy podle (1.1)
xe< x - alx), x+ alx) >, Ye<ly -aly),y +aly)>.
Psk plat{ nésledujici nerovnosti:
a) pFi sludovénd
(1.3) (x +y) - (a(x) + a(y)) T x+Y T (x+y)+ (s(x) + aly)) ;

b) pii nésobeni (piedpoklédejme, e &isla X, x, Y, ¥y Jjsou kladné)

XY S G; + a(x))(y + a(y)) = xy + xa(y) + ya(x) + a(x).ax) ,

Q.4) X.Y 2 xy - xaly) - ya(x) + alx).a(y) ;
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¢) pfi d&leni (nech¥ opét X, x, ¥, y Jjsou kladné &fsla)

xy S 2+ralx) . x  xa(y) + yalx
y - aly) y ¥y - aly)
(1.5)
xA 2 2-alx) . x4 zaQy) +yalx)
y + aly) y yly + ay))

Predpoklad pozitivnosti &fsel X, x, ¥, ¥y nenf na Gjmu obgcnosti, protoZe Zife-
ni chyb na znaménku operandi nezévisi. Déle pfedpoklédéme, Ze odhady absolutnfch
chyb a(x), a(y) Jjsou mnohem mensf{ ne# &fsla x, y.

Z nerovnosti (1.3), (1.4) a (1.5) plyne tvrzeni ndsledujfci v&ty, jestliZe v ne-
rovnostech (1.4) zanedbédme &leny a(x).a(y), které jsou oproti ostatnim &lenim velmi
malé a v nerovnostech (1.5) hodnotu a(y) ve Jjmenovateli, kterd je oproti y op&t
velmi malé.

nw

Véta 1.1 M&jme déna dv& &1{sla X, Y svymi pribliZnymi hodnotami x, y a odhady abso-
lutnich chyb a(x), a(y). Pak odhady sbsolutnich, resp. relativnich chyb, aritmetic-
kych operaci jsou dény vzorei:

alx +y) = alx) + aly) ,

alx . y) = lIxlaly) +lylalx) ,

alx /y) = (lxla(y) + Iylr;\(x))/:y2 2
rix.y) = rix) +r(y),

rix/y) = r(x) +r(y) .

Nekonec jest& odvodime odhad absolutni chyby funkZn{ hodnoty funkce n promé&n-
nych. Nechi tedy
ua = f(tl. tos eees tn)

je diferené:ovatelné funkce, jejiZ hodnotu chceme vypofitat pro argumenty

X =x * a(xl), X, = x5 & a(le, seey X = xp * a(xn). Pro odhad absolutni chyby
vysledku plat{ .
e
Ay

i=]l

2f
(1.6) ﬂ(u) = l__l a(xiJ »
3ti

kde derivace se po¥fitaj{ pro pfibliZné hodnoty 1t = X, t5 = X5, ees, ty = X, D=

kaz tohoto vzorce je nagpf. Vv 9].
Speciélng pro funkeci jedné prom&nné u = f£(t) pFejde vzorec (1.6) ve vzorec

af
(w = | =] a0 .
(1.7) a = l
Poznémka 1.1 Ve vypoltech se snaZfime vyhnout ode¥fténf blizkych &isel x, y, protoZe
potom miZe byt relativni chyba rozdflu znatn& velks, nebot

ok =3y = alx) + aly)
| x - yl

a tim dochéz{ ke ztrét® platnych cifer. Je-li nagpf. X = 0,129 + 0,0003, Y = 0,124 +
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+ 0,0003 pek x -y = 0,005, alx-y) =0,0006, r(x-y)=0,12. Tedy podle defi-
nice 1.3 nemé rozdfl 24dnou platmou cifru.

1.4 Numerické stabilita

DF{ve, nef zadneme hovo¥it o stabilit¥, zavedeme pojem korektnf dlohy.

Definice 1.4 Necht M, N jsou mnoZiny vstupnich a vystupnich dst Ulohy U, tedy
=U(x) ,xeM,yelN.

Tuto Glohu nazyvéme korektni na mno%indch M, N, jestliZe plat{i:

a) ke ka?dému x ¢ M existuje prévé jedno Fel3enf y € N,

b) Peseni spojité zévisi na vstupnich datech; tzn. kdyZ x, f- X, X, € i, U(xn) B
= ¥p» pek U(xn)g-rU(xJ =y, kde ¢ a G jsou metriky na mnoZinéch i, N.

U korektnich Gloh nés bude zajimat jek sama tloha, pP{padnd jeji konkrétni gl-
goritmus, jsou citlivé na zm¥ny vstupnich udaji. Citlivost Glohy na tuto zmnu nazy-
véme podmin&nosti.

Definice 1.5 M&jme dénu korektnf Ulohu z definice 1.4. Budeme Ffkat, Ze je dobfe
podmin¥né, jestliZe malé zm¥na vstupnich dat vyvolé melou zménu fefeni. Podmin&nost
hodnotime &fslem podmin¥nosti uloLW

_ NAy Il /hAxn
P Ity Il =l

(1.8)
kde zm&n¥ Ax odpovidd zm&na Ay.

V praxi vypolitévéme Eislo podmin&nosti z relativnfch chyb, tedy
(1.9) s ~r(x)/r(y) .

Je-1i C_ =1, je tloha (velmi) dobfe podmin¥né a pfi C > 100 hovoiime o Bpatné
podminénosti. Podmin¥nost se netyké jenom ilohy semotné, ale i zpiisobu Fedenf, tedy
slgoritmu dlohy. Proto bychom zcela obdobn& mohli definovaet citlivost elgoritmu k za-
okrouhlovacim chybém a chybém vstupnich Udajd.

' Abychom se ve vypodtech vyvarovali nesmyslnych vysledkd, musime si vybirat algo-
ritmy, které jsou mélo citlivé k zsokrouhlovacim chybém i chybém vstupnich Gdaji. Te-
kové glgoritmy se nazyvajl stabilni.

Priklad 1.1 MEjme dédnu soustavu
x+dAy=1,
*Lx+ y=0,
kde® % + 1 je volitelny vstupni Udaj. Méme zjistit podmin&nost dlohy pfi vypo¥tu
hodnoty x pro rizné & .
Reseni: ProtoZe x = 1/(1 -& 2), pak &fslo podmin¥nosti podle (1.7) a (1.8) je

2

(o gx?)/ x|= 2u2|,

[1 -

2 &eho% plyne, Ze pro o2 blizké 1 je \loha 3patnd podminZné a pro o2>>1 je Gloha
podmfnéna dobfe.



KAPITOLA 2.

OLOHY LINEARNI ALGEBRY
ﬂ

2,1 N&které pojmy

Zékladnf pojmy linedrnf glgebry jsou matice a vektor, se kterymi jste se JiZ
dostate®nd obeznfmili v matematice. Budeme tedy pPfedpoklédat znalost zékladnich dru-
hd matic jako jsou: jednotkové, nulové, &tvercové, diasgonélnf, trojihelnfkové,trans-
pONOVanA 5 symetrické s inverznf. Déle piedpokldddme znalost pojmu determinant, jeho
definici, zplisob vypodtu, zékladni pravidla pro pofitén{ s determinanty a konefn& i
pojem regulérni a singulérni matice.

2.1l.1 Ortogonalita vektord a matic

Pro potfeby tohoto uSebnfho textu budeme matici typu (n, 1) nazyvat (n-%lenny
sloupcovy) vektor a oznafovat malym pismenem s podtrZenim, tedy

X
e T
X = = (%, Xpy eeey Xp)7

kde horn{ index T znali transpozici jako v maticovém po&tu. Matici typu (1, n) bude-
me nazyvat (Fédkovy) vektor a oznalovat
g_T = lyl, Ypr wees yn) :

Skalérnf sou¥in dvou aritmetickych n-flennych vektord u, ¥ se Eleny uy, v;, i =
=1, 2, «.s, D budeme ozna¥ovat (u, ¥) a po¥itat podle vzorce

@, @) = WY ¥ Ua¥p Fese Tl4TG 0
Déle zavedeme ménd obvykly pojem ortogonality soustavy vektord a matice.

Definice 2.1 Necht Yys Loy eees Yy je soustava nenulovych vektord. JestliZe plati

=0 pro i3 J
(¥, V_'}< 1 . .
J +0 (resp. = 1) pro i =]

pak Pikéme, Ze soustava vektord je ortogonédlni (resp. ortonormované).

Definice 2.2 Utvercové matice A se nazyvé ortogonélnd, jestliZe jeji Pédky twori or-
tonormovanou soustavu vektord.

2.1.2 Matice rozdé&lenéd na bloky

V obecné matici A = (ai .) miZeme rozddlit PAdky a sloupce vodoroviymi a avislymi
ferami do skupin tsk, Ze vzniknou bloky s tzv. submaticemi



A = b b )

kdy napi. r-té skupina Fédky a s-té skupina sloupcl definujf submatici Ang typu (m,,
ng ). Matici rozd$lenou na hloky budeme znedit A = Wpdy ® %1525 souy '3,
8=1, 2, 3, eeu, U '

Pro matice rozddlené na hloky definujeme soudet a soudin,

Necht A = (%s) aB-= {Bm) Jsou dvé matice téhoZ typu se shodnym d&len{m na
bloky, pek jejich sou¥et je definovén vzorcem

(2.1) A+B = C = “ra"ars) = (Cm) -

Tedy soufet je matice stejného typu, op&t se shodnym d&lenim na bloky, kdy submatice
soudtu Crs Je soudtem submatic Ara a Brs se stejnou indexaci.

Soutin definujeme pro matice A, B, kde 4 = {Ars), Fr=1, 2y seep, t, 8-=1, 2,
essy vV Je typu (m, n) a matice B = (E&_B), T =1, 2 eaey Vy 8=1, 2, vue, u Je
typu (n, p). Matice A mé tedy rozd¥lené sloupce na stejny podet skupin jako matice B
Tddky. D&lenf sloupcl matice A a Fédkl matice B se musf shodovat nejen v po&tu sku-
pin, ale i v podtu Pédkh (sloupei) v odpovidajicfch si skupindch. Tedy submatice
Ajyr Ajps eeey Ay maji stejny pofet sloupcd jako submatice By Byoy eey Beu

Fédki. Pak soudinem matic A, B je matice C, kde

¢ = aB = (€0,
(2.2) v
cmzé%kﬁkﬂ,r=l, By suss w1 B wwas U

Uigjme nepf. matici A = (4,), r=1,2, 8=1,2,3, B= (B,g)y »r =1, 2, 3,
s =1, 2, pak

P1q /B | Byp
n { fa| 42 | 43 1 S “‘1{ “u | G
. Pz{ By | By | = ’
ma{ Ale A2 | 4 L mz{ Cxn | €22
PR —— s p3{ 31 32 e il
P P y " n n
Ll 2 3 n n, 1 2

kde
A1+Byy * AjpeByy + Ay3eBy) Cip = A)yeByp + Ay5.By, + 44085,

i

Cop = 8 -Byy *+ 8508y + Ay3:Byy  Cpp = A1.Byp + AppuByy + Ayq.By,

2.1.3 Normy matic a vektord

Norms matice A je &islo, které v jistém smyslu charakterizuje miru Jjeji velikos-
ti. Budeme ji oznaSovat [|A|| a Z4dat, aby m&la tyto vlastnosti:
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1) |a]l 20 a |lall =0 pravé tendy, kdyz 4 = 0 ;
2) [[c.a] =]c| -« |&]|, pro ceR,
3 la+B= &l + Bl & jaB) < all . [l .
Témto poZadavkim vyhovuji nédsledujfcd definice, kde A je matice typu (m, n)
s prvky 8j ¢

n
lallg = mex 2ijag;|, tev. Fédkové norms,

i J=1
m -
; Nallg = m?x j§|aij|, tzv, sloupcové norma,
m n
= D2 ot 18 5
"A"E 5. J:;llalJI y tzv., eukleidovské norma.

Pro vektor x , ktery chépeme jako matici typu (m, 1) dostévéme z pPedchézejici-
ho tyto definice:

m m
. - ol 2
1xlg = mexlx;l o Hxllg = D% rlatlE-\};{ilﬁ! .

lMéme-1i tedy napf. vektor A.x , pek pro odpovidajic{ si normy plat{ podle tife-
t{ho axiomu '

"

Na-2 || = WA J1x] -

2.1.4 Speciédlni matice

JestliZe v&t3ina prvkd matice je nulovéd, pek o ni Fikdme, Ze je ${dké. V opad-
ném pfipadé hovoi{me o plné matici, pfipadn& pouze o matici. Terminy Ffdké a plnd
nejsou exsktn® definovédny a uZivaji se zcela volné. Toto d&leni nabyvé znainého vy-
znamu p¥i zpracovévénf velkych Fifdkych matic pomoci po&fitadl, protoZe miZeme vypus-
tit operace s nulovymi prvky véetn& jejich uloZeni v pemé&ti.

Definice 2.3 O matici A typu (m, n) P{kéme, Ze je pésové, jestliZe plati

ag3=0 pro li-jl>p,
kde 0 <p<min{m, n}. To znamens, Ze vdechny prvky vn& pésu kolem diagonély jsou
nulové. Je-1li p = 1, hovofime o t¥f{disgondlni matici, pfi p = 2 o p&tidiagonélni
apod.
Definice 2.4 O symetrické matici A = {Bij) typu (n, n) ¥fkéme, Ze je pozitivn¥ de- -
finitn{, jestliZe pro libovolny nenulovy vektor x platf
(2.3) (x, 4.x)> 0 .

Definice 2.5 O matici A = {aijl typu (n, n) Fikéme, Ze mé dominantni diagondlu (je
diagonélng dominantnf), jestliZe

(2.4) laggl > 2 lagsl pro i=1,2, euyno



2.2 Zékxladni dlohy linedrni algebry

Prvni zdkladn{ Qlohou linedrni algebry je Fe¥eni nehomogenn{ soustavy lineédr-
nfch algebraickych rovnic, kterd je danéd matici A typu (n, n) a n-¥lennym nenulovym
vektorem b . Méme za kol nslézt takovy n-&lenny vektor x , pro ktery je splnéna
maticové rovnice
(2.5) &z = B

Soustava (2.5) je jednozna¥n¥ FeSitelnd, jestliZe matice A je regulérnf, tzn.
kdy? determinant mastice A je nenulovy.

V praxi se setkévédme s velmi rozliénymi soustavemi, od malych s né€kolikas rovni-
cemi a% po velké se stovkemi i tisfci rovnic, které jsou definovény plnymi nebo ¥id
kymi meticemi, ¥i maticemi pésovymi spod. Tato rozmanitost uloh vedla k vytvoreni

mnoha metod Fedenf, které se rozd&luji na pfimé a iterafni, z nich% kaZdd mé jisté
vyhody a také nevyhody, takZe n&jeké univerzélni optiméln{ metoda Feseni neexistuje.

Druhé zékladnf Gloha (kterou se budeme zabyvat jenom s ohledem na &tvercové ma-
tice), je PeSeni maticové rovnice

(2.6) AX = B,

kde A, B jsou dené a X je hledsné matice typu (n, n). ZapiZeme-1i matice 4, X, B po-
moci sloZek, pak rovnice (2.6) je ekvivalentnf s FeSenim n soustav rovnic

81 Mo e M\ /By by 3
ax a5, ves 8p xzj nZJ.

(2.7) . ) - ® . = . ’ j =1, 25 sasey B
81 ©@n2 ***  Enn Xnj Bpj

Specifélnim pfipadem této tlohy je nalezeni inverzni matice ke &tvercové regulédr-
nf matici A, tj. matice oznaené Aﬂl, pro kterou plati

(2.8) A.2! = E,

kde E je jednotkové matice.

THet{ zéklsdnf tloha je Uloha o nalezeni vlastnich &isel & vektord Ztvercové ma-
tice A. V této loze hledéme vZechna Zfsla A , pro ktersé existuje netriviélnf Fe-

Seni{ homogenni soustavy
(2.9) (A- A.E).x = O, resp. A.X = 1A.X.

Tekové A nazyvéme vlastni &fsla a odpovidajici FelSeni x vliastni{ vektory matice A.

2,3 P*imé metody FfeS3eni soustav linedrnich
algebraickych rovnic
=

Pr{mé metody FeSeni soustavy (2.5) jsou tekové, kterymi dostaneme presny vysle-
dek pfi realizaci konefného po&tu aritmetickych operaci, kdybychom je provedli pies-
n&, tj. bez zaokrouhlovéni., VSechny primé metody jsou jenom jistou obm&nou zékladnd-
ho Geussova elimins¥nfho postupu, jehoZ smyslem je prevést zadanou soustavu s plnou
matic{ na soustavu s matici trojihelnfkovou. Proto se budeme v tomto odstavei nej-

= =



ar{ve zabyvat FeSenim tzv. trojihelnfkovych soustav, pak si probereme Gaussovu eli-
mina®nf metodu, jeji modifikace a n¥které metody navazujici.

2.3.1 HRe#eni trojihelnfkovych soustav

MEjme dény soustavy
(2.10) L.x = b, vresp. Uy = @4,

kde L je regulédrni dolni{ a U je reguldrni horni trojihelnfkové matice. Oznafme L =
= {‘eijJ’ U= (uij)' i’ J- = 1’ 2’ ey n, pak Bouﬂtavy (2.10) ma.ji tvﬂ‘

4117 =By Up¥) tU¥p teee Y Y, =gy

121:;1 + L%, = b2 Upolg + eee + U5 ¥, = d2
(2011) 3 N N I I ’

dpnx * '8n2x2 *eee v 4 X, =0y Up¥n = 9y

tedy FfeSeni je déno vzorci

i-1 n
1 o 1
(2.12) s - b.-z,:e...), =._._( - 2 )
S AN =1 155 Yk Uy dk j=k#l ukﬂga

proi =1, 2, ess, 0, Tesp. k = n, 0 = 1, eeey 1. Vzhledem k regularit® L a U je vidy
‘zii $0 a u, *¥0. Pro i =1, resp. k = n se ve v'zorcéch (2.12) vynechévaji p¥i-
slusné sumy, protoZe by nedévaly emysl, tedy poklddéme > ... =0, pfi r> 8.

r

2.3.2 Gaussova a Jordanova elimina®ni metoda

Smyslem Gaussovy elimina&ni metody je prevod plné soustavy na soustavu s horn{
trojihelnikovou matici, a to postupnou eliminaci neznémych, kterd se provédi vhodny-
mi lineérnimi kombinscemi rovnic. Jordanova metoda postupuje obdobn&, sle jejim ci-
lem je ziskéni ekvivalentni soustavy s diggondlni matici.

M&jme tedy soustavu A.x = b , s regulérni matici A typu(n,n) a nenulovym vekto-
rem pravych stran b. PFi obvyklém znafeni prvki matice A a vektord x, b mé sousta-

va tvar
81X * 8%y *oeee t B Xy = Dy
ta43) as1 ¥y + 322"2 + ees + agpXy b2 ’
am¥) * Bpo¥p *oeee *BppXp T bpoe

V prvnim kroku Gaussovy elimineén{ metody predpoklédéme, Ze a;9 § 0. Je-li
8, =0, pak vzhledem k regularité matice A je alespoh jeden z prvki prvniho sloupce
831 8311 ***» ¥y nenulovy. Stadi tedy pfislusnou rovnici pfefadit na prvni misto
a tim doc{lfme &, # O. Prvek g); Razveme hlavnf prvek. V dal¥fim postupu piiZité-
me prvaf, tzv. hlavnd rovnici, nésobenou postupné multiplikétory

mi=-ailfall ’ 132’ 3, a.-’n

ke druhé s posledn{ rovnici. Tim doséhneme redukci rovnic (2.13) na tver & nulami

pod hlavnim prvkem
-11 -



| R PR TR L W TR

g)zq-...i-ag)n = bél) i
(2.14)

(1

oBxy + oo+ ol = )

kde jsou redukovené koeficienty 2. aZ n-té rovnice politény podle vzorcy

(1) =
o4

B3 TR - B3 i=2,3 «esp 1

(1) _
bi = b, +mi.b1

i _2’.3’ sesy 0

[N
I

Ovéfte 8i, Ze a](_%) O pro i=2, 3, «.., N.

Tim se podaifilo eliminovat z druhé aZ n-té rovnice neznémou Xy . Zcela analogic-

ky provedeme druhy krok za piedpokladu ag‘].;_;J $# 0. Je-1i aéa’ = 0, psk mezi prvky

a-.%), a%’, P 91(1%) vybereme nenulovy (ktery vzhledem k regularit® existuje) a
pf{slusnou rovnici prefadime na druhé mfsto, tim bude asi’ # O. Mynf mé prvek all)

funkci hlavnfho prvku a hlavnf rovnici je rovnice druhéd. Soustavu (2.14) upravime
tek, Ze 1. rovnici ponechéme a ke tfet{ aZ n-té rovnici p¥i¥teme hlavnf rovmici (tj.
2. rovnici z (2.14))ndsobenou postupn& multiplikétory

2 o WB/eB, 13k e

Soustava (2.14) bude mf{t po tomto kroku eliminovény ze tieti aZ n-té rovnice neznémé
xl’ xao

JestliZe pPedchézejici postup zobecnime, pak v keZdém k-tém kroku, k =1, 2,
esey O =1, dostévéme soustavu

81X * 8y ¥y * 83 X toeo ta X = Bq

ssasess "sesssnatatsE RNt IR TR, O e Y

(k-1) (k-1) k-l] _ n(k=1)
By Xi|t O k41¥k+l  Toccc t 8 = by
(2.15) ) ) B
~_(ic) k _ k
ak+1,k+lxk+1 s ¥ Bk-l-]. n*n * h]:+1
(k) (k) _ ()
n k+1xk+1 + ese + ann xn - bn

ve které se redukované prvky k-tého kroku poitajf podle vzorcd

k-1) _ (k-1) , (k-1)
g L) = - aff e
i=k+1,k+2,...,0
alk) (k-1) (k-=1) _(k-1) e
(2-16) 1.'] = aij + mi [ akj - j=k+1’k+2"..'n'
b}.k) = b;k-l) 3 %(-k-l.) bj(:k"l)

- 12 =



Jist¥ platf 91“;) = 0 pro 1=k+l,k+2,...,n. PFi k=1, tj. na za¥4tku, poklsédéme

() _ 0) _
853 = &  DPj " = Db;.

Po n - 1 krocich bude mit soustava (2.15) trojuhelnikovy tvar a jejf Feseni, je
podle (2.12) déno vzorcem

n
e % = zdp (P - 3 i), tenaon,
' ;E_-TT ' J=i+1 EX 3/ ’ ’ ’

ReSen{ trojihelnfkové soustavy se nazyvé zp&tny chod Gaussovy elimina¥nf metody.

P¥i programovéni metody podle vzorcd (2.16) miZeme vynechat horni indexy, proto-
%e Upravy prvki matice A a vektoru b provéddime v témZe pam&fovém prostoru.

Priklad 2.1 Gaussovou elimins®n{ metodou reZme soustavu

1,

X + 2x2 + x3

(2.18) S -2,
211 - X=Xy = 1 .

KeZenf: Postupné kroky jsou pifehledn& sestaveny v nésledujici tabulce 2.1.

k i m; | &y 855 853 by

1 (1] 2 1 1
0 2 & it 1 0 -2

3 2 g - 1
. 2 1 3 ol

3 [-2 -5 =3 -
2 3 5/3 - 8/3

\ Tgb. 2.1

Tim jsme z{skali trojuhelnfkovou soustavu
X + 2x2 + x3 = 1,
3x, + Xy == 1l ;
= 4/33‘3 = 8/3 ]

s Pedenim

£ 2, x2={-1—2}/3=-l, Xy =l-2+2=1.

*3

Obm&nou uvedeného elimina&nfho postupu je tzv. Jordenova eliminani metoda, kte-
ré vytvér! nulové prvky jak pod, tak také nad hlavnim prvkem, a tim pPevddi danou sou-
stavu na disgondlnd tvar. Prvni krok Jordanovy eliminace je shodny s Gaussovou elimi-
neci, tedy budeme vychézet ze soustavy (2.14), ve které pouze z divodi oznaleni polo-

#ime i® a{}), pro j =2, 3, «eey B @ by = bll). Za predpokladu aé%) # 0 (ne-

nf{-1i tomu tak, dovedeme si ji% poradit) pfilteme ve druhém kroku k i-té rovnici,

-13 -



i=1, 3, 4, +«es, 0, rovoici druhou, vyndsobenou multiplikdétorem
u _ _ 1), (1)
my = a5 /322 &

Z (2.14) tek dostaneme soustavu, kterd mé v 1. a 2. sloupci vZechny nedigonslni
prvky nulové,

Za predpokladu nenulové hodnoty postupn& vytvéfenych diegonélnich prvkl miZeme
analogickymi kroky pokrafovat déle, tekZe v kaZdém k-tém kroku, pro k=1, 2, ..., n,
nulujeme prwky k-tého sloupce s wyjimkou prvku diagondlnfho. V k-tém kroku dostévéme
soustavu

(k) (k) _ (k)
% Y8 kel et oz =B,
(k-1) (k-1) (k-1) (k-1)
a X, + & X, + aen + B X = b
kk k kK, k+1 k+1 ’
(2.19) ’ , B k
(k)
X (k) - ulk)
B+l , k1 %k+l + .0 + S41,0%n Byey s
(k) (k) (k
8,ke1¥ksl  *oeee Y @ppXn = By ds

kde se redukované prvky politaji ze vzored

(k-1) (k-1 k-1
nf ) = - ol e

(2.20) a:%) - a].(_lg-l) + mj(_k_l.) a]i];-l) y
(k) _ ", (k-1) (k-1) , (k-1
bi = bi + mi .J bk ) ¥

pro i =1, 2, eeey k=1, k+1, «c., B & J=k+1l,k+ 2, «ooy N.

PFi k = 1 poklédéme a;g) = & 5 b£0) =b; pro i, J-=
=1, 2, 3, sesy Ne
Po n krocich bude mft soustava (2.19) diagonéln{ tver, tedy

(n=1 (n)
T N T I T
a potom
(2.22) xi = b:{n)/a:‘{'i—l) ) i = 1l 2‘ LN n,

Vzhledem k jednoduchosti vzorce (2.22) by se mohlo zdét, Ze Jordaniv postup je
jednodu¥s{, avdak pii bliZi{ anglyze po&tu operaci se ukéZe, Ze Jordanova eliminace
spotfebuje pfi "velkych" n asi o 50 % vice operaci, a tedy i strojového Zasu. Proto
se budeme orientovat v&t¥inou na Gaussiv postup.

Pri programovénf{ Jordanovy metody podle vzorel (2.20) jsou op&t hornf indexy ne-
podstatné, protoZe redukované prvky uklédéme v pam&ti na pivodni mista.
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Prikled 2.2 dJordanovou elimina&ni metodou PeZme soustavu (2.18).
Re@enf: V nésledujic{ tabulce jsou sestaveny vysledky jednotlivyeh kroki.

k : g 8 832 83 b

1 2 1 1

0 2 -1 . i 0 -2

3 | 2 -1 -1 1

T

1 1 2 1 1

1 2 1 (3] 1 -1

3 -2 -5 -3 -1
b | - 2/3 1/3 5/3

2 2 3 1 -1
3 5/3 - 8/3

1 1/4 1 1

3 2 3/4 3 -3
3 - 4/3 - 8/3

Tab. 2.2

Ze t¥etfho kroku plyne x1=1,x2=-lax3=-2.

Poznémka 2.1 Vzorce elimina®nich metod jsou zapsény za predpokladu, Ze hlavni prvek
je wZdy prvkem disgonélnfm. Problémi, které jsou spojené s nediagondlnimi hlavnimi
prvky, si v¥imneme aZ p¥i vyb&ru hlavnich prvki v nésledujicim odstavci.

2.3.3 Vybér hlavnich prvkid

M&jme dénu soustavu (2.13). Gaussova elimina¥ni metoda je teoreticky realizova-
telnd, jestliZe je v kaZdém kroku ak_k-l) # 0, jek vidime z (2.16). Je-li v3ak v po-
dilech m]g_k =) absolutni hodnota jmenovstele vzhledem k &itateli mald, nastévé pro-
blém velkych zaokrouhlovacich chyb, jejichZ hromed&ni miZe vypoZet zcela znehodnotit.
Proto provédime tzv. vyb&r hlavnich prvki, sbychom omezili chyby podfld pfi vypo&tech

multiplikétors m{*) v (2.16).

Nejdf{ve si popi¥eme tzv. sloupcovy vybér hlavnich prvki u Gaussovy eliminace.
Pro k =1 hleddme v 1. sloupci prvek s maximélnf absolutni hodnotou. Je-1i

’ |ar11] = max |ayl

i=1,2,...,0
pek prvni hlavn{ prvek je a,, a prvnf hlavnf rovnice mé index ry . V dalsim po-
1

stupu miZeme rovnici r, pfemfstit na prvnf mfsto a pokrafovat obvyklym zpisobem,
nebo ponechat rovnici r, na svém mist¥ a neznémou x; eliminovat z ostatnich rov-
nic tim, Ze k nim pfiéteme vhodné nésobky hlavni rovnice. Pro k = 2 vybereme za
aruhy Hlaval prvek ap (1) takovy, pro ktery platt
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(1) (1)
= max 3
l %22 l i.=1,2,--.’nla]'2 I’
1¢r1

tedy druhé l:.llavni rovnice mé index r, . Postupujeme-li opdt bez premistovént rovnic,
pak eliminujeme nezndmou X, %e v3ech rovnic krom# prvni a druhé hlavni rovnice tim
Ze k nim pri¥teme vhodné ndsobky druhé hlavni rovnice.
Obecn& tedy v k-tém kroku, pro k = 1, 2, veay 0 =1, hledéme k-t§ hlavnt prvek

sf.:;“ , Pro ktery platf

;]

(k=1) | _ (k-1)
| em | i=1,2,000,0 o™ -
i#0),Th50 00,1y 4

Je-li takovych prvki vice, vezmeme ngpr. ten, ktery mé nejmensf Pédkovy index. Redu-
kované prvky k-tého kroku dostaneme podle vzorci

(k) _  _(k=1) (k=-1) / (k-1) (k-1)
Qij = Eij - (aik /arkk g kj

(k) _ (k-1) (k=1) / (k-1) (k=1
bi = bi - (aik /ﬂrkk ) . brk )

pro i =1, 2, «esy n, ale i#ry, Ty eee, 7 , J=k+1,k+2, ..., n

Po n - 1 krocich je pfimy chod Gaussovy eliminace ukonfen, i kdy% soustava nemé troj-
Ghelnfkovy tvar, ale Upravou bychom jej mohli snadno ziskat. Zp&tny chod bez piPerov-
névén{ soustavy lze zapsat takto: !

n
(2.23) Xs ;I‘G'%IT (h:(';'_-l) . j§1 a;;gl)xj), i=n,n-1, ..., 1.
31

PFi i = n se suma ve vzorci (2.23) vypoustf.

Obdobn& provédime fddkovy vybér hlavniho prvku. V k-tém kroku vybereme za k-ty
» bro ktery plati

hlavni prvek takovy prvek k-tého Fédku aka;

(k1)

(k-1), _
Ia“k i = J:l,z,T?f,n lak-’ | »

J*Bl’sz""’sk-l

kde 8y, 85; +++; 8, 7 Jsou sloupcové indexy predechéizejicich hlavnich prviki. PFifte-
ni{ vhodného nésobku k-té hlavni{ rownice postupn¥ ke zbyvajicim rovnicfm obstardme nu-
lové prvky v ak-tém sloupci. Po n - 1 krocich dostaneme "skryt&" trojihelnfkovou sou-
stavu, kterd je opét snadno Feditelnd za pouZiti sloupcovych indexd 81y Bpy eesy S
kde s, Jje poslednf zbyvajici sloupcovy index.
Posledni a nejnéro&ndjsi je 1 b&r vnfch , kdy se za hlavnf prvek
k-tého kroku vybere takovy prvek en. & minimdlnfmi indexy, pro ktery plati
l (k-1) | {k-l)l
= mex a5 |,
8rs i3 ij
kde i, j probfhé indexy, které nebyly v pfedchézejicich krocich rovny indexim hlav-
nich prvkd. Uplny vybér hlavnich prvki je &asovd zna¥nd nérodny, ufivé se jenom zi{d-
ka, a proto se jim nebudeme podrobn& zabyvat.
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Pi{klad 2.3 ReZme soustavu (2.18) Gaussovou eliminaci se sloupcovym vyb&rem hlav-
nich prviki.
Re¥enf: Vypofetnfi kroky jsou op&t sestaveny v tabulce 2.3.

k i my 81 85 83 by
1 1 1 1

0 2 -1 1 0 -2
3 (2] -1 o 1

; i -1/2 5/2 3/2 1/2
2 1/2 1/2 -1/2 - 3/2

2 2 -1/5 - 8/10 - 16/10

Tab. 2.3

Dostali jsme tedy soustavu ve tvaru

5/2::2 + 3/2 Xy = 1/2 Xy = 2
- B.f’le3 = - 16/10 ) = ¥ 8 = 1
2% = X, = Xy = L x, = 1

2+3.4 Metoda LU-rozkladu

Pod pojmem LU-rozklad (trojihelnikovy rozklad) regulérn{ matice A budeme rozu-
m&t nalezenf takové dolnf L a hornf{ U trojihelnfkové matice, aby platilo

(2.24) A = L.U.

Rozklad (2.24) je vak vicezna¥ny, a proto miZeme jest& volit hodnoty n&kterych prv-
ki matice L nebo U. Casto volfme v matici L jednotkovou diagondlu. Existenci a jed-
noznanost takového rozkladu zajituje nésledujici vé&ta.

Véta 2.1 Nechf A je &tvercové matice, jeji% hlavni subdeterminanty jsou
nenulové. Psk existuje prévé jedna dolnf trojlhelnfkové matice L s jednotkovou diago-
nélou a prévé jedna horni trojihelnikové matice U tak, Ze plati (2.24).

Dikaz je proveden napi. v [18_] -

Méme tedy nalézt takové prvky ‘ei,j' u; 55 pro které plati:

81 Bio 'we L | 1 nll lLJ.2 ul] A uln
8y 8 e+ 8oy 4?21 1 u,, u u

23 -ee 2n
831 332 e 8311 131 ‘832 1 e u33 s u3n

sssEssEsaETRaTEREN sssssssssEsassaRERE sssssssateneraane Fana e

&1 e cec fan A dnp by oeee 1
Z definice nfésobeni matic plyne, Ze pro:
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) < )
a i=3 8 ; El Jikuk,g +u .,
i-1
T TR T Z ’eik“k,j ;
j
b) i j ol > .
1 >J alJ E ikuk:j Z‘ z‘lkuk;j 1jujj ,
&ili ( u:“ka) fos

Vypofet miZeme vést napf. po sloupcich, takZe pro j =1, 2, 3, ..., n Vypodi-
tévéme postupn#
i-1
Y 5 8 - Z'elk“k.] 3 pro i =1, 2, seey J,

(2.25) 13

ci.j = (ai.j o kg]l_ ’eikukj)/u:jj s PTro i

8
(Je=li r> s , pek klademe >, ... = 0.)

r
UZi jeme-1i rozkled (2.24) p#i Fedenf soustavy A.x = b , dostaneme soustavu
L.U.x = b a ta je ekvivalentn{ FeSeni dvou soustav

|.j+l’ |j+2' LA nt

Ly =b a Ux-=g,

které Fesime podle vzorci (2.12). Tato metoda se nazyvé Croutova, resp. Doolitlova.

Vyhody LU-rozkladu jsou zfejmé teprve tehdy, kdyZ fesZime vice soustav s odli3ny-
mi pravymi stranami, protoZe metody rozkladu nem&ni pravou stranu soustavy.

Jest& si v3imneme jedné modifikace LU-rozkladu. Je-11i A symetrické pozitivng
definitn{ matice, pak existuje prévé jedna dolni trojihelnikové matice L s kladnymi
disgonélnimi prvky, pro kterou platf
(2.26) A = LLT .

Toto tvrzeni je dokdzéno ngpi. ve [iz] . Zmin&nd modifikace se nazyvéd Choleského me-

toda.
Z definice soudinu 11’ odvodfme uZitfm rovnice (2.26) vzorce pro vypofet prv-

ki matice L . Pro j =1, 2, «..; N dostaneme

_Ez% s

(a1 Z!mlka)/l y Pro i = j#l, j+2, eee, Do

(2.27) f.].]

Poznémka 2.2 Ve [23:[ je ukdzéno, %e LU-rozkled neni v podstat® nic jiného, neZ jind
formulace Gaussovy elimina®ni metody bez vwyb&ru hlavnich prvki. V této publikaci je
uveden také algoritmus LU-rozkladu, ktery uZivéd vybér hlavnich prvki a omezuje také

zaokrouhlovaci chyby.

Poznémka 2.3 Metoda Choleského je velmi uZite¥nd pii Pedenf velkych Fidkych soustav
se symetrickou pozitivné definitnf maticf - viz [13‘] .
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Priklad 2.4 ReZme soustavu (2.18) pomoci LU-rozklasdu.
ReSen{: OvéFte si, Ze podle vzored (2.25) dostaneme

1 2 1 1 1 2 1
=l 1 0ol=(1 1 . 3 1= 1n.u .
2 -1 - 2 -5/3 1 -4/3

Pek ze soustavy L.y = b dosteneme =1, Jp =~ = - 8/3 a ze soustavy
U.x = y vypolitéme jiZ hledané FeSenf X3 = 2 X, = = la X, = L

=
-

e
w
I

24 Iteradni metody FfeZenif soustarv linedrnnich
algebraickyech rovnic

Iteradnf metody jsou ty, jimi% hleddme FeZeni soustavy postupnym p¥ibliZovén{m.
Presné Te¥eni je pak limita posloupnosti postupnych aproximacf. Velkd skupina iterad-
nich procesl pro soustavu A.x = b hledé postupné sproximace ;{k) podle rekurent-
niho wzorce

(2-@) ;(k) = x(k-lj o+ Hk(.t.'. i A._J!.'_{k-l)),

kde Hyp Jjsou Jjisté matice a g(m Je polételini aproximace FeSenf. Vzorec (2.28) je
spln&n pro libovolné H, ~TeSenim rovnice A.x = b . Volbou matic H, dochézime
k riznym itera¥nfm procesim. Je-1i H_ konstantnf nebo se cyklicky opskuje po jistém
podtu krokl, dostévéme tzv. stacionérn{ itera®ni{ metody. V opaZném pfipad® jde o me-
tody nestaciondrni, v nichZ iterafni pfedpis na pravé stran® (2.28) zévisf{ na k .
Nestaciondrni metody pFfesshuji rémec tohoto skripta a proto se jimi nebudeme zabyvat.
Ctenét se s nimi miZ%e sezndmit nepf. v E’!.il : [2]] , [li] ¢

Pii iterani metod® sestrojime podle (2.28) z poléteni gproximace ;w} po-
aloupnost !tl) ;(2), ess » Vypo¥et ukon¥ime bud po stanoveném po&tu iteraci nebo

]
v okem¥iku, kdy se po sob& jdouci iterace "dostatedn® mdlo" odliZuji, tedy kdyZ platf
I lv’.l:) _ Z(k-l)" < g.

Pek ¥{kéme, %e sproximace x'X) je urdena s presnostf & .

2.4.1 Prostéd itera®ni metoda - Jacobiova metoda

V prosté iteradni metod& upravime danou reguldrni soustavu A.x = b na tvar
HA.x = H.b , kde H je konstantn{ regulérn{ mstice "blizké" mstici A™l . Prifteme-1i

k ob%ma straném vektor x , pak dostaneme po Upravé rovnici

x +H(b - A.x) ¢ili x = B.x+¢,

(2.29) x

kde B=E-HA a ¢ = H.p,

kterd je zékladem pro iteralni vzorec
LB o g gUel) o

(2.30)
U soustav & nenulovou (rad&ji dominantni) diagondlou je vhodné wolit
0 pro i%
H = (h. z) kde . =
g - S e
ii
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potom

O mpley ayley e e B
(2.31) B= -~ 2217222 0 83782 o+ 88 , ¢ = by/ay,
T W™ an3/an.n ove 0 b/ .

Odpovidajic{ itera&ni vzorec (2.30) miZeme pfepsat do soustavy

(2.32) B o (o - 3 D - 3T ) VI

J=1 J=i+l

pro 1 =1, 2, «ee, N

Iteraéni metoda Fizend rovnicemi. (2.32) se nazyvéd Jacobiova iteradnf{ metoda.

Poznémka 2.4 V¥imn¥te si, Ze rovnice (2.32) miZeme ziskat ze soustavy A.x = Db tim,

2e v ka¥dé i-té rovnici osamostatnime na levé strang nezndmou Xy o

©) PFi realizaci prosté iteradnfi metody vzniké otézka volby poddtedni aproximace
x , otézka podminek konvergence posloupnosti {; } k feSenf rovnice A.x =b a
kone#n& i otézka rychlosti konvergence.

Vsta 2.2 MSjme dénu vzorcem (2.29), resp. (2.30) prostou iterafni metodu pro regu-
lérni soustavu A.x = b . JestliZe plati

(2.33) IB|| = [|E-HA <1,

potom posloupnost aproximeci {;(k)} podftané podle vzorce (2.30), konverguje pro
libovolnou pofétesnf sproximeci x°’ k FeSenf soustavy A.x = b . Déle platf

(k) s x*‘ ” < 1Bl "x(k)

< (k=1) ”
1 - lIBlIl .

(2.34) I x -x

kde ;* je PeSeni soustavy A.x = Db . Normy matic a vektord jsou souhlasné.

Z této v&ty vidime, Ze Il Bll<1l Je postadujici podminkou konvergence itera®niho
procesu, ktery vychdzi z libovolného vektoru x G . Rychlost konvergence roste pro
IBll <<1 a je malé, kdyZ lIB|l je blizké 1.

JestliZe iteradni proces ukondime pFi spln&ni podminky

x5 - x| < g,

pek podle (2.34) plati

(k) * Il Bl
- < e —
= £l 1 -1Bl

Pro Jacobiovu itersdn{ metodu plat{ je¥t¥ jedna snadno ov&Fitelnd postalujici
podninka konvergence danéd nésledujici v&tou.

Viéta 2.3 JestliZe matice soustavy A.x = b Jje diagonéln& dominantnf, pak Jacobiova
jtera®n{ metoda (2.32) konverguje nezévisle na volb& polételni aproximace k feZend
zadané soustavy, a to v Fédkové nebo ve sloupcové normé.
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Dikaz: Je-1i A diagonélnd dominantn{, pak pro libovolné i nebo j platf

n
91> o) 0w agy > 2 jagg -
J#i it

Potom napf. z prvnf nerovnosti platf

pro i=1,2, ..., n,

j=1
J¥i

tedy

i 1
3*1

Vzhledem k nulovym diagonélnim prvkim matice B je na pravé stran® posledn{ ne-
rovnosti Fadkovéd norma matice B, tedy Jje splndn predpoklad vity 2.2 a Jacobifiv itera-
&ni proces konverguje.

2.4.2 Gaussova - Seidelova iteraZnf metoda (G - S itera&nf metoda)

G -5 itera®ni metoda vychézi z jednoduchého principu Jacobiovy metody de-
finované rovnicemi (2.32). V JacobiovE& metod® se v3echny sloZky nové (k-té) aproxi-
mace poéita,;i Jenom ze sloZek pfedchézejfcf k - 1 apr?ﬁ.mace, pf-eitoie pri vypodtu
sloZzky x; méme JjiZ k dispozici opravené sloZky X777y essy Xp.) o V SeidelovE
metodé se postupuje v zésad& podle vzorcld (2.32), ale pfi vjpodtu x5 se uZivé
JiZz opravenych hodnot x;7°, ..., x.l_:i, tedy se postupuje podle vzorct

(x) _ (k) _ (k-1)
(2.35) x5 = ( E 83 3% j= 1+1 83 3%5 )/ 8ii

pro i =1, 2, «es, N

Tuto metodu miZeme formulovet také v maticovém vyjddieni podle (2.28) tak, Ze
zavedeme matice M), H,, ..., H), kde Hj (s =1, 2, «vs, n) mé vB8echny prvky nulové
krom¢ h_ = l/ass' Dosadfme-1i postupn& mstice H_ do (2.28), dostaneme rekurentni

vztahy
(2.36) E(BJ B !(5-1) ¥ Ha(g - A'E(S_l)) y 8=1, 2, «sey 1,

které lze pPfepsat do iteradn{ soustavy

x:-fS} I I R O SRR, [ S|
(2.37) (s) u (e-1)
_
xss = (bg = JZ_]:. 8si*;j )/aaa
J¥s

pro i=1, 2, seey I
Z pfedchézejiciho je zPejmé, Ze kdyZ z poddtelniho vektoru ;(0) sestrojime po-
stupné vektory

L0 - ©), (2

)’ x - ?2(3-(1}), cers l(n) = ?n(x{n-l)J ,

‘f’l (x



kde ), fp1 +++y ¥, Je obecné oznafeni pro iteredni vzorce (2.36), psk vektor E{nJ
Jje shodny s vektorem x 1 vypodtenym podle (2.35).

Nésledujic{ véta formuluje postadujic{ podminky konvergence G-S itera®n{ metody
pfimo vzhledem k matici A.

Véta 2.4 M¥jme dénu soustavu A.x = b . Je-li matice A bud disgonélng dominantn{ ne-
bo symetrickéd a pozitivng definitn{, pak G - S itera¥nf metoda definované vzorcem

(2.35), resp. (2.37) konverguje pro libovolny poléte&ni vektor ;to) k feSen{ sou-
stavy A.x =Db .
Poznémka 2.5 Jacobiova metoda se v praxi uZivé mén&, protoZe G - 5 metoda kon-

verguje skoro vidy, kdyZ konverguje Jacobiova metoda a v&tdinou konverguje rychleji.
G-S metoda miiZe konvergovat i tehdy, kdyZ Jacobiova metoda nekonverguje.

Prikled 2.5 ReZme Jacobiovou a Gaussovou - Seidelovou iteranf metodou soustsvu

5,63 X = 1,53 x, + 1,06 Xy = 9,28
(2.38) -1,53 X + 4,36 X, + 2,01 X3 = - 1,87
1,06 X, + 2,01 x, - 5,03 Xy == 11,01
ReZenf{: Danéd soustava je diagondlnd dominantni, proto ob¥ metody konverguji. Pfeved-
me tedy (2.38) na iteradnf tvar (pifi vypo&tu budeme zapisovat &ty¥i cifry)
x, = 1,648 +0,2718 x, - 0,1883 x4
X, = = 0,4289 + 0,3509 x; -0,4610 x5
xy = =1,39 - 0,2107 x; +0,39% x,
a vypo&itejme pro kaZdou metodu 20 iteraci, které sestavime do tabulky 2.4.
Jacobiova metoda Seidelova metoda
X x](_k) xék) x;k) 1!:::k) x;k) x_'(ik)
0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
5 0,997 180 | - 0,991 322 | 1,970 240 1,000 507 | - 1,000 970 | 1,999 819
10 0,999 534 | - 0,999 933 | 1,999 446 0,999 572 | - 1,000 131 | 1,999 958
15 0,999 572 | - 1,000 127 | 1,999 949 0,999 572 | - 1,000 131 | 1,599 958
20 0,999 572 - 1,000 131 | 1,999 958 0,999 572 | - 1,000 131 | 1,999 958
Tab. 2.4

2.4.3 Relaxa®ni metoda

Seidelova metoda, tak jak jsme ji formulovali v maticovém tvaru pomoci matic

Hl, tenty Hn’ pat¥{ do t¥{dy tzv. relaxafnich metod, které v Jjednom kroku modifikuji
jednu nebo vice vybranych sloZek feden{ tek, aby jedna nebo vice rovnic byly v tomto
kroku splndny presns. Metody tohoto typu jsou vhodné pro "ru¥nf" pofiténi, protoZe
umozhujf podtéfi volit operativn¥® postup tak, aby v k-tém kroku byly spln¥ny pPesng
ty rovnice, které spliuje pfedchézejici aproximace s nejvét3i chybou.
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Relexatni metoda probihé tgkto:
a) Zvolme polétedni vektor ;(0) =(x{0), xéUJ,..;., xx(lm .
b) Vypodtéme tzv. rezidudlni vektor
(0)

n
_ (0
=bh - A-Z Y kde r. } = B = Z Bijx‘;O)’ pro is 1’ 21 seey n,

~0)
i i” g

¢) Nalezn¥me tu sloZku rezidudlnfho vektoru, které mé maximdlni absolutnf hodnotu.
Necht tedy

|20 = x| =] .
a) Vektor x4 b i x© '
r X ude mit oproti x zm&n&nou pouze Jjednu sloZku, kterou vypodi-
téme tek, aby vektor
r(l} = b- A.;(]‘)

(1) " 1
m&l sloZku Ty nulovou. Ozngfime-1i x_( ) = (x{l),...., xél)), pek platdi

(1) _ (o) .
x5 = X5 pro i$fu a x‘il) = x‘:O) + oL, kde zatim neznfme index u a pfi-

ristek o, . Pro o& dostaneme podle piedehézejiciho rovnici

n n
(1) _ (0)
°=bt'¥at,jx.j "bt.'.z_"a-t.jxj =By X
J=1 J=1
tedy
(2.39) & = r,:f”/am .

S ohledem na presnost podflu (2.39) najdeme index u tak, aby platilo
| 2u | = mg.x 8¢5 | °

e) Kroky b), ¢), d) opakujeme tak dlouho, pokud rezidudlni vektor nemé dostateZn&

malou normu,

Popsany algoritmus je jenom zékladnim pzinc:i.pem relaxaénich metod, které jsou
velice mnohotvérné. Tento algoritmus neni pro po&ftad pr{li3 vhodny, protoZe neusté-
1¢ hledéni maximélnich hodnot je pfi v&ta{ soustav® p¥{li¥ zdlouhavé (tedy i néklad-
né na podet operaci i strojovy &as).

2.5 ReSeni maticove rovnice AX=B. Invertovéni
——

matice
_—

M&jme zadénu dlohu (2.6), které je ekvivalentn{ FeSeni systému soustav rovaic
(2.7). Protoze v systému (2.7) se jednotlivé soustavy 1i3i jenom pravymi strenami,
pak se pro fedenf nabfzej{ elimina®nf metody e metods LU-rozkladu. Problémem Te-
sitelnosti tlohy (2.6) se nebudeme zabyvat, protoZe se dé prevést na problém Fe¥itel-

nosti soustav, ktery jesme diskutovali dfive.

2.5.1 ReZeni rovnice AX = B eliminact

Rovnice AX = B 1lze zapsat ve tvaru
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ﬂnl tee ann xnl e xm bnl “se bnn

v n&mZ je skryto n soustav (2.7). PFi uZitf Geussovy eliminadn{ metody vychéz{me
ze vzored (2.16), kdy v kaZdém kroku redukujeme pravé strany odpovidajici rovnice
ve v8ech soustavéch. Z divodl snadného oznafovdni budeme predpoklédat b11 a; o+l
b;» = 8 nepr ot bip = 8 on* Tedy podle (2.16) po¥ftéme pro k =1, 2, ..., 0 -1

redukce soustav (2,40) podle vzorce
(2.41) ai(.lg) - (lc-l} ( (k—lJ/ (k-l)) (k«—l)
J
pro =k +1, K+ 2, eaey ;:|.5 J=k+1, k+2, ..., 2n, za piedpokladu af‘k U* 0.

M:Lt‘slqr jeme pPedpoklédali 8 3 ¥ a; i . Po ukonZeni postupu podle (2,41) maji aousta-

vy (2.40) pFislusny tro.]uhelnikovj tvar a jejich FeSeni je trividln{,viz odstavec
2.3.1.

Anglogickym postupem lze systém (2.40) Pedit Jordanovou eliminaéni metodou.

PP{kled 2.6 HeZme rovnici AX = B , kde

g b 2 1 1 3 5
(2.42) A = |=1 1 0 a B = [ -2 1 3
2 =1 -1 1 -2 -6

ReZenf: Pro vypodet ufijeme Gaussovy eliminece bez vyb&ru hlavnich prvki a vysledky
sestavime do tabulky 2.5.

k| i my 8y 82 833 bi1 bis | Pji3
1 2 1 1 3 5
o 2 -1 o |-2 1
3 2 |-1 |[-2 1 -2 | -6
2 1 3 1 [-1 4 8
P -2 -5 |[-3 -1 -8 | -16
2| 3 | 573 [Fa3]|-8/3 | -4/3| -8/3
Tab. 2.5

Dostali jsme tedy soustavy

1 2 1 o %2 A3 i 3 2
3 1 ). %3 Xpp %Xp3 |= (-1 4 8 -
A3 Ny a2y -8/3 -4/3 -8/3

z nich? %, =1, 121=-1, x31=2, x12=0, x22=1, x32=l, xl3=-1,
X3 T 2 X33 = 2.

Poznémka 2.6 Pri Pedeni rownic AX = B miZeme samozifejm& uZivat vybér hlavnich prvkd
ve sloupefch, Pédcich, pFipadn® Uplny.
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2.5.2 Invertovéni matice eliminaci

Hledat inverznf metici k regulérni &tvercové matici A znemené podle (2.8) ¥edit
maticovou rovnici AX = E, tedy fe3it systém soustav

311 see aln xll e xln 2d 0

81 ees 8un) \¥m e Xgn/ \O 1

(2.43)

LN
-

saw

an
.
"

K PeSeni soustav (2.43) uZijeme Jordanovy eliminadnf{ metody zcela anslogicky
jeko v odstavei 2.5.1. Oznafme pro i =1, 2, ,.., N 8 nsl = 510 & nep = ©5o
»

sees 8 op = € kde € j jsou prvky jednotkové matice E. P¥i uZit{ Jordanovy eli-
minace redukujeme postupné pro k=1, 2, ..., 0 prvky 85 podle vzored

) | -1 ¢ a(ﬁl)é&-l)) ) aé];-:.) )

43 = %l
2ahe) (x) (k-1)
% T %k

kde i =1, 2, eee, k=1, k+1, eee, n, j=k+1, k+2, ..., 20, 2za predpokla-
du a&'l) 4 0. T{m prevedeme soustavy (2.43) na diagonflni tvar, ktery je trividlng
feditelny. Ov&fme tuto metodu na nédsledujicim piikledE.

Pir{klad 2.7 Invertujme matici A z (2.42).

fleSenf: Inverzn{ matici budeme hledat Jordanovou metodou bez vyb&ru hlavnfch prviki.

k i A E
1 1 2 3 L ) 0
0 2 -1 1 ] 0 1 0
3 2 -1 -1 0 0 3
1 | i 2 | 1 0 0
| 2 0 3 1 1 1 0
3 0 -5 -3 -2 ) 1
i 1 0 1/3 1/3 =-2/3 0
2 2 0 3 1 i i 0
3 0 0 -4/3| -1/3 5/3 1
1 1 o 0 1/4 - 1/4 1/4
3 2 o 3 0 3/4 9/4 3/4
3 0 0] - 4/3
2 | : 0 0
4 2 0 % 0
3 0 0 1
Tab. 2.6

V silné ordmované dolnf &ésti tabulky je pek matice AL .
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2.5.3 Inverze LU-rozkladem

Predpoklédejme, Ze jsme provedli rozklad matice A na sou¥in LU, viz odstavec
2.3.4. Z maticového poStu vime, Ze kdy% A = L.U , potom AL = UL,L}, Stadf tedy
invertovat matice U, L nap¥. Fe¥enim maticovych rovnic LX =E , UY = E , potom
x=L1 a v=v02.0 maticfch X a Y jeXt& vime, Ze jsou doln{ & hornf trojihelni-
kové. JednA se tedy o FeXeni rovnic

L x
11
'!21 1 0 x21 322 e (o}
-a = E L)
'en.'l. .8.n2 P Xpy  Xpo  eee Xpp
Y11 Y2 erc Yip Yi1. Y12 e+ Vip
Vgl eee Yop Yoz == I |, 3
B ¥
Z definice soufinu matic plati:
i-1 _
a) pro i2>) E] -%_kxkj X35 = 0 a xj5 = 1,
J
b) pro i<j ﬁv_‘;j, Uk; = O a us¥55 = 1o

PFi vypottu prvkd x;; e y;j miZeme postupovat po sloupcich, tedy pro
.-]:1, 2, oo-,n je
xJJ = 1L a X5 = - Z Zikxkj pro i = j+l, j+2, ..., n,
(2.45) 3

Y=g w

"
1
——
|_[V]
e

ik‘vk;j)Aii pro i=1, 2, ...,J-1.

PP{klad 2.8 Invertujme symetrickou matici ze soustavy (2.38) metodou LU-rozkladu.
ResSenf: Podle vzoret (2.25) dostaneme (pfi vypoZtu zapisujeme &tyPi cifry):

1.0 5.630 - 1.530 1.06C
L = <-0-2718 1-0 ) ’ 0] = ( 3-944 2.298) .
1.0 - 6,569

0.1883  0.5827
Potom podle (2.45) je
1.0 1 0.1776 0.06889 0,05276
Al ( 0.2718 1.0 ), U = 0.2535 0,08868
- 0!3467 - 0.5827 1. - 0-1522

a kone¥n&
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X ) . 0.1780  0.03815 0.05276
AT =U".L" ={ 0.03815 0.2018 0.08868 .
0.05276 0.8868 - 0.1522

Ovéfte si sprévnost inverze soufinem A.a7L,

2.5.4 Inverze d&lenim ng bloky - metoda vroubeni

Rozd&lme regulérnf matici A na bloky B, C, D, F
( B ’ c )l r
D |F s
r s

kde B, resp. F je &tvercovd matice f4du r , resp. 8 a C, resp. D je obdélnfkovéd
matice typu (r, s), resp. typu (s, r). Stejné d&leni provedeme u hledané inverzni ma-
tice, a to na bloky K, L, M, N. Podle definice inverznf matice plat{

wo  GR)GR-GR).

z &ehoZ podle (2.2) dostaneme rovnice

BK+CH=EIT BL + CN

DK + FM =0 DL + FN

EBB

Z prvni dvojice rovnic vypolfitéme matice K, M a ze druhé L, N,

-1 -1

M= (-7, T, N = (F-DBYc)?,
k=1.p?.ou, L=-B"cn.
Matice K, L, M, N budeme po&itast v tomto poFfadi:
(2.47) N=(@F-p8te)l ,L=-8Ycn,m=-NBL, k=8 -pB"cem.

Ve vzorcich se krom& maticovych operaci invertuji pouze dvé matice a to B a
(F - DB"1C) , které jsou typu (r, r) a (s, s).

Invertovédnf matice d&lené na bloky Jje podstatou tzv. metody vroubeni, pro kterou
oznglime Ay, Ay eeey A, hlavnf sublilauce matice A. Invertovéni submatice 4; Je
triviélni, protoZe A; = 311) a A" = (1/311) . ¥ metodé vroubeni{ postupné 1nvertu—
jeme matice 4, (k =2, 3, ..., n) =ze znalosti matic A'l: , - Rozd&lme 4 a Ak na
na bloky

Ay 3

Bx-1k =1 K | L
A = » & "\ | ®
8] +°* Bk-1| Zkk

Ozna&fme-1i tyto bloky podle (2.46), miZeme Ap. vypoditat ze vzorcd (2.47). Vy-
podet je snadny, protoZe B-l = “]—:11' co? znéme z predchézejiciho kroku a matice

(F - DBYC) je typu (1, 1), tedy jejf inverze je triviélnf. Pak je vypodet K, L, M, N
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realizovén pouze zéklednimi operacemi s mat:lcemi a vektory. Po nalezenf A -1 Je

{loha ukonfena, protofe A, = A , tedy A = A7l .

26 Spatn& podmin&né soustavy rovnic

Vlivem chyb vstupnich udajl nefedime ve skutefnosti soustavu A.x = b , ale sou-
stavu :

(A4 +An)x = (p+ Qbv),

kde AA je mstice chyb prvkd 8 5 a Db  je vektor chyb pravych stran b; . Ozna-
&fme-1i Ax vektor chyb Fedeni a x* presné Pesenf soustavy A.x = b, pak platf

(2.48) (a+ An)E*+ Ax) = (o + Ab) .
Uva¥ujme na zad&tku jednodusS{ prfped, kdy O = 0 , tedy podle (2.48) je
A0x = Ob, ti. OBx=at. Ab, s2illAx| S la™h.ndoy.
Protofe A4.x" =Db , je tedy |
Noll € Mall.uxn,  ei W02 pou/slal.

Pro relativnf chybu feSeni tedy plati

I Ax |l 2. u1bby
(2.49) — S Jap. a7ty .. —,
=l e
kde ||All « Il a7l || = C_ se nazyvé &fslem podminZnosti matice A (resp. soustavy Ax = b)

a je mfrou citlivosti relativni chyby FeSen{ k relativnf chyb& vstupnich dat.

Je-1i nsopek A4, $0 a Ab =0, dostaneme z (2.48) Ax = - A AAGF + Ax)
a odtud odhad relativnf chyby FeSend

([} = - IAA]
N NI R L NP
=X+ Axll Ilall
V obecném pripads, tedy pro AA $#0 i Qb 0, jev [ﬁ_] , Tesp. [6] odvozen
vztah
A +||£x_tzll
2,50} I Bxll . 5 A -y
’ P V-V
PO al

Pro velkéd C dostévéme Zpatnd podmininé soustavy, kde se maléd zména vstupnich
dat projevi velkou chybou fe3enf. V takovém pPipadd je vhodné pFeformulovat zadanou
dlohu tek, abychom Zpatn& podmin&né soustavy nemuseli Fedit.

2.7 Vypoldet vliastnich Eifisel

V tomto odstavei se budeme vénovat tfeti zéklednf Gloze, tj. uloze o vlastnich
g{slech, které je naznalena v odstavei 2.2.

Definice 2.6 Necht A je &tvercové matice $4du n . Ufelo A, pro které mé homogen-
n{ soustava
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(2.51) A.x = Ax, vresp. (A-AE)x = 0

nenulové Pefeni, se nazyvé vlestnf{ &f{slo matice A a jemu odpovidajici vektor vlastnf
vektor matice A.

Z lineérni-algebry vime, Ze homogenn{ soustava mé netrividlni FeZeni, kdyZ
det(4 - AE) = 0 , tedy vlastn{ &{sla matice A jsou koFfeny tzv. charakteristického
polynomu

(2.52) p,(A) = det(a - AE) = (- 1P AR s e AP w L o A ke, .

Z toho plyne, Ze matice A mé prévé n vlastnich &fsel A,, Ay, ..., A , jestliZe
podfitéme i s nésobnosti. Tedy vlastni &fslo A je k-ndsobné, kdyZ je k-nésobnym ko-
¥enem polynomu p,(A) . Jist& miZe byt A i komplexnf &islo.

Dosadime-1i vlastn{ #islo A do homogenni soustavy (2.51), pak mé nekone&n& mno-
ho Pefeni, kterd vypliujf{ r-rozmérny vektorovy prostor, kde r =n=-h a h je hod-
nost matice soustavy (2.51). Pgk k vlastnfmu &fslu A pPffsludf r lineérn¥ nezévis-
1jch vektorl. Je-1li vlastni &fslo A k-nésobné, je r " , a tedy k-nésobnému vlast-
nimu ¥{slu A pF{sludf{ maximdln¥ k lineérn& nezdvislych vlastnich vektori.

0 1 1 0

0 ),’ Ay = ( o 1 1

1 0 0 1
vlastni &isla.

HeSenf: Jistd plat{ det(s, - AE) = det(a, - AE) = det(4y - AE) = 1 = )7, te-
dy A= 1 Jje trojndsobné vlastni &fslo ka%dé z danych matic. Matice pfislu3nych sou-
stav tvaru (2.51) maji{ postupn& hodnosti b =0, h2 =1 a l:|:5 = 2 (ov&fte!). Pro
matice 4 , 4, 4 pPisludejl trojndsobnému vlestnimu ¥fslu A = 1 postupnd t¥i, dva a
jeden lineérn¥ nezévislé vlastnf vektory. Vypodftejte je!

Pifklad 2.9 Vypoditejme pro matice

1 0 0
A =<o 1 0), A, =

0O 0 1

N\
S oL
O M

Pripomefime si jestd ndkteré poznatky z linedrn{ algebry:
1) Jsou-1i A, B podobné matice (tzn. Ze existuje regulérn{ matice podobnosti P tek,
%e B = P lap , Tresp. A = PBP-]‘), pak maji shodné vlastnf &isla. To plyne z rovno-

sti 1 2
det(B - AE) = det P (A - AE)P = det(a - AE) .

2) Vlastnf vektory pffsluné k riznym vlastnim &f{slim jsou lineérn& nezévislé,

3) Necht &tvercové matice A Fédu n mé riznd vlastnf &isla Ay, Aps «sey Ag 8 né-
sobnostmi ki, k,, «.., kK, @ nechf ke ka?dému vlastnimu &fslu prislusi
ks Kyy eees kg lineérnd nezévislych vlastnich vektori. Pak k matici A lze vybrat

o linedrn# nezévislych vlastnich vektorl, protoZe plati bod 2) a krom& toho

4) 3:211 mstice A symetrické, pak kaZdému jejimu k-ndsobnému vlastnfmu &fslu pFislu-
%4 k lineérnd nezévislych vlastnich vektor® m vlastni vektory odpovidajfci ridz-
nym vlestnim &1slim jsou ortogondlnf. Z toho plyne, Ze symetrickd matice f4du n
mé prévé n linedrn& nezévislych vektord a lze je vybrat ortogondlni.

5) Symetrické pozitivnd definitni matice mé viechna vlastni &fsla kladné.
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V ¥ad¥ dloh technické praxe nemusime hledat vSechna vlestnf &fsla, sle stadf
nalézt pouze &fsla s extrémn{ absolutn{ hodnotou. Proto si nejdiive uvedeme jednodu-
chou iteralni metodu pro stanovenf maximélnfho vlastniho #fsla matice s n linedrn®
nezdvislymi vlastnfmi vektory.

2.7.1 Mocninnéd metoda

Nechf matice A mé n lineérn¥ nezévislych vlastnfch vektord Xj5 Xpy eeey Xy
které odpovidajf vlastnim &fslim

z > .z

(2.53) A1 >1 A, N L

kde 711 mé maximélni sbsolutni hodnotu a je jednondsobné. Zvolme poddte&ni vektor

1(0) a podle rekurentnfho vzorce

(2.54) : E(k) = A-I(k-l) = Ak-lmJ

poditejme &leny posloupnosti 1(0), 3(1), ««s « ProtoZe vektory Xys Xpy +eey Xp
tvor{ bézi v n-rozm&rném vektorovém prostoru aritmetickych n-Xlennych vektord, psk

(o) _
v = 31.11 + 32.52 * o0 * ap-X,

a vzhledem k (2.54) a rovnosti A.x; = A;.x; také platd

v = m AT ey AGx, ¢ ey Apex, -

Zvolme je5t¥ vektor ¥y a vySetfujme podf{l skalérnich souéind
(1, g(ul)')/(y_, g(k)). Psk dostaneme

(s X520y i AT e (v, ) * A5 e, (x, Xg) + e ¥ A5 1a Gy, x)
(X, y_(k) zlialix, x) +?412:a2(1, X,) * oeee * Aian(y_, x,)
(2.55) o
k+1
oMtk iZ=32( A/ AT ay/e) [ %)/, %) ]
1+ i: (A3/ Zl)k(ai/al} [(y_, 'gi)/(x/gc_l)]
1=2
tedy
CY. v(ki-l)) )\
ddm g =
k-nu(y_, . gadll) 12

protoZe E’m”( A/ Zl)k =0 pro i=2,3, ..., n, nebot |}\i/ A1l <1 . Samozfejms

musime predpoklédat & #0 a (¥, x;) ¥ O . Pomocny vek;or ¥ volime v praxi tak,

aby Jjeho sloZka odpovidajfcf maximdln{ sloZce vektoru ¥ byla 1 a ostatn{ sloZky

byly O . Tato volba minimslizuje objem wypo&tl i chybu podflu (2.55). Tim aproximuje-
me vlaestni &fslo A, podflem odpovidajicich si sloZek vektord z(kﬂ') a g_(kJ i

pFiems pro podfl si vybiréme ty slotky, kde mé vektor v'X) sloZku s maximAlnf ab-
solutni hodnotou.
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&bych?g se vyhnuli poffténi s prf{li¥ velkymi &{sly, je vhodné n&jakym zpisobem
vektory v normalizovat (napf. udrZovat maximdlni sloZku rovau jedné).

Poznémka 2.7 Moeninnou metodu lze uZit i v p¥{pads, k ?‘1 Je vicendgsobné, nebo
v piipedé, kdy Ay = - A, & v dalsfch pFfpadech, viz [11].

Pozndmka 2.8 Vektor g.(k) konverguje pro k — o k vlastnimu vektoru, ktery pri-
slusf vlastnfmu &fslu A, , protoZe

V prektickych pfipadech v&t¥inou iteradni proces konverguje pomalu a je tfeba
néjak jej zrychlit.

2.7.2 Urychleni{ konvergence mocninné metody

Nechi a? je transponovans matlce k matici A. Ob& maji semozfejm® stejnéd vlast-
ni &fisla (nebof det(A - AE) = det(A - AE)), pro kteréd platf (2.53). Déle nechi
X gy eoes Xy o TESPe Zyy Zp e Z, Jjsou vlastni vektory matic A , resp. AT §
které tvoi{ linedrnd nezédvislé systémy.

Zvolme vektory vw), E(OJ, které miZeme zapsat jeko linedrni kombinace

n
o) _ >3 (0) _ E
(2058) v = a: X- , u =
- = ¢ i=1l
a obdobn& jeko v pPfedchdzejicim politejme vektory gm, g(k) podle vzorel
n
o T - k
(2.59) 1“{) = A.g{k 1) . Z &i;\]:if'x-i ’ 1_1(“ = A .E(k 1) Eblkl.z .

Vysetiujeme-1i podil(g(kﬂ], g“ﬂl))/(g(k), gu‘&l}) , dostaneme

(z0+D), y &)Y N A n A A2 s e 2 AR G,
(2.60) =
(E(k}’ B(lst-i'lll) Zja_k"lalbl + ;\2 ayby + eee ¥ lﬁh'lanbn

protoZe soustavy vlastnich vektori lze vybrat tsk, aby byly vzéjemn& ortonormélni,
tedy aby platilo

{;i,ga-)=0 pro 1 ¥ J a (:_:,i,gi)=1,

co? je dokézéno napf. v I:l]-_..l "
ProtoZe platf | A;/A;1 <1 pro i=2,3, «ee, 0 & piedpoklédéme, Ze a, ¥ O,

nj_ ¥ 0, pak
(1(k+1)’ Ll-(19:4-1))

(2.61) lim ——
k+oo (E(k), E(1:1-1))
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Je zfejmé, Ze konvergence je zrychlena, protoZe podfly Ai/ 7‘1 se ve (2.60)
vyskytuji nejméné v moening 2k + 1, zatfmeo ve (2.55) byly v mocnind k .

Tato metoda urychlen{ se teké nazyvé metoda skaldrnfch souding.

2.7.3 Mocninnéd metoda pro symetrickou matici

Pl‘ednhé;ejici metoda skalérnich soudindl je zvl&sts vjhocil.né pro symetrickou ma-
tici (A = A7) , kde zvolime g(o = 10 , tedy 1 ) = g_(k . Potom podfl (2.60)
obsghuje pouze vektory v a (2.61) mé tvar

(I(k+1) . I(k+1)) )

= A, .
k-ue(v(kJ, ¢ k¥1)) 1

(2.62)

Pr{klad 2.10 Vypolditejme pfibliZnou hodnotu maximélnfiho vlastnfho &fsla matice

1 3 1/2
A = ( 1 1 1/4
1/2 1/4 2
mocninnou metodou, a to jednak podle zékladnfho vztahu (2.56) s poddtedénim vektorem
!(O}T = (1, 1, 1) a potom s urychlenim a s vyuZitim symetrie, tedy podle (2.62).

ReSenf: Postupné sproximace jsou sestaveny v tabulce 2.7. Ka%dy vektor g(k) Je
pfed vypodtem dal3f aproximace "normalizovén" tak, aby jeho maximélni sloZka byla

i~
rovna 1. Velidiny A{k) , resp. 'f\ikj Jjsou poditdny podle (2.55), resp. (2.60)

z vektoru g(k) a z vektoru 1“‘*1) pfed "normalizaci".
&1l vik) ?ékj vék) A{k) 2{1:)
0 1 1 1
1 0,5%091 0,8182 1,000 2,75000 2,51667
5 0,7651 - 0,6674 1,000 2,55879 2,53647
10 0,7494 0,6508 1,000 2,53800 2,53653
15 0,7483 0,6497 1,000 2,53663 2,53653
20 0,7482 0,6497 1,000 2,53653 2,53653
Tab. 2.7

2.7.4 VypoZet dalsich vlastnich &fsel

Jedna z moZnosti, jek pokrafovat ve vypoltu druhého a dal3ich vlastnich &isel,
:je postavena na nésledujici vétés.

Vé&ta 2.5 Nechi 31' X je vliastnf &fslo a jemu odoovidajici vlastnf{ vektor matice A.
Zvolme vektor u tek, aby (u, x;) = 1. Pak matice

B = &-Zlgl.glr
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(ET Je Pddkovy vektor, viz oznafenf v odstavei 2.1.1)

mé té% vlastni &isla jako matice A, s v¥jimkou Ay » které je nahrazeno nulou.
Dikaz: wiz napf. [2:ﬂ .

Pak tedy maximédlnf{ vlastnf{ &fslo matice B je A, , které miZeme urdit mocninnou
metodou a obdobny proces opskovat pro hleddénf 23 atd. Problematickd je vdak volba
pomoeného vektoru u .

2.7.5 LU-rozklad pro 1plny problém vlastnfch &fsel

Uvedeme si bez dikazu jenom zékladni vypo&etnf princip. Necht L.U Jje trojlhel-
nikovy rozklad matice A jsko v odstavei 2.3.4. Matice B = U.L je podobné matici 4,
protoZe B = L7l , nebof U = ) AT . Tedy A a B majf stejnd vlastn{ &{gla.

Z LU-rozkladu A = &o = LOU{;l sestrojime podobnou matici Al = Uol'o , JejiZ
LU-rozklad Je Al - LlUl atd. Timto postupem dostaneme posloupnost podobnych matic

(2.63) A = U gL, = LU pro k=1, 2 ...

Dé se dokdzet, Ze kdyZ matice Bk = Ll . L2 ., wiwe Ik konverguji k regulérni mati-
ci, pek matice A, konvergujf k horn{ trojihelnikové matici s vlastnimi &fsly mati-

ce A na diagondle.

Nevyhodou LU-rozkladu je pomalé konvergence a velky polet operaci. Pro 1iplny
problém vlastnich g{sel se u¥fvé také metod zaloZenych na vypoftu charskteristické-
ho polynomu a nmoha dalsfch. PodrobnZji se s t3mito matodami miZete sezndmit nspf¥.

v publikecteh [23], [11].

2.8 Cvicdeni
|

1. Gaussovou a Jordanovou elimina&ni metodou bez vyb&ru hlavnich prvkl Fe3te ndsledu-
jici soustavy lineérnich algebraickych rovnic. Vysledky porovnejte a zp&tnym dosa-
zenim do soustavy ovéfte splnni zadanych rovnic.

a) 0,197 x; + 0,305 x, = 0,206 x5 - 0,084 x, = 0,137
0,468 x; + 0,713 x, = 0,474 Xy + 0,052 x, = 0,119
0,886 x; + 0,764 x, - 0,108 Xy + 0,802 x, = 0,253
X3

0,145 x) + 0,590 x, + 0,613 x5 + 0,365 x, = 0,661
b) 6,036 X + 0,732 x5 - 2,134 Xy + 1,324 x4 =-0,930
-4,821 x; + 0,356 x, + 1,052 x5 + 4,267 x, = 5,713
3,006 x; - 2,307 =, + 1,506 Xyt 0,728'::4 = 8,361
5,604 x; + 4,112 x, + 3,283 x3 + 3,415 x, = 8,478
e) 3,2x +1,4x,+0,6x3 = 3,0 a) 9,8 x +2,3x,~3,7%x3 = 53,8
1,4 %y - 2,7 %, +1,1 Xy = 6,3 -3,1 x; +8,4 x, +1,6 Xy = 23,4
-2,1 %) +1,2x, +9,6 Xy = 15,9 -4,5 % + 1,6 x, + 7,7 X3 =-24,7
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2. Soustavy z pPedchézejiciho cviden{ Fe¥te Gaussovou a Jordanovou elimina®ni meto-
dou s Pédkovym, sloupcovym, resp. Uploym vybdrem hlawnich prvkd. Pfesnost vysled-
ki ovéfte zpitnym dosazenim do soustav a porovnejte s vysledky prvniho cvidenf,

3. Provedte LU-rozklad matic

2 5 0 2 5 6 4 -1 1
A = (6 12 -2); B = (4 13 19 ) C = |-4 6 1)

10 4 =13 6 27 50 8 13 10
a jeho pomoci vypo¥itejte jejich determinanty uZitim vztahu (A = L.U, ...)
det A = det L.U = det L.detU=detU=qu.u22 TP i

nn*

4. Jacobiovou a Gaussovou-Seidelovou itera¥nf metodou FeSte soustavy linedrnfch al-
gebraickgch rovnic

a) 5,21 x + 1,52 x, - 2,37 X3 = 1,32
1,72 x; = 2,97 x, + 0,21 Xy = 4,90
2,01 x; + 0,92 x, + 3,89 x3 = 4,98

b) 12:1-2x2+ 3x3=55
-xl+21x2-5:3=-70
2% - 5!2-1313 ==-49

Za Eoéét.e&ni aproximaci wvolte x{o} = (0, 0,0) a vypofet ukonéete podminkou
“xl ) _ x(k-l)" = 1073,

5. Invertujte matice
4,312 2,156 3,142 3 -2 1
A = (0,349 -1,238 4,006 |, B = (2 o -1
-2,139 0,873 2,154 L =3 3

a) eliminacf, b) LU-rozkladem, c) metodou vroubeni a porovnejte jednotlivé vy-
sledky.

6. Vypotitejte vlastni &fslo s maximélnf absolutn{ hodnotou pro matice

4 1 0 5 4 1 1
A = (1 2 1) ’ 5 - 4 5 1 1 .
0 1 1 T L 1 4 2
: B 1 2 4
Vyesledky
1. a) x = 0,911, X5 < 0,335, X3 < 1,058, Xy z - 0,868,
b) % = 0,415, X, £ -1,306, X5 £ 2,039, X, L 1,414,

c) X = 1 X, = -1, X3 =2,

1]
("%
»
w
n
1
\n
.

a) x = =2, Xp
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Y
b oW e
- - O

0 2 5
o).(o -3
3 0 o0

3- .ﬂ =
1 0 o0 2 5
B = (2 1 0 ). (o 3
3 4 1 o 0
1 0 0 4 =1
c =(-1 1 o) . (o 5
2 3 1 o o
4. a) x]. = 1, xz = -1' x3 = 1,
0,112 096 0,034 573
5. AL = (O,IBB 090 0,291 134
0,034 670 0,152 327
6. A(a) = 4,46, A,(B) = 10,

0
-2), det A = =6,
1
6
7) y det B = 24,
4
1
2 )], detC = 40.
2
b) ¥y =3, %=
-0,227 811
0,265 630) ., Bl = (
0,130 370
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KAPITOLA 3.

APROXIMACE FUNKCE
[uemmabn —S s sl Y

31 0lohea aproximace

Aproximovat funkci znamené nalézt k n{ n&jakou kombinaci (obvykle lineérnf)
specifélnich funkef, kterd bude v jistém smyslu blfzkd k funkci zadané. Divodd apro-
ximace funkce je vice a jsou rdznorodé. MiZe to byt nep¥. sloZitost funkdnfho pfed-
pisu, které znesnadiiuje vypofet, nebo potfeba numerického vypo&tu derivacf a inte-
gréll ¥i jinych charakteristik. Funkci pot¥ebujeme aproximovat také tehdy, kdyZ ne-
znéme jeji analytieké vyjédifenf a cheeme z tabulky (Zasto jenom m&Fenyeh) hodnot
nalézt pribliZné vyjéd¥en{ funkdnf zévislosti.

V celé této kapitole se budeme zabyvat asproximacemi spojité funkce f(x) na
intervelu< a, b> , které je zaddna bud analyticiym vyjédfenim nebo pro ni znédme
Jenom tzv. tabulku funkce

(3.1) If = {{xi’ yi) :}fi = f(xi), xiE<a, b> ’ is= 0’ 1, veny m}.

Diskrétnf mmoZina X = {x,, X}, «oey X3} ¢ < 8, b> obsahuje vzéjemns rizng body,
které jsou obvykle sefazeny monotdnns,

Za gproximujicf funkci budeme brét tzv. zobecnény polynom n-tého stupng

(3.2) P, (x) = Co8o(X) + 18 (x) + ooy + c g (x) ,

kde ¢, ¢7, +.., ¢, Joou reélné koeficienty a 8o (x), gl(xJ, ceey 8 (x) Jje line-
érng nezévisly systém jednoduchyeh, dostatefn? hladkych funkcf, definovenjeh na in-
tervalu < a, b > , které nazyvéme zékladn{ funkce.

Jsou-1i zékladn{ funkce (algebraické) polynomy i-tého stupnd, i = 051y seey B
(napf. 1, %, ..., X© nebo 1, (x - xo), seey (X = xo)n, kde x, Jje pevné), pak
(3.2) je (algebraicky) polynom nejvyse n-tého stupnd, P¥i zdkladnfch funke{ch
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ..., cos Lx, sin Lx (n = 2L) hovodfme o trigonomet-
rickém polynomu n-tého stupni.

Ulohou sproximace spojité funkce f(x) na intervalu <a, b> rozumfme tedy na-
Jit tekovy zobecndny polynom (3.2), aby byl v jistém smyslu blfzky funkei £(x) na
intervalu< a, b > . Podle kritérif pro hledénf konstant oy Cps seey C 51 ukhle-
me tfi typy aproximaci{. Jsou to:

1) Interpoladni sproximace, kdy konstanty Cor C1s =eey Cy Jsou voleny tak, aby
v bodech X, X;, eeey Xy €< a, b > byly hodnoty funkce $,(x) (pPfpadn nskte-

|
rych derivaci) stejné jako hodnoty (pfipadn& derivace) funkee f£(x) .

2) Aproximace metodou nejmensich &tvercd (MNC), kdy Cys €15 eeey €y hledéme z pod-
minky minimalizace bud

m
(3.3) \/ f [£x) -®,(x)] % ax nebo \[go[r(xiJ -¢,x0] 2,
a
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kde m> n. Pak hovoifme bud o spojitém nebo diskrétnim p¥{padu aproximace meto-
dou nejmensfch ¥tvercd a funkei ¢, (x) nazyvéme nejlepsf aproximace.

3) CebyZevova aproximace, jejim# cilem je volit koeficienty Cys €py ey Cp
eby se minimalizoval maximéln{ rozdfl mezi f£(x) a @, (x) na intervalu
< & b >, &li aby se minimalizovala hodnota

tak,

(3.4) max [£(x) -¢ (x)].
X € <a,b> ¢n

Tento druh aproximace se také nazyvé nejlep3i stejnom¥rnd aproximace.

V tomto uebnim textu se budeme tém&F vyhradn¥® zabyvat aproximacemi pomoci po-
lynomi. T{im rozumfme piipad, kdy za zfékladni funkce volime polynomy nultého aZ
n-tého stupn#&, nap¥. 1, X, X°, seey % Aproximace polynomy se v numerické matema-
tice &asto u¥fvajf, protoZe jejich hodnota se dé vypo¥itat konednym po¥tem aritme-
tickych operaci{, snadno se derivuji a integruj{ a i jinak se s nimi matematicky
snadno pracuje. Viechny tyto a jiné vyhody by vSak byly nepodstatné, kdyby neplati-
la nésledujic{ v&ta, kterd zaruduje, Ze pomoci polynomi miZeme dosdhnout aproximace
libovoln¥ vysoké pfesnosti.

Véta 3.1 Je-li f(x) spojité na konedném intervalu < a, b > , pak ke kaZdému
£€>0 existuje n (zévislé na &) a polynom n-tého stupn& p, (x) tak, Ze

(3.5) mex |f(x) -p(x)] < &
X € <a,b> )

Dikaz viz napi. [1] nebo [i]:l .
Poznémka 3.1 Zcela analogické v&ta platf, jestliZe misto tvrzeni (3.5) zapiZeme
nerovnosti

b m
\[f I:(f(xJ - pn(xJ:l 2 ax < £, resp.VE:0 Ef{xi) - pn(xi)] 2 - &,
S
a

kde X, X), eeey Xp (m >n) Jje mnoZina diskrétnich bodi z < a, b >.

Poznémka 3.2 Analogické dvahy bychom mohli provést i pro aproximaci pomoci trigo-
nometrickych polynomd, viz [1] a [11] .

Poznémka 3.3 Tomuto pojeti aproximace se ponékud vymyké odstavec 3.3, ve kterém se
budeme zabyvat tzv. aproximaci po &éstech. To je sproximsce, pfi niZ rozd&lime in-
terval < a, b> na subintervely a v kaZdém z nich zvolime jinou aproximadn{ funkei.
Ve "stydnych" bodech musime viak zajistit n&jaky stupefh hladkosti.

3.2 Interpolaé&ni aproximace pomoci polynomid

Nechf pro spojitou funkei f£(x) na intervalu < a, b > jsou zadény funk&n{ hod-
noty, pfipadné hodnoty ndkterych derivaci v bodech X, Xp; eee; X3 € < ey B2,
které nazyvéme uzly interpolace. Predm&tem interpola&ni aproximace pomoci polynomd
je nalezeni takm polynomu nejvySe n-tého stupn¥
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(3.5) Pu(x) = ¢, +cyx + c2x2 * eoe ¥ cnzn ;

ktery méd v uzlech X1 Xyy eeey Xy 8 interpolovanou funke{ shodné funkén{ hodnoty,
p¥ipadnd nfkteré derivace.

PoZadujeme-1i jenom shodu funk¥nfch hodnot ¢,(x;) = £(x;) pro i=0, 1, ...,m,
pak mus{ platit m=n .

3.2.1 Lagrangeiv interpola&ni polynom

M&jme pro spojitou funkei y = f£(x) na intervalu < a, b> dénu tabulku Tf ,
viz (3.1). Pod pojmem Legrangeiiv interpolani polynom budeme rozum&t (algebraicky)
polynom (3.5) maximéln¥ n-tého stupn& (n = m) , oznafeny Ln(x) , pro ktery plati

(3.6) L(x ) =55 5 I-n(xl) = ¥y eeey Lplxp) =y, -

Podmfnky (3.6) tvwof{ nehomogenni soustavu n + 1 linedrnich rovnic o n + 1 nezné-
myeh Cos Cps wees Cpy jeji% determinant je tzv. Vandermondiv determinant, ktery je
nenulovy, protoZe body X,» Xy, eees X, jaou vzd jemn¥ rizné. Tim je zarudena jed-
noznatné existence polynomu L (x) , ale vy&fslen{ koeficientd c., ¢y, «.., ¢ 2ze
soustavy (3.6) je pr{li¥ t¥Zkop&dné, a proto budeme postupovat jinak.

Je ziejmé, Ze funkece
(x - xo)(!"' xl) P Ii_l)(x - xi_‘_l) eee (x = an

F-(I)= ’i-o’ 1’ o-n'n’
. (x5 = %) (x5=x%7) oee (x5 =xg g ) (xg - %y 0) e (x5 -x%p)

jeou polynomy n-tého stupnd s nulovymi hodnotami v bodech X, Xq, eeey X5 35 X549
eeey Xp, Pro které plats P;(x;) = 1. Pak lineérn{ kombinace funkef F (x), F'l(xJ,

eeey Fp(x) & koeficienty y,, ¥y ¢+es ¥p je hledany Lagrangetv interpola&ni po-
lynom, tedy

n
E vy - Fi(x) =

L (x) =
(3.3 ) Zn:.?- (x - x )(x - %) ..o (x _--xi-l)(_x'xii;) eee (x = xE.)__-_
10 * (x5 - %) (x5 - Xy dewalx; - X570 (X5 = X5 q)eeelxy = xp)
n
_ v Wy (x) X
10 Y (x - x)wilx) T

kde @ (x) = (x = x)(x - x) «00 (x - x,) a
a);(xi) = (%5 = %)% - %) ... t.xi - %5 1) (x5 B X54) eee (X5 = x) .
Jsou-1li interpolaini uzly uspofddény ekvidistantn&, tzn. Ze

(3.8) X341 - % =h pro i=0,1, 2, eeey n -1,

kde konstanta h se nazyvé krokem, pak miZeme zavést novou prom&nnou t vztahen
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(3.9) t=(x-x)/m, &l x-= X, + th,

tedy X =X +ih,x-xi=h(t-i.‘l a X

(o] l—x‘]=h(i—j)-

Dosadime-1i nyni do (3.7), dosteneme Lagrangeiv interpola&n{ polynom pro ekvidis-
tantn{ argumenty

n
L (x) = L(x_ + th) = :E: Vs -3 L., (% :_El___, =
B ] izo "t (t - i)il(n = i)1(~ 1)BL

(3.10)

n
t(t -1) ... (t = n) n-i, n 1
Zit=-2)0¢ By 2

n! i=o t—lyi.

PEiklad 3.1 Sestavme Lagrangeovy interpolanf polynomy Lx), Lyx), Ly(x) pro
hodnoty dané v tabulce 3.1, kdy L, (x)

i 0 1 > 3 Jje definovén na uzlech Xgr Xq, Lz(xJ
= 5 , ] 5 na uzlech Xy X1y X, & L3(x) na
i uzlech X5 X35 Xpy Xge Déle vypodi-
¥ 1 3 2 5 tejme pribliZné hodnoty zadené funk-

ce v bodé 0,5 uZitim ka%dého z poly-

Tab. 3.1 nomd Ll(x) ~ Latx) a L3(xJ =
Reeni:
Ll(x}=x_21+x--o-3=x+l

Lz(xJ - Ix=2)x=3) 1+ x -0)(x - 3) 3+ (x - 0)(x - 2) 5 =
3 - l

(- 2)(- 3) 2(- 1)

= -2/3x°+ 1/3x + 1

{x-—2)(x-3)(x-5)1+ (x-O){x~2J(x-5J3+
(- 2)(= 3)(- 5) 2(- 1)(- 3)

L3(x) =

» $2=0) (x=2) (x5) 5 , (x=0)(x=2) (x=3) 5 _ 3/10%3 - 13/6x° + 62/15% + 1
3010(—2) 5'3-2

111(0’5) = 1’5 L2l0,5) = 2’0 L3l0’5J = 2’5625

3.2.2 Nevilliv algoritmus

PPi ndkterych pouZitich interpolagniho polynomu nepotfebujeme znét jeho tvar
(jeho koeficienty), ale hledéme jenom jeho hodnotu Ly(x) pro x = X . Pro tento
Oel si ukéZeme postup, ktery se nazyvad Nevilliv algoritmus nebo také iterovand in-
terpolace - viz [3:[ , Tesp. [20:] , kdy hodnotu Ln(':'c') Irlmﬁau:le vypolitat piimo ze
vstupnich dat pomocf jisté rekurence.

Op&t predpoklédejme, %e pro spojitou funkei f(x) na <a, b> znéme tabulku Tf
- viz (3.1) = pro m =n . Ke ka?dému uzlu x; , i =0, 1, ..., n miZeme vybrat sku-

pinma k + 1 uzld X33 » Xj_p4q 9 vces X3 PTO k=0,1, «e., 1 a definovat nad
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nimi Legrangedv interpola&ni polynom k-tého stupn&, ktery ozna&me Lik(x) . Pro
k = 0 poloZime Lio(x) =g o Polynomy Lik(xJ (z jednoduSend Lik)’ tzv. interpo-

lanty, sestavime spolu se zadanymi hodnotami do tabulky 3.2, kterd se nazyvé Nevil-
lovo schéma.

x y k=0 |k=1|k=2] eee |k=i-1|k=4i | ¢e. |k=n

%o Yo Loo

X vy Lis .| I

) Y2 Lo Ly Lo

X3-1 Vi [Pi-1,0 | Ly g4 Lya,2 O |

X3 Vi Lio Lix | L2 eee | Lyyyy | Lyy

xn yn Lm Lnl an eea Ln’i-l Lni “ee Lm
Tab. 3.2

Snadno ov&fime, Ze interpolant Lik(x) miZeme vypoditat z rekurentnfho vztahu

A Li-l,lc—ltx} (x5 _p = %)
(3.11) L, () = —t— :
X: = X-

Predevdim je zfejmé, Ze na pravé stran& je polynom k-tého stupnég, pratoﬁe Li—l,k—].
1‘ jsou polynomy stupn& k - 1. Dosadfme-1i do pravé strany (3.11) uzly

a L
i,k-
' a provedeme naznafené operace, pak dostaneme hodnoty y;_ .,

Xk Tipelr ocor X

Yi-k+1? *=*» Yi- Tedy L;,(x) Je interpolafni polynom sestaveny nad uzly x; .,

X;_ks1? ++e3 Xy COZ jeme cht&li dokézat. Ovéifte si vzorec (3.11) na zadéni pifkladu

3.1,

Na zéklad® vzorce (3.11) miZeme postupnd vytvaiet polynomy Lik(x) (v i-tém
Pédku tabulky 3.2) z predchézejicich polynomd- Li—l,k-l{x) a Li,k_l(x) podle
vztahi

LiO (xJ = yi »
(3.12)

L. (x) = L, 5 ,4(x)
l'kl i-1,k-1 s K =1; 25 ssey i.

L., (x) = L. (x) + (x - x;)

ik i,k-1 i X - %5y
Polynom Lm(xi , sestaveny pro uzly X, s X, seey X, jeme difive oznadovali

s jednim indexem Lj(x) . Postup (3.12) se nazyvé Nevilliv algoritmus, ktery se vdak

neu{véd ke konstrukci polynomu L, (x) , ale k vypo&tu jeho hodnoty. Vztah (3.11),

resp. (3.12) je samozfejm& spln&n také pro hodnoty polynomd L;y(x) , tedy pro pii-

pad, ¢ x =¥ . Pak L; (¥) jsou konstenty a L (X) Jje hledand hodnota zfskand
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bez vypodtu koeficientl polynomu L (x) . Tento algoritmus je vyhodny také proto,
Ze pro pfipadny vypodet hodnoty Ln-i-l ml(x) » kteréd mé presnéji aproximovat hodno-
tu £(X) nez . (%) , stadf v tabulce 3.2 dopo&itat Nevillovym algoritmem (3.12)
dal3{ Péddek bez obtiiného L L =

sestaveni polynomu n+1,n+1tXJ Lpep (%) &

Z odvozeni Nevillova algoritmu vyplyvé, Ze uzly nemusi byt uspofddény monotdn-
n&, Je dokonce vyhodné uspofédat je podle rostouci vzdélenosti od X nebo tak, aby
2, <<

P¥{klad 3.2 Sestavme tabulku 3.2 pro zadénf z pfikladu 3.1.

ReSeni: Nevilldv algoritmus mé podle (3.12) tvar:
Vstupnf ddaje: ¥ =0,5, x,=0, x =2, x,=3, X3 =5

yo‘-'l) y1=3! 32'12! y3=5

Pro i=0,1, 2, 3 postupné politdme
- - » L: . 1(X) - L. 4, (%) -
Lp ) = Ly @) + (F - xy) kL ikl k=1, 2, ..., i
i T Xk

Vystup:  L,(0, 5) 1-33(x)

Numerické vysledky jsou sestaveny v ndsledujici tabulce 3.3.

i X3 ¥ X -x i0 L, L, Li;
0 0 1 0,5 1

i 2 3 -1,5 3 1,5

2 3 2 - 2,5 2 4,5 2,0

3 5 5 - 4,5 5 - 1,75 7,625 2,5625

3.2.3 Newtoniv interpoladni polynom

Di{ve neZ zadneme hovoiit o NewtonovZ interpoladnim polynomu, Fekneme si pér
slov o pom&rnych a obyZejnych diferencich, které jsou spojeny s tabulkou funkénich

hodnot.

Definice 3.1 Nechf pro spojitou funkci #£(x) na intervalu <a, b > méme zadanou

tabulku Tf. Potom podily

Yivl1 — Y4
(3,]_13) £(x55 X547 4=
*i41 T %

nazyvéme pom&rné diference 1. P4du a podily

(3.14) Flxg5 X3415 oo xi+k) =
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f(xi+l; xi+2; vony xiﬂ:J - f(xi; xi_'_l; seey xi+k_1)

Y+ %

pro k = 2, 3, ... nazyvéme pom&rné diference k-tého ¥édu.

Obdobné& budeme rozdily
(3.15) Aty = Vi - ¥

nazyvat obyfejné diference 1. ¥édu a rozdily

¥

k-1 k-
i1 =0 L3

(3.16) At = A

pro k=2, 3, ... obyfejné diference k-tého FAdu.

Pom&rné i obylejné diference budeme pfipisovat k tabulce funkee, viz tab. 3.4.

Pomérné diference Oby&ejné diference
* 4 k=1 k=2 k=3 k=1]|k=2|k=3
% | Y%
x) y1 f(:xo; xl) ﬂlfo
x, Yo || £(xyi x5) | £xg5 x5 x2) Alfl Azfo
X3 ¥y £xy; 13) £xy; X5 x3J £x,; X5 X3 x3J &1f2 Azfl A3fo

Tab. 3.4

Vzhledem k rekurentnimu vytvédfeni diferenci miZeme kaZdou diferenci vyjédfit
pomoci hodnot Xi, xi,',l' xi+2, see a yi: Yi.i.]_! yi+2: cew

V&ta 3.2 Pro pom&rné a obyfejné diference plati

(3.17) f(xi; Xi413 *0ei xi+lc) =
. s
= 3
j=° (xi+j_gi)(xi+‘j—xi+1)..-(11+J-11+J__1)(!1+J-Xi+3+1)oo.(xi+j—xi+k)
k
i -1)d(k
(3.18) Afe; - E( DS Wi

Dikaz: Vztshy (3.17) a (3.18) lze dokézat Uplnou matemstickou indukeci. Podrobny zé-
pis dfkazu (3.17) je v [5] a dikez (3.18) je snadny, a proto jej ponechéme na tendfi.

Vita 3.3 JestliZe tabulka funkce z definice 3.2 je ekvidistantni a provedeme-1i
transformaci (3.9), psk plat{
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bk,

(3.19) i‘(xi; X5 413 vees xi+k} = ;I_-I_'IE .

Dikaz Uplnou matematickou indukc{ je op&t snadny, proto jej ponechéme na &tend¥i.

Vénujme se jiZ odvozenf Newtonova interpoladnfho polynomu Nn(x) , ktery zapi-
Seme jsko speciélni {pravu polynomu L,(x) , ato

(3.20) Nax) = Lox) + [L ) = L]+ een [0 - 1 )]

Polynom L, (x) = L, ,(x) Jje polynom k-tého stupn& s nulovymi body v uzlech
Xgs Xps seey X0 tedy mé tvar

L(x) = L x) = Alx = x ) (x = %) eou (x =% 4) = Aw, ,(x) .

Konstantu ‘A 2zjistime dosazenfm x = X a Upravou pomocf (3.7) a vzorcd

Qg(xk) = ‘Jk_l(ka : ml;(xj) = (xd - zk)ui-l(x.j) i
Tedy
» k-1
A Ilk(xk) -~ Ik_l(xk) - 3k _ 1 ¥ “k_l(xk) -
Wy_1(x) welx) @ (x)g=0 J(x - !3)“’1’:-1(’3)

- k
Yy k-1 yj ) yJ

—_— = e el
“’k("k’ 3=0 wk(xj) 3=0 wk("d)

Vzhledem k v&tE 3.2 je zPejmé, Ze
A = f(xo; Xy i eeei X )

tedy po dosazeni do (3.20) dostaneme Newtoniv interpoladni polynom pro neekvidis-
tantni{ argumenty ve tvaru

N (x) = £(x ) + (x = x )f (%55 %)) + (x = x ) (x = %) x5 %75 %) + oo0 +

(3.21)
3 + (x - onlx - %) .0 x - Xp 1 E (x5 X935 eeed Xp) o

Jsou-1li uzlové body ekvidistantnf, pak uZitim transformace (3.9) dostaneme
z (3.21) tvar
, . _ t Al t(t - 1) A2
No(x) = Ny(x, + th) = £(x,) + . bt + ” Of  + ouu +

(3.22)
t(t =1) ... (t -n+1) AR, ,
n! 9

+

ktery se nazyvé Newtondv interpoladni polynom pro ekvidistantni argumenty.
Koeficienty Newtonovych polynomi (3.21), (3.22) jsou &isla na diegonéle tabulky

3.4. Proto je miZeme pro danou tabulku vypolitat jednou "provZdy" a hodnoty polynomu
N (x) pek poéftat postupnym dosazovénim. Dal3f vyhoda je v tom, Ze kdyZ pridédme
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k tabulce daldf uzel 41 8 hodnotou Ype1 » pek se polynomy N (x) a le(x}

v prunich n &lenech shodujf. Proto se u interpola&nfho polynomu v Newtonov& tvaru
pohodlné zvy3uje stupefl, zatfmco v Lagrangeovd tvaru bychom museli sestro.]u vidy
cely polynom Loy (x) znovu, nebo uZft Nevillova algoritmu.

PPiklad 3.3 Sestavme tabulku poméranch diferenci pro tabulku funkce z pr{kladu 3.1.
Déle nad uzly X1 X139 X5, X3 sestavme postupn¥ interpola¥ni polynomy N (x) ,
N, (=) 4 N (x) a vypolftejme jejich hodnoty pro x = 0,5.

Redent :
i x; | v k=1 k=2 |k=3 M =1+x,
Ny(x) =1+ x-2/3x(x - 2) ,
0 (o] 1
1 2 3 1 Na(x) =1+ x-2/3x(x - 2) +
3 5 5 3/2 5/6 3/10 N, (0,5) = 1,5, N,(0,5) = 2,0,

M100,5) = 2,5625.

L ]

PFi n¥kteryeh Glohéch potfebujeme sestrojit Newtondv interpola&nf polynom pro
uzly, které v indexovéni predchdzeji uzel x, » Oznatme je Xoy X_35 seey X_p. Pro
takovou soustavu uzli miZeme podle definice 3.1 zapsat pom&rné i obyZejnd diference
takto:

Pom&rné diference Obydejné diference
X ¥
k=1 k=2 k=3 k=1 k=2 k=3
*a3| Y3
x_p | Yoo [ £(x_35%_p) e
Xy | Y1 f(x_z;x_l) f(x_3;x_2;x_1) 4.!‘.:":‘.'_2 Azf_3
. 3 Y5 f(x_l ;xOJ f(x_z;x_lixo) f(x_3;x_2;x_1;xo) Alf__l Azf_a &31'_3

Tab. 3.5

Predpoklédejme, Ze pro uzlové body x_, X_ep1r 2000 Xg» kde k = 0,1,2,...,0
méme sestrojeny Lagrangeovy interpola¥nf polynomy L, (x) . Anslogickym postupenm,
kterym jsme z (3.20) dostali (3.21), miZeme odvodit Newtonmiv interpoladni polynom
pro uzly X, X_3, ++-, X_p 8 vychozim bodem x, Ve tvaru

Np(x) = £(xy) + (x = x,)f(x_3;5 %) + (x = x)(x = x5 )F(x_5; x_55 x,) +
(3.23)

oo+ (x =3 )= x_g) eee (X = X_p IP(X_15 X_ppqi eees x,)

JestliZe v ekvidistantnim pfipad& zavedeme transformaci (3.9), ve které bude
t S0, pek z (3.23) dostaneme podle v&ty 3.3 N,(x) ve tvaru
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N (x) = No(x, + th) = f(xo) + ﬁ'ﬂlf_l i L{—-t?:'-ilﬁzf__z ¥ cea F
(3.24)
+t(t+1)-oc(t+n-1)&ni‘ .
n! -a

Pom&rné i obyfejné diference pro polynomy (3.23) a (3.24) jsou sefazeny v ta-
bulce diferenc{, a to v fddku s hodnotami x,, ¥, (viz tab. 3.5). Polynomy (3.23) a
(3.24) nazyvéme Newtonovy interpolaln{ polynomy pro interpolaci vzad.

Priklad 3.4 Sestavme Newtoniv interpole&ni polynom N3(x) pro interpolaci vzad
k tabulce hodnot z p¥ikladu 3.3. Ozname X_q = 0, x,=2, x5 =3, X, = 5. Ne-
konec vypoditejme N3(0,5).

ReZeni:
i ¥, k=1]|l k=2 k=3
X i Ny(x) =5+ (x -5 3/2+

-3 ] 1

+ (x - 5)(x -3) 5/6 +
-2 2 3 1

+ (x-5)(x-3)(x-2) 3710
= 3 2 -1 -2/3

N,(0,5) = 2,5625

Q 5 5 3/2 5/6 3/10

3.2.4 Hermitova interpolace

M&jme dénu tabulku Tf spojité funkce f£(x) na<a, b> . V kaZdém uzlovém bo-
a& x; necht jsou jest® dény hodnoty derivaci
) (e, )

f‘(xiJ = }"j‘_ ] f"{xi) = .Y;', L | f 4 (xiJ = yi -

Hermitdv interpolat¢ni polynom Hn{x) je takovy algebraicky polynom n-tého
stupn& (3.5), pro ktery plati
’ ’ (di) (ui} -
(3.25) Hn(xi) =i Hn(xi) = ¥ys eees Hy (xi) =y; -, 1=0,1, ..., m,

kde n=m+&, +& + ... B, tedy m <n.

Z rovnic (3.25) bychom mohli sice po&itat koeficienty Hermitova polynomu, ale
bylo by to pf{li¥ t¥Zkopédné. Sestrojen{ H,(x) Jje snadn&jsf, kdyZ uZijeme Lagran-
geova interpoladniho polynomu I (x) , ktery je sestrojen nad uzly X,, Xy, se=, Xp-
Rozd{l Hn{x) - L (x) Jje polynom nejvyse n-tého stupnd s nulovymi body v uzlech

Koy Xy eeey Xy tedy
Ho(x) - L () = wpx) o Hy o a(x)

kde wp(x) = (x - x,)(x - %) eee (x=x) & Hy_p,(x) Jje polynom mexindln&
(n - m - 1)-ho stupn&.Potom

Ho(x) = L (x) + Wp(x) o Hy o 5 (x)
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Jje polynom, ktery spliiuje prvaf z podminek (3.25). Sta¥f tedy sestrojit polynom
Hy_p-1(x) tek, aby byly splndny i ostatni podminky v (3.25), tj. podminky

yi =H &) = Lp(x) + ap(x). H o150,

yl = H "(x;) = I'tn Gy) v (x) B o (x) + 2wp(x;)  H o 1(x;)
(o) oty ) (&) ;) T
- 5 =

yi = = (xi) - L & (Xi) + ” ¥ (xi) L] Hn_m_l{xi) + ese y

pro i=0, 1, 2, «ss, m. Upravou dostaneme rovnice

Hn_m_l(xi) = (3§ - I,;(xi))/w.'(xi) = zy,

Hp poq(x3) = ly:j'_' - Ih;_'(xi) - Un'l_'(xi) e 230/ Qug(x)) = 2z,
(v, -1) (e, ) (e, ) . -1)

Byt ) = (g Py V- )M Lwn)) = o B

pro sestrojeni Hn_m_l(x} , které jsou analogické k rovnieim (3.25) pro nalezeni
Hp(x) , tedy budeme postupovat zcela obdobn&.

Po dostatedném po¥tu kroki zbude sestrojit Lagrangeiv interpolsa&ni polynom na
t&ch uzlovych bodech, ve kterych byla podmf{nkami (3.25) pFedepséna nejvy38{ derivace.

Podrobn&ji se Hermitowou interpolaci zabjvat nebudeme, protoZe pFesahuje rémec
tohoto skripta.

P¥{klad 3.5 Sestrojme Hermitidv interpola&nf polynom pro tabulku 3.6 hodnot a deri-
vac{ spojité funkce se dv&ma spojitymi derivacemi.

Redend :
> 5 0 1 2 3 n=m+a.o+ul+o<2+nc3=
X -1 0 1 2
=3+1+2+2+0=8.,
¥; 1 o] 1 16
. -4 o 4 - Sestro jime-1i L3".x) nad uzly Xx,, Xy,
E Xp9 x3, pak dostaneme
3’1 - o 12 -
Tab. 3.6
HB(x) = L3(z) + wa(x) . H4(x) =
= 2x3 + x° - 2x + (x4 - 2x3 - x% + 2%) .H4(x) "
Hy(x;) = 6x5 + 23y - 2 + (4 - 6x3 - 2x; + 2) . Hylxg) = yf
a

Hé'(xi) =12x;, + 2 + (12::? -12%; - 2) . Hy(x;) +

L4

2 : -
+ 203 - 6xF - 2x; + 2) L Hix) = i .
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Podminky pro sestrojeni{ polynomu H4 (x) vypolitéme tedy z rovnic

. 2
:"i. = (6111“' 2!]-_-2)

H,(x.) = = 3z,
Dot ¥ N SR i ?
4x3i Gxi 2xi + 2
P 2
Hy(x;) = 4 (12:3;- Z ; o e b L W 2
i = = =ORE
2(4xi Bxi 2x; + 2)

a Wsledky sestavime do tabulky 3.7.
V daldim kroku sestrojime Lz(x-J nad uzly x_,

i 0 1 2 X1, X, A& dostaneme ©
X -1 0 1
2 1 1 H4(x) = I.:E(x} + wz(x) . Hltx) =
z{ - 0 0 = 14+ (xX3-2x). H, (x)
a
Tab. 3.7 . - 2 .
H.4(xiJ o (3xi - 1) . Hltxij = zi .

Pro sestrojeni H,(x) Jjeme dostali dv& podminky H,(0) =0 a Hy(1) =0 , tedy
H,(x) = 0 , potom H‘(x) =1, &ili hledany Hermitdv polynom je

2 4

Hs(x) = 2:3+x2-2x+(x4—2x3-—x +2x) .1 = x° .

3.2.5 Piesnost a konvergence interpola®ni aproximace

Predpoklédejme, Ze na intervelu < a, b > jeme sestrojili ke spojité funkei f£(x)
interpole&ni polynom L,(x) , tedy plati Lo(x;) = £{x;) pro x,, Xy, eee,
cesy x€ < @, b> . V tomto odstavei se budeme nejdrive zabyvat vyJjédfenim (resp.

odhadem) rozdflu f(x) - L,(x) pro x€ < a, b> a ddle otézkou konvergence poly-
nomu Ln(xJ k funkei f(x) , jestliZe se na intervalu< a, b> zvySuje pofet uzlo-
vych bodd, tzn. kdy? se zvy¥uje stupel polynomu L (x) . Abychom mohli velikost chy-
by, pripadn¥ otdzku konvergence zkoumat, musime poZadovat, &by funkce f(x) byla
dostateXnd hladké, tj. m&la dostatedny poet spojitych derivaci.

Véta 3.4 Nechft f(x) mé na intervalu < a, b > spojité derivace aZ do n-tého Fédu
vietn& a nechi f(m'l)(x} existuje ve vdech bodech intervalu (a, b). Déle necht
L,(x) Je interpoladni polynom pro funkei f(x) a uzlové body X, Xy, +ee»

es; x, € <&, b> . Potom plat{ .

et (§)
(3.26) R(x) = f(x) - Ln(x) = w,(x) -—(;:—_l—)-!— s €< 802>,

kde gE (min(x, xo' esey xn) » mﬂxtx' xo, seny xn)) .

Dikaz zaloZeny na vicendsobném pouziti Rollovy vity najde Stens nspf. v [5], [14 ,

0y, [al.

Z (3.26) vidime, Ze chyba interpolace zévisi krom& x na w,(x) , tj. na roz-
lo%en{ uzll, na stupni interpola&nfho polynomu a na hladkosti interpolované funkce.
Vzorec (3.26) neni viek pro vypodet chyby pouZitelny, protoZe f neznédme. Z tohoto
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divodu se musfime spokojit Jenom odhadem chyby. JestliZe existuje konstanta M4

1 :
takovd, Ze | o+ )(x)l H M ,; pro x€(a, b) , potom pro viechna x e <a b>
Je

M
(3.26) IR & B o w0l
(n+1)! xeg<a,b> n

Chybu interpolace, jek je vidét z (3.25) a z (3.26), 1ze ovlivnit riznym roz-
misténim uzlovych bodl na intervalu< a, b > . JestliZe ztotoZnime uzlové body s ko-
Teny tzv. CebyZevova polynomu (n + 1)-nfho stupné (viz [9:], str. 591), tj. s body

(3.27) % = a+b _b-g.. —z'i-LLi‘a s =m0 R, ave, i
2 2 2(n + 1)

pek tim minimalizujeme zlaxb @y, (x) | . V mnoha prfpadech vssk nemiZeme toto op-
x€<a,b>

timéln{ rozloZenf provést, protoZe dvo jice Xj + ¥4 pro 1i=0,1, 2, ..., n jsou
dény nepf. z m&Fenf nebo pFedchézejicich vipoltd a pfi interpolaci je nemiZeme
ovlivnit.

Nyn{ jedt& nZkolik slov o konvergenci interpoladnfho polynomu L, (x) p#i
n —co k interpolované funkci f£(x) na intervalu<a, b>. Predpoklédejme, %e na
intervalu <a, b> postupn volime mno%iny uzlovych bodd

U, = {xén), x](_nj, seny xl{,n)} €<a b> pro n=1, 2, ..., a to tak, Ze pro
n — co

| x@) _ _(n)]

{ T x4 0.

mnax
i=1,2,.a. ’n

Ke kaZdé mnozing uzld U, & k hodnotém interpolované funkce Yor Y19 =eey ¥, sSe-
strojime interpola®ni polynom L,(x) . Zajimé nds, zdali bude pro n —» o n& jakym
zplsobem L (x) konvergovat k f(x) na intervalu <a, b> . Na tuto otézku nelze
ddt bohuZel jednozna¥n& kladnou odpovdd, jak ihned objasnfme.

Pro libowolné zhudlovéni uzll existuje vidy spojité funkce tak, Ze jeji inter-
polatni polynomy L,(x) k nf nekonvergujf stejnom&rns na <a, b> . Volfme-1i uzly
ekvidistantni, pek napf. pro Vx na intervalu< 0, 1> nekonverguje interpola&nt
proces ani bodov& na celém intervalu< 0, 1 >, nebo pro | x| na <- 1, 1> nekonver-
guje L (x) v Z4dném vnitfnim bod¥ s vyjimkou O. Navfc interpolace s ekvidistantnf-
mi uzly je pro velkd n 3patn¥ podm{n&né Gloha, tj. malé chyby ve vstupnich datech
se projevi velkou chybou v hodnot¥ interpola¥nfho polynomu.

Podrobn&ji se o konvergenci interpolaZnfch polynomi piXe napf. v [5]

3.3 Interpolace spline - funkcemni

ZvySovéni presnosti interpolainf eproximace funkce na intervalu <a, b > zvy%o-
vénim stupn& interpoladnfho polynomu mé zna¥né nevyhody a je i problematické, jak
Jjeme nazna¢ili v odstavei 3.2.5. PPedevdim se komplikuje vypo&et hodnot interpolaé-
niho polynomu a pak se polynomy vysokych stuphl zna¥ng "vln{",



Tyto nevyhody lze odstranit tim, %e rozd&l{me interval <a, b> body
8=x,<%< ...<x, =b na subintervaly a na kaZdém z nich budeme funkei £(x)
interpolovat jinym polynomem. Budou-1i subintervaly "dostate&ng" malé, miZeme uzft
polynomd nfzkych stupif.

Interpolaln{ funkce k f(x) na <a, b> je pak po 4stech polynomidln{ funk-

ce. Tento druh interpolace se s oblibou realizuje pomoci tzv. kubickych spline-
-funkef, :

Definice 3.2 Necht interval <a, b > je rozdslen body Xor Xyy eey X, tak, Ze
a=x,<%< ... <x, =b. Kubickou spline-funkeci §(x) (jednoduse S-funkcf)
nazveme kafdou funkci, pro kterou plati:

a) S(x) € @ <a b>, tzn. e S(x) je spojité na intervalu <&, b> spolu se
svoji prvnf a druhou derivac{,

b) S(x) Jje na ka¥dém subintervalu <xi-—l’ x>, 1=1,2, ..., n, vyjédiena
polynomem 3, stupnZ,

Kubické spline-funkce se tedy sklédd z kubickjeh polynomd definovanych nad jed-
notlivymi subintervaly, které jsou spojené v bodech X1y X3y eeey Xp o tak, aby
S(x) €€®<a b>.

Definice 3.3 Nechf v bodech Xy3 X713 eeey X, 2 definice 3.2 jsou zadény funk&nf

hodnoty ¥,) ¥y, +es» ¥, spojité funkce f(x) na intervalu <a, b> .
Potom kaZdé kubickéd spline-funkce, pro kterou platf

(3.28) S(x;) = ¥3+ 1i=0,1, ...,n,

se nazyvé interpoladn{ kubickou spline-funkei (jednodude interpola&ni S-funkef)
k funkeci f(x) na intervalu<a, b >.

3.3.1 Konstrukce interpola&ni spline-funkce

Interpolatni S-funkce neni viek podminkami (3.28) urfena jednozna&nd. K jedno-
znaénému urdeni S-funkce potfebujeme celkem 4n konstant, nebof na ka¥dém subinter-
valu<xi_1, x; > Jje polynom 3. stupnd definovén ¥tyimi konstantami. K ur&enf t&ch-
to konstant méme n + 1 podmfnek (3.28) a déle 3(n - 1) podafnek, které plynou ze
spojitosti S-funkce a jeji 1. a 2. derivace v bodech xq, X3y seey Xp 9 Celkovd
méme 4n - 2 podminek k urZen{ 4n konstant. Zbyvajicf dv& podminky volfme obvykle
tak, Ze v krajnich bodech a = x,, b = x; pFedepisujeme hodnoty prvnf nebo druhé
derivace interpoladni S-funkce. Témto dvéma podminkém Ffkéme okrajové podminky.

Nyn{ pristoupime ke konstrukci interpola®ni S-funkce, kterd spliuje jisté okra-
jové podminky. Z definice 3.2 plyne, Ze na kaZdém subintervalu < x;_;, X3 >,
i=1,2, ..., n, mé spline-funkce S(x) tvar polynomu 3. stupns

- - 2
(3.29) Sx) = §;(x) = a +bx+ex’ +an ,

a teqy S{'(x) Jje polynom 1. stupn¥. ProtoZe pro hledanou S-funkci poZadujeme spo-
jitost S""(x) na <a, b >, musf platit
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M4 s;"(x) = 877 () = M,

M i+l
| ‘ﬁ‘ M i=1,2, eesyb-1,
y Sl

kde M; Jjsou tzv. momenty S-funkce, &ili
doposud neznémé hodnoty druhych derivaci
S-funkce v bodech X7, Xpy eeey X 99 viz
obr. 3.1.

K této soustavdé momentd pFidéme hodno-

ty M, a M, opét doposud neznédmé hodno-
ty momentd v bodech x , X, tedy M, = Si'(xo) ,y M = s;’(xn) . V dal3fm ukédZeme,Ze

hledand interpolalnf{ S-funkce je svymi momenty

Obr. 3.1

(3.30) My , kde My = S""(x3) pro 1i=0,1,2, «eo, By
pln& urfena. Podle obr. 3.1 snadno odvodime, Je pro i =1, 2, «.., 0 je
(x: - x) (x - x:._4)
P -1
(3.31) S{"(x) = My, —E—— M ——==—, x€x,, >,
hy hy
kde hy =X = X3 5 - Po dvoji integraci dostaneme
(x; - %) (x - x )3
- i i-1 ” -
S;(x) = My 5 ~ + My ons + A (x; - x) + B x x;1) »

kde %(xi - x) + Bi(x - ‘i—l) je vhodné vyjédieni integraniho polynomu 1. stupnZ.
Konstanty 4; a B; se snadno vypoditaji na zéklad® podminek

2
M, ,h{/6 + Ajh;

¥iq = Si(x) § 1P

2

Potom hledané interpoleXn{ S-funkce S(x) mé tvar

) - () = X (x; - x)3 u (x - xi_1)3
(3.32 S(x) = 8;(x) =M, § —— + 1 +
8 6h; 6h,
2 2
( m:1-1“:1) X - X +( CMhNE - X5
\Ji1 T Vi ——
» 6 by 6 hy

pro x€ < X515 %5 > i =1, 2, +ssp B a je jednoznalné definované momenty
M, Wi, eers M (jejich hodnoty ale je&t& neznéme). '
Funkce S(x) 2z (3.32) nespliiuje doposud podmfnku spojitosti S7(x) . Abychom

toto splnili, mus{ pro i =1, 2, «ss, D=1 platit

lim S;(x) = lim S{y(®)
X9X: XX :
i= it
ili
- V. 5 - A - V- h. h.
s T . SR, U ik - RS T S P
i-1 1 1 3 i+l 6
hy 6 3 Bje1



a tim dostaneme soustavu n rovnic

h, b, 6 T
(3.33) —2—wm , +oam + —2L - Yied Vi Vi " Vi
h, + h, 5 1 h, +h, h. + h.
i 7ivl i Vi B 5

1

o n + 1 nezndmych Mo, Ml, +esy M. Aby soustava (3.33) byla Stvercovéd, pfidéme k ni
je¥t& dv& linedrni rovnice tak, abychom neporu$ili jeji pésovy charakter, a ty ném
umo¥ni splnit okrajové podmfnky. Tuto soustavu n + 1 rovnic 0 n + 1 neznémych
zapiSeme ve tvaru

M, + DMy = g

g, + 2 + b, = o

ay + 3 + b = <

(3'34) - - - -
Bn-l“n—-.? i 2Mn-m]. * bn—-l“n = Chd
agMp_y + My = ¢y

kde koeficienty prunf a poslednf rovnice, tj. b, a;, ¢,, ¢, slouZi k vyjédfeni
okrajovych podminek a dal3{ koeficienty vychézejf z (3.33), tj.

. RO - NP M L./ " ot 31‘-71;1)
. e , ,
hi+hi+ hi

L3l35) ai =

! 1
1 by + b\ By

pro i=1, 2, «esy 0 - 1.

UkaZme volby bo’ Cyr 8y €

ar Cpo které zajisti splnénf n&kterych typickych okrajo-
vych podminek: ;

I. PoZadujeme S’(a) = y; , S"(b) =y, , potom

lim S'(x) = ¥, a lim 8°(x) = yp
x»a, X-+b_

z &echo? dostaneme tvar prvif a posledni rovnice z (3.34)

6 (N -Yo _ -
3 # y -.y_
Hn_l-i-ﬂin —2"‘ yn--—n _"'hnl')r

n n

1"

al, +My
(3.36)

tedy bo = a, = 1 a cy Cpy jsou pravé strany v (3.36).

II. Pozadujeme S°(a) = y;‘, s’ (b) = y;l', psk podle (3.30) je b, = a, = 0 a

o - 2y’’, tedy prvnf{ a posledni rovnice v (3.34) maji tvar

eyl

(3.37) M, = 2y, My = A,
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Soustava (3.34) je t¥fdisgondlnf a pro lbol <2 | a,| <2 mé dominantnf dia-
gondlu, protoZe 8 + bi = 1. Takové soustava je jednozna®n¥ Fe¥itelnd a jejf Yefe-
ni najdeme napi. Gaussovym eliminadnim postupem.

Jek tedy postupujeme prfi wypoftu interpoladni S-funkce pro dané hodnoty y
+eey ¥y V bodech Xys Xys eeey Xpl

o? Y11

1. Podle (3.35) vypo¥ftéme koeficienty ay, b;, ey Pro i=1, 2, cesy D=1,

2, Podle ckrajowych podminek vypoditéme by 8ny Coy Cpe
3. Ze soustavy (3.34) nalezneme Myy By, «ee, M) a dosadfme je do (3.32).

Pi{klad 3.6 M&jme dénu tabulku funkce f£(x) 2z pifkladu 3.1 a pfedpoklédejme, Ze
<& b>=<0, 5>. Sestrojme k nf interpolainf kubickou spline-funkei S(x), pro
kterou bude platit S°°(0) =S°7(5) =0 .

Reenf: Podle (3.35) dostaneme & = 2/3, a, = 1/3, by =1/3, b, = 2/3,
e = -4, 'c2 = 5. Vzhledem k okrajovym podminkém dostaneme soustavu

2“0 = 0
2/3u + 2 + 1/3u, = -4
1/3H1+ 2H2+2/3N3 = 5
a, = o,
ze které vypo¥ftéme M =0 , M, = - 87/35, M, = 102/35, M; = 0. Hledané S-funkce
mé podle (3.32) tvar
B 8 768
_;x:f.xa +4—20x +L; x€<0, 2>,
S(x:)=4-—§1(3-x)3+m—2(x-2)3+ml3-x)+3l§(x-2), x€<2 3>,
210 210 210 210 .
102 (5-x)3+2(5-% +2x-23), xe <3, 5> .
. 420 420 2

Ovéfte si, %e S(x) , S"(x) i 8°’(x)jsou na <0, 5> spojité.

3.3.2 Konvergence spline-interpolace

Jes5t& nékolik slov o konvergenci interpola¥ni{ S-funkce. V odstavei 3.2.5 jsme
upozornili na ndkteré nep¥fjemnosti pfi interpolaci pomoci polynomi. Naproti tomu
se d4 o interpoladnfich S-funkefeh dokézet, %e za jistych podminek hladkosti interpo-
lované funkece f(x) konvergujf interpoladn{ S-funkce sestrojené pro zjemhujicf se
dslenf intervalu < a, b> k funkei f(x) stejnomérné. PFesn&ji tuto vlastnost popi-
suje nésledujict véta.

Véta 3.5 Necht f(x) € ¢®<a, b>, a=0, 1, 2, 3, 4. Déle nechl interval
< a, b> je rozdélen na subintervaly délky h;, i =1, 2, «.o, 0, kde max h; = h .
1

Zavedme jest& konstantu K , pro kterou K 2 max hi/mén h; . Je-1i S(x) interpolag-
£
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ni spline-funkce splimjfci okrajové podmfnky I, resp. II, pek pro viechna
x€<a, b> ap=0, 1, 2, 3 plat{

(3.38) | £P ) -s®P ) | § kP,
kde C Jje konstanta, které nezévief na x ani na zpisobu d&lenf intervalu<a,b>.

Dikez véty je uveden napt. v [25] , [27] a[2] .

Z této véty plyne, Ze rychlost konvergence interpolafni S-funkce nebo jejich
derivaci je tim v&t3{, &im mé funkce f£(x) wvy53{ stupeh hladkosti.

Podrobndji se miZe Stend’ dodf{st o spline-funkeich ve [2] .

3.4 Aproximace metodou nejmendich Ztverct

=
(MNT) - diskrétni pPFipad

Mg jme dénu tebulku Tf spojité funkee f(x) na intervalu <a, b> a o funk¥nfch
hodnotéch pFedpoklédejme, Ze jsou zatiZeny nd&jakou chybou (jedné se napi. o m&Fené
velidiny). Nebylo by tedy "rozumné" aproximovat tuto funkci interpola&nim polynomem
nebo interpola®nf S-funkci, protoZe pii interpolaci se poZaduje plné shoda interpo-

lagn{ i interpolované funkce v bodech tabulky.

Aproxime&ni funkci budeme nadédle hledat ve tvaru zobecn&ného polynomu (3.2),
tedy ¢n(x) = CBy * €8 t* ... t OB, aviak koeficienty ¢, ¢y, «+., €, chceme
nalézt tek, aby rozdfl dvou aritmetickych vektord (yo, Yqs wees ym) a8 (qb n(xo),
gbn(xl), saay q;n{xm}) m&l minimdlni eukleidovskou normu, #ili aby tzv. stfedni kva-
dratické odchylka

m
(3.39) fa = i% [rexy) - puxp) ]2

byla miniméln{ na mnoZing vSech moZnych koeficientd ¢ , €1, .+., Cp, PFi pevnd zvo-
lené soustavé& zdkladnich funkedi Byr Bys +ees 8pe To je zékladn{ charakteristika
aproximace MNC v diskrétnim pf{pad®. Takto ziskany zobecnny polynom n-tého stupn¥
se nazyvé polynomem nejlep3{ diskrétni aproximace. Aproximace MNC vyrovniévé vliv nd-
hodnych chyb v danych (m&fenych) velidindch a praxe ukazuje, Ze polynom nejlepsi
aproximace "mnohem lépe" nahrazuje redlnou funkei f(x) neZ interpola¥nf polynom.

3.4.1 DNorméln{ rovnice

Koeficienty zobecndného polynomu tedy hledéme tak, aby odchylka (3.39) byla mi-
nimélni, nebo aby jeji kvadrét

m n
2
(3.40) p2 = iZ=}0[f<xi) —Eo ¢, 8 (x;) ]

byl minimélnf, cof je jistd ekvivalentnf Gloha. Proto’e ¢ 2> je funkef n + 1 pro-
ménnjch Gy, €y, +eey Cpy Pak P2 mi¥e doséhnout svého minima jenom pro tekové hod-

noty prom&nnjch, pro které plati
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3502{:; , C c.)

m ) Rl

(3.41) =2 — 8. = 0, pro k=0, 1, «.., n.
K

Provedeme-li nazna&ené derivace, pak z (3.41) dostaneme soustavu
i‘ m m
(3 e (x. . o= =
3.42) = :I.Z=:0 gk(xl)gs(xl}] e; 1E$ f(xiJgk(xi) i k20, 1 evey By

kterd se nazyvéd soustevou normélnfch rovnic, a je jednozna¥n¥ Feditelnd, kdyZ systém
zéklad.nich funkedl gﬂ’ gl, soey Sn je dish‘émﬁ linEérné nezévislj, tzn. kdyﬁ EI'it-
metické vektory

(3k(xo)’ g (1)) «eey gk(xm.‘!) .~ A (W— )

jsou line&rn¥ nezévislé. VysetFenim vyrazu @5, + Acg, & + Acy, «.n, &y +Acy),

kde E’o, %, ey 'é'n je Pefeni soustavy (3.42), zjistime, Ze toto PFeleni reslizuje
minimum wyrazu (3.40).

Soustavu (3.42) zap{Beme piehledndji pomocf tzv. diskrétnfho skalérniho soudi-
nu, ktery se pro funkce ¢(x), Y(x) oznafuje (¢,¥), a definuje vztshem

m
(3.43) (p,¥)y = E:O'f(xi) .‘t’(xi) .
i

kde tp(xi), ‘I’(xil pro i=0,1, ..., m Jjsou hodnoty funkef Y,V v bodech x,, X;,
«+sy X . Soustava (3.42) mé tedy tvar

n
(3.44) ;L::O(gk' ‘j)mcj = (£, Bk)m y k=0, 1, «.., 0.

Tato soustava je symetrické a dokonce pozitivn& definitnf (viz napf. [5]} . Jejf
feen{ miZeme vypo¥ftat napf. Gaussovou elimina®ni metodou nebo LU-rozkladem apod.

Nalezené koeficienty c,, G, eeey Cp dosadime do zobecn&ného polynomu (3.2) a
t{m zfskéme hledany polynom nejlepsi (diskrétni) sproximace.

3.4.2 Volba zéklednfch funkedf

Klasické volba zékladnfch funkel je gy (x) = xk pro k=0, 1, ..., D, Sousta-
va (3.44) pek mé tvar

n ~m m
{3.45) Z Z x?“'a] cj = Z‘ xijff{xi) » k= 0, l’ seey I
j=o Li=0 i=0
Systém 1, x, 22, ceey X je pro mnoZinu S X ={Xg, Xpy eees x, } dis-

krétné linedrnd nezévisly, tedy sousteva (3.45) je jednoznaln& fesitelna.

g =1 |05 0 0,5 1 Pr{kled 3.7 K tabulce 3.8 funk-
Ve 0 -1 o 1 0 ce £(x) na intervalu < -1, 1>
2 sestrojme MNU polynom nejlepsi

Tab. 3.8 aproximace 3. stupn&,jestliZe za

zékladnf funkce zvolime l,x,xz.xa.
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Reseni: Pro zékladni funkce 1, x, 1:2, x> mé eproxima®n{ polynom ¢3(x) tvar
¢3 (x) = ¢, +cyx + c.232 + c3x3 .

kde ¢y Cpy Cpy C5 uréime podle (3.45) ze soustavy

Se, + 2,5¢, = O, 2,5¢; + 2,125¢, = 1,
2,5¢, + 2,125¢, = O, 2,125, + 2,03125¢, = 0,25,
tedy c =c¢, = 0 a ¢ =~ cy = 8/3. Hledany polynom nejlepsi aproximace mé tvar

$;(x) = 8/3x - 8/3x3 = 8/3(x - x3) .

Soustava (3.45) je vdak pro vét3i n Spatn® podmin¥nd, tedy je Fedeni citlivé
pa zaokrouhlovaci chyby a chyby vstupnich dat. Zvlé&3t& pfi ekvidistantnich tabulkéch
jiZ pfi n &~ 9 je podmfndnost matice (3.45) tak Spatnd, Ze ziskané vysledky jsou ve-
lice problematické. Tato skutefnost sv&dl{i proti uZivén{ zékladnfho systému g, (x) =
= ¥ s vyjimkou velmi malych hodnot n (viz E?3:| ) IX -

Nastin&né nepiijemnosti odpadajf, jestliZe za zékladn{ funkce vezmeme tzv. or-
togondlnf polynomy na diskrétnf mnoZind X = [xo, Xy eeey xn} .

Definice 3.4 Systém funkel g , 85 +++s &y nazyvéme ortogondln{ (resp. ortonor-
méln{) na diskrétnf mnoZfin& X = {xo, Xys eees ;m} , Jjestlize

= 0 pro k¥ J,

$# 0 (resp. = 1) pro k=J.

Je-li 2ékladni systém g, Bys +++» &y ortogondlnf na diskrétn{ mnoZing& X ,
pak je na nf diskrétné lineérn& nezévisly (dikaz viz EL(_)—_l ), tedy pFfsludné soustava
normélnfch rownic (3.44) je jednozna¥n& FeZitelnd a mé v diisledku (3.46) diagondlni
tvar

"

(3.47) (8 By Cx = (£, &)y » k=0, 1, 2, cosy N

Hledané koeficienty se vypo&itaji podle vzorce

1

(3.48) ¢, = (£, 8 )/ (Bks 8y » k=0, L sesy Ha

Je-1li systém &, &1, --+» 8y ortonormélnf, pak (3.44) mé dokonce jednotkovou
diagondlu, tedy
(3.49) o = (£, gk)m .

Zobecndny polynom nejlepdf aproximace pro ortogonélnf (resp. ortonormélni) zé-
kladni systém mé pro zadanou tabulku funkce tvar

n
2 [, g/ s Bl B

"

:pn(xJ
(3.50)

1}

n
resp. @,(x) kz=:0(f' g )p * g (x)
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i1 m
(£, gk)m = EO £lxg) o g lx;) 8y By = 12::0 gf,_(xi) .

3.4.3 Ueby3evovy polynomy

MEjme diskrétnf mnoZinu T = {0, 1, ves, m}. Na nf tvoif tzv. CebyZevovy poly-
nomy Pm(tJ ,k=0,1,2, «se, n (nSm), kde k je stupeh polynomu, ortogondl-
n{ systém. Polynomy P, (t) Jjsou definovény vzorcem

k
= Syl k ykrdy wit, ) =
(3.51) Pin(t) f?o( 1) (5 ), Jm, k=0, 1, «cc, 0,
ke w(t,.£) =t(t -1) ... (t -L£L+ 1),
w(m,-‘) = m(m p— l) LN (m _48 + 1)
a
w(t, 0) = W(m, 0) = 1,

Vzhledem k ortogonalit& polynomd (3.51) na mnoZing T a vzhledem k definiei dis-
krétnfho skaldrnfho sou¥inu, viz (3.43), platf{ pro j, k=0, 1, «ee, n=m

(3.52) lP,jm’ Pm) = t=0PJ-m(t.) . Pkm(t'J
= Wm+k+1,k+1) 5 s
= y PF1 j =k .
(2k + 1) w (m, k)
Oviéfte si, Ze podle (3.51) a (3.52) plat{ pro m = 4 :
Pog(t) = 1, (Bgy» P04J =5 ,
Gz WP TT i (Prg» Prg) = 2,5
P24{t) =1-3t/2+ tk -1)/2, (p24, p24) = 3,5,
P34(t) =1-3t+ 5t(t -1)/2 - 5t(t - 1)(t - 2)/5, (P34, P34) =10 .

Zhyvé ukézat, jak se CebySevovy polynomy pii MNC pouZivajf. Méme nalézt polynom
nejlend{ aproximace ¢ ,(x) pro spojitou funkei f(x) na intervalu <a, b >, je-1li
pro ni déna tebulka Tf s ekvidistantnimi argumenty. Lineérn{ transformaci (3.9) pFe-

vedeme mnoZinu
= x= {xO' x‘l" sasy xm} na T.= {0’ l) bl B I }
a tsbulku Tf, viz (3.1), na tabulku

(3.54) {(t,yt)) : y(t) = £(xy + th), pro t=0, 1, «.u, n}.

Tim jeme zadanou Glohu pFevedli na nalezeni polynomu nejleps{ aproximece ¢ (t)
(n € m) pro funkei fx, + th) s hodnotemi danymi tsbulkou (3.54). Zvolime-li za zé-

Xladn{ funkce MNC CebyZevovy polynomy (3.51), potom
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(3.55) ¢n(t) — coPom(tJ + clle(t) toaee * can(tJ .

ProtoZe polynomy Phn(t) » k=0, 1, ..., n jsou na mnoZin& T ortogonélnf,psk sou-
stava normélnich rovnic mé tvar (3.47) a Felenf je déno vzorcem (3.48),

Vezmeme-1i v dvahu (3.52), pak bude

(£, P_) (2k + 1)@ (m, k) -
(3.56) ¢ = ——WD . : .2y, . B (1),
(B Py)m Qm+k+1, k+1) t=o ¢ lm

pro k=0, 1, ..., 0.

Polynom nejleps{ aproximace v prom&mné x , ¢ (x) , dostaneme op&t uZitfm

transformace (3.9), tedy
n

b,(x) = 2.

e, P, ((x -x )/h) .
=0 k" km []

-

Pfikled 3.8 Pro funkeci z pFikladu 3.7 s hodnotemi v tabulce 3.8 hledejme polynom
nejlepsd{ aproximace t¥etfho stupné uZit{m CebySevovych polynomd (3.51).

ReSenf: Transformaci t = 2(x + 1) prevedeme tabulku 3.8 ns tapbulku 3.9. Aproxi-

madn{ polynom ¢ 3(‘:.) k tabul-
t 0 1 2 3 4 ce 3.9 Je
y(t) 0 =3 0 1 0 ¢'3{t.) = coPoa(t) + Py (t) +

+ e P, () + P, (t) .
Tab. 3.9 Rt 334
ProtoZe polynomy Pn4 aZ P34

méme vypoditédny v (3.53), pek podle (3.56) snadno dostaneme
c_ =0 c1=-2/5 ¢, =0 c3=2/5,

tedy
- - 2 - l 3
¢3{t.) = 83t+2t 31.

a po dosazeni 2(x + 1) za proménnou 1 dostaneme hledany polynom ve tvaru shodném
s vysledken pifkladu 3.7 (ov&fte!), kde $5(x) = 8/3(x - x°) .

3.4.4 Trigonometrické polynomy

P#i dlohéch v reélném dase se velmi Zasto uZivaji za zékladni funkce pii apro-
ximaci MM v diskrétnfm p¥{pad® trigonometrické polynomy

(3.57) 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, «..,
které jsou ortogondln{ na diskrétn{ mnoZin&
X = {xo, Xps Epy ene xaﬂ}’

kde xi = 2’(]'./{2“ + 1), i.= 0, 1, 2, seey ZN.
Mno¥ina X tedy obsahuje liehy poet bodi, které jsou ekvidistentnfm d&lenim inter-
valu <0, 27 ) . Funkce (3.57) spliujf tyto vztahy
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2N 2N
. 2 - 2 e = 20 &l
g sin” mx; = E cos” nx; = 5 n=1, 2, eee «

Pri uzivénf trigonometrickych funkef (3.57) pro aproximaci MNC se postupuje
zcela[ oj:dobné Jeko pfi uZivéni CebySevovych polynomi v odstavei 3.4.3. Podrobnji
viz 23] .

3.5 Aproximace metodou nejmensich &tverci

(MNT) - spojity p¥r{ipad

Nechf f(x) Jje spojité funkce na intervalu < a, b > . PFi spojité aproximaci
funkce f(x) MNC hledéme takovy zobecndny polynom

(3.58) Pa(x) = cog (x) + cyg (x) + o0 + g (x)

viz (3.2), jeho% koeficienty minimalizujf tzv. st¥edni kvadratickou odchylku

b
(3.59) P = VJ[f(x) -¢,(x) % ax .
a

Zobecn#ny polynom (3.58) se nyn{ nazyvé polynom nejlepdf (spojité) aproximace.

3.5.1 Norméln{ rovnice

Obdobn& jako v 3.4.1 hledédme koeficienty €y 1y eeey C tak, aby minimalizo-
vely funkci @ 2 eof je jistd ekvivalentnf @loha. Funkce @° miie dosahovat svého
minima jenom pro takové hodnoty ¢ , ¢y, ..., Cp, Pro které plati

81:2
0 ey
Tato soustava se op&t nazyvé soustava normélnfch rovnic. ProtoZe systém zékladnich
funke{ je na intervalu <a, b > lineArn¥ nezévisly, je soustava (3.60) jednozna¥n¥
FeSitelné a jejl Fedenf reslizuje minimm funkce ©2 , tedy i ¢.

Soustavu (3.60) zapiZeme pomoci tzv. skaldrniho sou&inu spojitych funkei y, VY
na intervalu <a, b >, ktery ozna¥fme (y, ¥) a definujeme vzorcem

b. n
(3.60) - J'[fcx) . chgj(xil g (x) dx =0, k=0, 1, eoep 2o
a J=0

b
(3.61) (v, %) = [ . Yo ax .
a
Pek normélnf rovnice maji tvar
n
(3.62) J_ZJO(&J-, gk)c.j = (f, gk} M k=0, 1, ssay Ds

ReSenim (3.62) jsou koeficienty c_, Cp, +.., Cp, které defimujf zobecn&ny polynom
(3.58) jeko polynom nejlepsi{ (spojité) aproximace funkce f£(x) na intervalu
<8, b >
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3.5.2 Volba zdkladnich funkef

Klasickéd volba zékladnich funkef gk(x) = X y k=0, 1, ...‘, n Jje sice mo%-
néd, ale prindsf obdobné potiZe, o nichZ jsme psali v 3.4.1, proto se budeme i zde
orientovat na tzv. ortogondln{ funkce na intervalu< a, b > .

Definice 3.5 Systém spojitych funkef g, , 8, «-., &, budeme nazyvat ortogondln{
(resp. ortonormélnf) na intervalu <a, b >, jestliZe

=0 i k
(3.63) (&:s Ek) & pro J ¥ ]
J $ 0 (resp. = 1) pro j=k.

Je-1li systém zdékladnich funkef{ ortogondlni, resp. ortonormélni, pak soustava
(3.62) mé diagondlnf{ tvar

(8 g loy = £, g&), k=0,1, ..o, n,
(3.64)
resp. Cx = (T 3]:) s K=10; 1; weey B
s Pedenim
(£, g.)
(3.65) € = e , Tesp. ©C = L& i ng s KE=0,1, ces; N
(Bk: 8k)

Polynom nejlep3i (spojité) aproximace je pak zapsén vzorcem

n
(f, g.)
p(x) = > —k g (x) ,
(3.66)
n
Tesp. ¢,x) = Eo(f, g) « & (x) .

Uvedeme dvé volby zékladnich funkef:

a) Legendreovy polynomy, které jsou ortogonélnf na intervalu <-1, 1> , se definu-
ji vzorcem

k k
(3.67) P (x) = EfiT EEE [xz _ 1] R0, Ly sees Bs

Platd (Pj, P,) =0 pro Jj tk a (P, P)=2/(2k+ 1). Tedy

Po(x) = 1 (Pys BP) = 2

P(x) = x (Py, Py) = 2/3
Py(x) = (3x° - 1)/2 (By, Bp) = 2/5
Py(x) = (5x3 - 3x)/2 (Py, By) = 2/7

b) Trigonometrické funkce

(3.68) 1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, sin 3x, €08 3X, ses

tvor{ ortogondlni systém na intervalu< -7, T.> (dokonce na keZdém intervalu
<a, a+ 2 7t > ). Pro tento systém platf (1, 1) = 2 X, (sin nx, sin nx) =
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= (cos nx, cos nx) = X, pro n=1, 2, 3, ..., tedy z nho mi%eme odvodit ortonor-
movany systém

1 singx sin 2x cos 2x 8in 3x cos 3x
N === ’
R A e S R S R I

Na intervalu £-J, T ) jsou také ortogondlnf systémy

sin x, sin 2x, sin 3x, sin 4x, ...
(3.70) ’ ' ! T
1, cos x, cos 2x, cos 3x, CO5 4X, ...,

z nichZ lze odvodit ortonormované systémy

sin x sin 2x sin 3x gin 4x
V& VR vV O vm ot
(3.71)
1 cos x cos cos cos 4x
Vex 'Vx 'ym ' vm C vwm T

Systémy (3.70) jsou dokonce ortogondlnf{ na intervalu <0, 7 >, nebof pro

n+m Jje
T

o
Isinnx gin mx dx = J‘coanx cosmx dx = 0
o
a . g
' Jcoanxdx = 0 (MymeEl; 2y 3 eaels
o
ProtoZe
T o I
de:fr i jsinznxd=Jcosanxdx=%r,
o o o

pek Jjsou systémy

\’—%—sin X, V—%-—sin 2x, \"—%— gin 3x, ...,
(3.72)
\’—%—, \’—%— cos X, w—i—coa 2x, \‘—f—t-coa 3%, e

na intervalu < 0, X> ortonormované.
UZijeme-1i pro aproximsci zékladnf systémy (3.67) aZ (3.72), psk musime dany
problém pievést linedrnf transformaci

(3.73) t=( -m) 2 ,resp.t:( --b—'—"—-ﬁ)ejr , resp. t = (x - a) S
2 b -a 2 /b=-an b-a

na intervel < - 1, 1>, resp. < -7, >, resp. <0, X > . Po vyfesSenf této nové
ulohy se linedrnf transformaci vrétime k prom&nné x . Sledujte a ovéite si postupy
na nésledujicich pfikladech.

PP{kled 3.9 Hledejme na intervaelu <0, 12> k funkci y = \[_ polynom nealepéi (spo-
jité) aproximace druhého stupnd pFi zéklednim systému g, =1, g = X, &, = x .

He3eni: Systém 1, x, x° je sice lineérn& nezdvisly na intervalu <@, 1>, ale ne-
ni ng ném ortogondlnf, proto nejdfive vypolitéme v3echny skalérni souiny soustavy
(3.62)
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8y 8,) =1, (g, &) =1/2, (g, &,)

1/5, (&, Vx)

2/5,

(85 Vx)

2/3, (gl, Vx)

2/7

ReSenfm soustavy (3.62) s predchézejicimi hodnotami dostaneme ¢, = 6/35, ¢, = 48/35,
ey = = 4/7. Pgk hledsny polynom nejlepi{ aproximsce je '

$,(x) = 6/35 + 48/35x - 4/7x°.

Priklad 3.10 Reme je3t¥ jednou Glohu z predchdzejfciho prikladu, avisk se zdklad-
nim systémem M Po’ g = Pl, g = P2, viz (3.67).

ReSenf: Nejdff{ve provedeme transformaci problému podle prvnfho vzorce v (3.73) ,tedy
t=2x-1, resp. x=(t+1)/2,

tek¥e méme aproximovat funkei V(t + 1)/2 na intervalu < - 1, 1> funkef

2

_ - 2
(3.74) p,t) = Eo OB (t) = e, + et + e, 382 - 1)/2 .

Vzhledem k ortogonalit¥ funkef P, Py, P, na intervalu < - 1, 1> mné soustava nor-
mélnich rovnic tvar (3.64). Snadno vypoditédme

1 1
J.U(t-rl)/adt.:%, (f,gl)=jtv(t+1)/2dt=%,
= | Y

(£, go)

A _
(£, gy) = j Vaa+ iz 32 -1 72 = - .
|

Podle (3.65) je €y 2 2/3, ¢ = 2/5 a B = = 2/21. Dosazenim do (3.74) dostaneme

$,(0) = 2/3+ 2/5t - 1/21(3t2 - 1)

2x - 1 opét k prom&nné x a pivodn{ Gloze, do-

a vrédtime-li se transformsei t
staneme

,(x) = 6/35 + 48/35x - 4/Tx° ,

co% je samoziejm& stejny vysledek jako v p¥iklad® 3.9, protoZe polynom nejlepdi apro-
ximace je Jjediny.

3.6 ebySevova aproximace

T¥et{ skupina aproximaci, jak jsme je kategorizovali v odstavei 3.1, Jsou Ceﬂ:
Sevovy sproximace, neboli aproximace, které minimalizuji maximélni chybu. Tyto apro-
ximace majf{ velky vyznam p¥i sestavovani podprogrami pro vypofet funkei na poditadi.
PFi vy¥podtech jsou standardni funkce mnohokrét vypoditévény, a to s rozmanitymi ar-
gumenty z ndjakého intervalu < a, b >, proto je musime aproximovat na celém inter-
valu. Nejddlezit&js{ charakteristikou této gproximace je mexim&lnf chyba. SnaZime se
tedy najit takovou aproximaci, které maximélnf{ chybu minimalizuje. Nazveme ji nej-
lep%{ stejnom¥rnéd aproximace.
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A% doposud jsme za tiidu eproximujfcich funkef brali polynomy. U CebyZevovy
aproximace tuto tfidu roziifime na raciondlni funkce, tj. na funkce ve tvaru

P (x) % ‘1"
(3.75) B ) W e
Pa Q. _(x)
q Z blx
i=0

kde Pp(x) 5 Qq(r) Jjsou nesoud¥&lné algebraické polynomy p-tého, q-tého stupnd. Ra-
ciondlni{ funkece je nejobecn&jii funkef, kterou poditad miZe vypoditet piimo. Do té-

to t¥idy pat¥{ jist¥ i polynomy, sta®f poloZit ¢ =0 & by = 1.

Ulohu Cebysevovy sproximace formulujeme tskto: Necht f£(x) Jje spojitd funkce
na intervalu < a, b > . Sestrojme k n{ tskovou raciondlnf funkci (3.75) s indexem
n=p+ q, kterd minimglizuje hodnotu

(3.76) A = max |f(x)-R _(x)].
Pq xe<a,b> pa
Po teoretické strénce Pedf Glohu nésledujicf v&ta.

Véta 3.6 Je-li ddna tloha UebyXevovy sproximace, pak existuje prévé jedna racionsl-

nd funkce (x) 8 n+ 1 koeficienty (jeden z koeficientd a,, &y, «.+, &, b,
Dyy sees v (3 75) mi%eme zvolit libovoln&), kterd minimelizuje Apq » Viz (3 76).
Oznaéime-h. Ji Rp (x) , pak plati: .

a) V <a, b> existuje alespol n + 2 bodd X_, Xy, «+s, X,y tak, Ze v nich absolut-
ni hodnota chyby aproximace nabyvé maxima, tzn. Ze

(3.71) | £(x3) - %q(xJ]-xG?:xb;f(x) -R ¢® Iy 1=0,1, coynt 1
?

b) Jestlize a3 Xog <X < vee < Xpy9g £p , pek extrémy chyby aproximace stiidaji
v t&chto bodech znaménka, tj. platdi

(3.78) flx; ) - R (x ) = - (ftx1+1J - R;q(xiﬂ_n pro; 1= 0; 1; seey N

3.6.1 Konstrukce CebyZevovy aproximace

Sestrojit Cebyfevovu aproximaci R*q{x} je v praxi obti%né, protoZe pfedchéze-
jicf v&ta nefiké nic o tom, jak body x; najf{t. Kdybychom naopek body X,; Xy) «e
Xpe1 Jji% znali, pak hodngty n+ 1 koeficientd vypodftéme z rovnic (3.78) celkem
snadno. Pro konstrukei Rj (x) ke spojité funkei f£(x) na <a, b> byla vymySlena
fada itera®nich postupi, z n:n.chi si uvedeme tzv. Remesiv algoritmus, ktery vychézi

)
z predpokladu znalosti néjaké poddtedni aproximace éO), xim, eeey Xpa] bodl X

Xy eees Xpyye

o?

Remesiiv algoritmus:

1) K n + 2 bodim 1(03’ x](_o’, awialy xgi sestrojime podle rovnic (3.78) nulté p¥i-

bliZeni funkece qu(x) , které ozna¥fme Réﬂ’ (x) . Pro Q=0 je (3.78) linernf

soustava a pro q ¥ 0 nelineérnf.
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2) Najdeme extrémy funkce f(x) - B.‘é?l)(x) . Body, v nichZ extrémy nastévajf, ozna-

1 (1 -
&ime xé ), X ), e xr(ii a vezmeme Jje za dal%i aproximaci bodd Xoy Xpy eeey
X+l *

Opakovénim t&chto dvou bodl vytvéiime postupnd

xékJs x](_kJ: esey xg{ ’ Rl()l;)(x) pro k=0, 1, 2, ece &

(3.79)
v [22] Je uveden dikaz konvergence R(ﬁ)(xJ k R;q(x) . Zde jenom poznamensdme,
%e pro q = 0 (paek je qu(xJ polynom) Remesiv algoritmus konverguje pro libavolnou

volbu poldtefnich hodnot x]fo), xéOJ, ey xl.{gi . Je v8gk vhodné volit tyto poddted-

nf hodnoty v bodech, v nichz UebySeviv polynom T _,,(x) (viz nap¥. [10], str. 65)
definovany na intervalu < a, b> nabyvé extrémnich hodnot, tj. v bodech

(3.80) xi=3;—b+b;acca(ﬁﬂ g 805 s vy B & L

Pi{klad 3.11 Remesovym algoritmem sestrojme k V; na intervalu < 0, 1> polynom
1. stupn& nejlep3i stejnom&rné aproximace.

Reseni: Zvolme x©) =0, = =1/2, x{® =1 Pro £x)=\x a R =
= a, + ax mé soustava (3.78) tvar

VE -(a°+al 0) - Ul/2—(ao+a101/2)

\11/2-(a°+a1 12) = - V1 - (g +8 . 1)

a Yedeni je a; =1, a, = {\’_- 1)/4. Tedy
R{gJ(xJ =x+ (V2 -1)/4 a max | V_ - R](_gj(x)] = 0,146.

xe< O,l)

Funkce Vx - Rj(_g)(xl nabyvé maxima v bodech xél) =0, x{l) =1/4, xél) = L

a opakovénim postupu dostaneme

(1) (1)
Riw kx).= 1/8:+ % a mex |Vx -R
0 x€<0,1> 10

(x) | = 0,125.

Protoze funkee Vx - R2)(x) mé extrémy opét v bodech 0, 1/4, 1, je tedy Rj3’(x)

hledanou nejlep3i stejnom&rnou aproximaci.

3.7 Numerické derivovédni

Vzorce pro numericky vypodet derivaci ziskéme bud derivovénim interpoladniho
polynomu nebo interpoladnf spline-funkce nebo jiné aproximadni funkce.

3.7.1 Derivovénf interpoladniho polynomu

U&jme tedy k tabulce {(xi, y;) 1y =f(x), i=1,2, ..., n} funkce
y = £f(x) sestaven Lagrangeiv (3.7) nebo Newtomiv (3.21) interpola&ni polynom, pak
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pfibliZnou hodnotu k-té derivace (k S n) funkce f£(x) vyjédF¥ime vzorcem

n k
< a [ w_(x)
t© (g w1 ® ) = X —D— . |2 -
i=0 un(xi) ax | x — x;

(3.81)

n
k
. . . d
igl f(xo’ 21’ “awy xi) _'"E [G)i_l(x)‘:l -

(k)
= Nn (x) P

Obdobn& bychom mohli p¥i ekvidistantnf interpolaci derivovat polynomy (3.10) a
(3.22) pfi interpolaci wpied, resp. polynomy (3.23) a (3.24) p¥i interpolaci vzad.

Chyba pfi vypodtu derivace gomoc:[ interpoladnich polynomi se urf podle (3.26)
wztahem (oznadme tuto chybu Rx(xk (x))

(x) 1 gk [ (n+1) ]
.82) R (x) = ——— w (x) £ ( .
3 n m+ 1)1 axk b B * ¥

V tomto vztshu je g neznémé funkce prom&nné x a proto je vySetfovédni chyby velmi
komplikovené a neprind¥f pP{li¥ velky uZitek. Obecnym vySetfovanim chyby se tedy ne-
budeme zabyvat, ale ukdZeme jeji tvar alespoll v piipad¥ prvni derivace, kterou navic
vyjédfime jenom v uzlovych bodech interpolace.

Odvodme nyn{ ndkteré vzorce numerického derivovéni pfi uZit{ Lagrangeova inter-
polainiho polynomu pro ekvidistantni argument. Podle (3.10) Jje

1 DT

Kk
(k) d
, 2 (x) 2 — L (x) = —% —r— [
* ok hE i=0 ir(n-i)1  at¥

t(t == 1) -aw (t_— n)]

t -1

Pro prval derivaci (tzn. pro k = 1) dosteneme pfi n = 1 vzorec (mf{sto = budeme
psdt = )

(3.83) £°x) = g[-¥,+ ¥ ]t ZRE(F) .

Pro n = 2 miZeme krom& vzorce pro prvaf derivaci najit i vzorec pro pfibliZny vy-
po&et druhé derivace

£ ) = e [v,(2t - 3) - a2t - 2) + g2t - ]+ RV,

(3.84)
£ 7 (x)

L, - 2+ v2]+ 2P0

Z prvniho vzorce Vv (3.84) miZeme jest¥ odvodit vzorec pro prvni derivaci v uz-
lovych bodech X, X, X5, Ve kteryech je t =0, 1, 2, proto

- 3 1 o e

£(x,) = —2];[—3yo+2y1-y2]+;h £7(§) ,
(3.85) ) = = o *,]- B0 £7(E),

. .. 1 ] are

£7(x,) = —E[yo-4yl+3y2]+jh £7(8) .
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Pro n =3 dostaneme tzv. ¥tyFbodové vzorce

L l
£i(x) = E[' %30(3‘02 - 12t + 11) + %y1(3t2 - 10t + 6) -
-%yatatz -8t +3) +2y,0t2 -6t + 2)] + Rj(x)
(3.86) 1 1
s e = [ l
£ = 5 [- g 9,6t - 12) + £y, (6t - 10) -

-3 7,6 - 8) + £ y;(6t - 6)] + R} ()

ze kterych snadno odvodime f'(x,), £’(x;), f'(xzi, f'(x3) a £'7(x,), £ (xp),
fff{le, fff(an, kdyZ do vzored (3.86) postupn¥ dosedfme t =0, 1, 2, 3, tedy

. 3
£llxy) = “-Elh [- 125, + 18y, - 95, + 2y,] - ——‘; rWgy,
e = 1 - _ 11 (4) h3 ( )

atd.
PPi poditénd chyb podle (3.82) plati wn{xi) =0, pro 1=0, 1, ¢ey N
Obdobn& bychom mohli odvozovat i vzorce, které vyplyvaji z Newtonova interpo-
latniho polynomu nebo interpola&nfch polynomi jinyeh. Prostudujte si nésledujfed
pfikled, v némZz je uZit Newtondv interpola¥ni polynom.

PP{klad 3.12 Vypodfitejme pifibliZnou hodnotu derivace funkce logl(x) v bodd ¥ =
= 10,0154, je-li déna ndsledujic{ tabulka funkce

X log M(x) ﬁlfi Azfi
10,00 5,559 7630
10,02 5,579 3306 19 5676
10,04 5,598 9165 19 5859 183

ReSenf: Krok h = 0,02, x, =10, X = %, + 0,77.h. Pro danou tabulku sestavme New-

tomiv interpola¥n{ polynom (3.22) pro n = 2. Potom

£(x) = Jé(x) + Rél)(xJ = % [Alfo + %& Alfo % Rz(l)(x)

£’ (10,0154) ~ (0,019 5676 + 0,27 .0,000 0183). 50 = 0,978 6270

3.7.2 Derivovéni interpoladni spline-funkce

PPedpoklédejme, Ze pro tabulku {(xi, ¥i) 2y = E(xg), %, <% < 0o < Xy }
funkce f(x) Jjsme sestrojili pro n&jaké okrajové podminky S-funkci (3.32), potom

(xi - x)?2 " (x - xi_l)z
- —— L  ——— M
i-1
211‘1 2hi

s'x) = Si(x)

= g5 =



no

2
M, by 1 M;h{ L
Yia ~ 6 e YA T T
hy 6 hy
pro x € <X; 4, %5 >, 1 =1, 2, ...y n. Tedy
h. h.
4 — 1 A x :
e L T e T T L pro i =1,2,...,n
87(x;) =
R h.
4 ey ¢ 7 | AL il .
Si+1"xi] - 3 Mi I3 Mi‘!'l ¥ Bi o (yi+l = yi) pro i =0,1,...,0n-1
b
Pro druhou derivaci dostaneme
X, = X (x = x. )
v = .- = 1 i-1
S {x) = Si (x) - hi Hi-l +: h. J‘.l{i 3
i
tedy
B S; (x5) = M,
S {Ii) =

Si+l(xiJ = M

(srovnejte s (3.30) a (3.31)).

3.8 Numerické integrovédni (kvadratura)
—————— ———

Nech® je déna spojité funkce f£(x) na intervalu <a, b >. M&jme za kol na-
1ézt jeji wlastnd urdity integrél
b
I = Jf(x) dx .
a

V mnoha pfipadech jde tato loha Fe#it analytickou cestou pomoei tzv. primitivnf
funkce, jak jste se s tim sezndmili v zéklednim kursu matematiky. Casto v3ak je funk-
ce f(x) zaddna sloZitym pFedpisem nebo pro ni zndme jenom tabulku hodnot a pak ndm
nezbyvé ne¥ aproximovat danou funkei bud interpolainim polynomem, nebo n&kterymi ji-
nymi funkcemi a s jejich pomoci hledat vzorce pro pfibliZny vypolet integrélu. Tako-
vé vzorce se nazyvajl{ kvadraturni vzorce a postup numerického vypo&tu integrélu kva-

draturou.
Budeme hledat tekové kvadraturnf vzorce, kterd prevddéji vypolet integrélu na

vypodet lineérn{ kombinace
n
(n) (n)y,
(3.87) _l% a2 2 1,

kde cj(_n) jsou redlné koeficienty a xi(n}

vzorce, pro které plati

jsou tzv. uzly integrace. Kvadraturni
n b
i 2 ot Lea®) - Jf{x} ax
n+oe i=0 =
a
nazyvéme konvergentni.
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Casto uzivéme vzorce zaloZené na gproximaci integrovené funkce interpoladnim
polynomem n-tého stupn¥, kdy pro uzly interpolace platf a £ x, <%; < ... <X, % b.
UZijeme~1i napi'. Lagrangelv interpoladni polynom (3.7), pek mé kvadraturni vzorec
(oznadeny K(f)) tvar

b
(3.88) k@) = [r,m = Z.' Fy (x) ax . £(x;)

a

V tekovém pfipad® (srovnéme-li (3.87) a (3.88))se shoduji uzly interpolace s uzly
integrace. Tyto tzv. interpolalnf kvadraturni wvzorce nazyvéme oteviend, jestliZe
a¥x ,b#¥x ,a uzaviené, kdyZz a = X, s b = x, . Vzorce (3.88) nemusi byt ale
konvergentni, protoZfe jak jsme uvedli v odstavci 3,2.5, nemusi, zejména pFfi ekvidis-
tantni interpolaci, konvergovat interpola®nf polynom pro n — © k gproximované spo-
Jité funkei.

ZvySovéni piesnosti numerického vypoftu integrélu se doséhne pifi interpoladnf
kvadratufe zvySovdnim stupng interpolaZnfho polynomu nebo uZivédnim tzv. sloZenych
interpoladnich kvadraturnich vzorcl. SloZené wvzorce dostaneme tim, Ze interval
< @&, b rozdslime na kone&ny po¥et subintervali a na ka¥dém z nich u¥ijeme inter-
poladni kvadraturni vzorec (tzv. zékladni). "Se&tenfm tZchto vzorcl dostaneme
sloZeny vzorec. PfesnZji to objasnfme pozd3ji.

Kvadraturnf vzorce (3.88) mohou byt pro pevné n hledény také z podminky, aby

byly pifesné pro polynomy co nejvy3¥fho stupn&. Toho lze doséhnout vhodnym rozloZe-
nim uzld integrace. Ziskané vzorce se nazyvaji Gaussovy kvadraturni vzorce.

V sou¥asné dob& je viak velmi &asto uZivand k vypo&tu urfitych integréld tzv.
Rombergova integra¥ni metoda, které zpfeshuje vysledky lichob&Znikové metody, viz
3.8.2. Jejf slgoritmus uvedeme v odstavci 3.8.5.

3.8.1 Newtonovy - Cotesovy kvadraturni vzorce

Zékladnf tver téchto vzorcl dostaneme tak, Ze integrovanou funkci nahradime
Lagrangeovym interpolaén{m polynomem pro ekvidistantn{ ergumenty (3.10). Rozd&lme
tedy interval < a, b > ekvidistantnimi uzly x,, X7, =es, X, tak, %e x; = a + ih ,
kde h = (b - a)/n a na téhto uzlech nahradme funkeci f(x) interpolainim polyno-
mem (3.10), potom

b b b
(3.89) Jf(x) ax = J'Ln{x) ax + IR (x) @ = h Ecin}.f(xiJ + JbRn(X} a ,
i=0
a a a
kde n
) (i J bt =1) op0 (£ D) 50 .
* it(n - 1)1 t-i

JR (x) dx Jje chyba vzorce, které vyplyvé z chyby interpolace R, (x) , viz (3.26).

Konatanty c;n) nejsou zévislé na f(x) eni na a, b, a proto se mohou pro rizné

n , i tabelovat. Vzorce
n
(n)
| = h » . f(x- )
(3.90) KNC&) E Cy i
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o (n) i .
s koeficienty ¢C; ° po¥iftanymi podle (3.89), se nazyvajl Newtonovy - Cotesovy kva-

draturn{ wzorce uzavi‘eného typu.

x fx) P¥iklad 3.131 Vypoé&itejme pFibliZnou hodnotu inte-
0,0 0,398 94 grélu I =f e~ X2/ \ox ax , JjestliZe méme
o
0,1 0,396 95 pro integrovanou funkei danou tabulku 3.10,
0,2 0,391 04
0,3 0,381 37 ReSenf: PPibliZny vypoet integrélu provedeme po-
0,4 0,368 25 dle vzored (3.90) a (3.89) pro h = 0,2, X, = 0,0,
0,5 0,352 06 x = 0,2, ..., x5 = 1,0. Podle (3.89) dostaneme
0,6 0,333 33 .
{53 = (5) _ -

0,7 0,312 24 c,?’ = eg”’ = 95/288 = 0,329 86,
0,8 0,289 68
0,9 0,266 09 {3 = ¢ = 25/288 = 0,868 06,
1,0 0,242 06

cé” = cé” = 375/288 = 1,302 08,

Tab. 3-10

tedy podle (3.90) je
12 0,2[ ¢!? £0) + e$?). £00,2) + ef?). £(0,4) + c3‘5J- £(0,6) +

(o]

vef. 20,8 + ¢ 2] = 0,301 34.

3.8.2 Lichob&Znikové metoda

Zvolme ve vzorcich (3.90) n =1, potom c’t) = et = 1/2 4 tim dosteneme zé-

kladni vzorec lichob&Znikové metody
b
ff(x) ax x (b-a)[Ffla)+ %f(b)] = L(f) .
a

Rozd&lime-1i interval < a, b > rovnomdrn& na m subintervald body x;=a + ih ,
kde h = (b - a)/m , pek ze zdkladniho vzorce dostaneme

b m-l X4 m-1
[ ax = 2 J £(x) ax % ZO,' h[d o) + 3 e0xg 0] =
2 -
Xs

a i

h[% f(on + f{le + f(xa) tee +fxp 4) %f(xm}] = L(£, h) ,

"

(3.91)
co? je tzv. sloZeny vzorec lichobéZnikové metody.

PPiklad 3.14 Vypo&itejme pfibliZnou hodnotu integrélu z p¥ikladu 3.13, kde je pro
integrovanou funkci zadané tabulka 3.10. K vypo&tu uZijme sloZeného vzorce lichob&i-

nikové metody (3.91) pro h =0,1 a m = 10.

Re3end :
12 0,1[20,398 94 + 0,396 95 + 0,391 04 + ... +

+ 0,266 09 + 5 0,242 06] = 0,341 14.
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3.8.3 Simpsonova metoda

Zvolme ve vzoreci (3.90) n = 2, potom céaj = 1/3, cJ(_Z) =4/3 a cz(z) 1/3.

Tim dostaneme zékladni vzorec Simpsonovy metody

I

n

s,(£) .

b
b-afl 4 ,a2+tby, 1
If(x.)dx 2 = [2 f(a)+3f( . )+3f(b):|

Rozd&lme nyni interval <a, b> rovnom&rn& na 2m subintervald body x; =a + ih,
kde h = (b - a)/2m , pek ze zékladnfho vzorce dostaneme

b m-1 X2i+2 -1
Pix) ax = Xa £(x) dx = £(%o:) + 48 (% in) + £(Xoe..)
i o . 120 3'[ 2i 2i+1 2i+2 ]
s 5

(3.92)
3[ex,) + 48(x)) + 28(xy) + eeu + 4(xy ) + £lxy)] = SEE, B)

coZ je sloZeny vzorec Simpsonovy metody.

PPiklad 3.15 Vypodftejme pribliZnou hodnotu integrélu z pffkladu 3.13, kde je pro
integrovanou funkci zadanéd tabulka 3.10. K vypo&tu uZijme sloZeného vzorce Simpsono-
vy metody (3.92) pro h=0,1 a m= 5.

Resent :
I 0—51 [0,39 94 + 420,396 95 + 2. 0,391 04 + 440,381 37 +

+4.0,381 37 + 2.0,368 25 + ... + 4. 0,266 09 + 0,242 06 =

= 0,341 34.

3.8.4 Gaussovy kvadraturni vzorce

Hledejme kvadraturn{ vzorec (3.87), tedy rozloZenf uzld X,, Xy, s++, X, Dha in-
tervalu < a, b > a hodnoty konstant cén), cln), eeny Cp tak, aby tento wzorec

byl piesny pro polynom co nejvy33fho stupnd. Je-li p(x) = aj + aX + «uu + amx“‘ 3
pek poZadujeme, aby platilo

b n
(3.93) Jp(z) dx = Z ci(_n)- p(xiJ
o 1=0
pro maximéln{ mo¥né m , tedy aby platila rovnost
m b
3o fea - Za 2 o,
k=0 i

Ozna&{me-11 integrsl v poslednim vzorci I ks Pek 2z n¥ho odvodfme soustavu m+l

rovnic pro 2(n+l) neznémych Ci 8 Xy (i 0,1,2,...,n), které maj{ tvar
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_ .(n)o (n)_ o (n) o
Io = ex xo+c1 xl+...+cn ;
= RtB)X (n)_1 (n)_1
I, = ¢ x_ +c X3+ e + C %
(3.94) + o "o 1 1 n *n
_ (n) (n).m (n)
I, = ¢, x% LG i PP xﬁ ,

kde k-tou rovnici soustavy dostaneme v dtisledku libovolné wolby konstant 8, 81,
ceey 8y tak, Ze zvolime ay $0, 8:=0 pro J#% k. ProtoZe soustava méd m + 1
rovnic o 2(n + 1) neznémych, pak musf platit m = 2n + 1. Tedy vzorec (3,93) Jje
pfesny maximéln® pro polynomy (2n + 1)-nfho stupn&. Resit soustavu (3.94) je obtiz-
né, a proto bylo hledéno FeXeni této Ulohy pomoci ortogonélnfch polynomd.Dd se ukd-
zat, %e kdyZ zvolime uzly X, X, s+, X, V kofenech ortogondlnich (napf. Legen-
dreovych) polynomi na intervalu <a, b> a sestrojime na t&chto uzlech interpola&nf
kvadraturni vzorec (3.88), pak je tento vzorec pfesny pro polynomy nejvise (2n+ 1)-
-nfho stupné&.

Necht Legendreiv polynom P, (x) , viz (3.67), mé na intervalu <-1, 1> koife-
ny t,, ty, ..., t, (sefazené podle velikosti), které lineérn{ transformaci x; =
= 1/2(b - a)t; + 1/2(b + a) pPevedeme na body x, o intervalu <a,b>.
Na soustav® t&chto uzld sestrojfme pro funkci f(x) Lagrangeiv interpolaénf poly-
nom (3.7) a podle (3.88) otevieny interpoladni kvadraturni vzorec

n b
w (x)
(3.95) _EJ e ax . £(x;) .
i=0 2 (x - xian{xi)

] x1, *eey X

Pro vypodet integréld ve vzorci (3.95) zvolfme substituci x = 1/2(b - alt +
+1/2(b + a) , tedy

b Wy (x) 1/2(b - &) [ ay(t)
(3.96) J . dx = i f at .
Pek dostaneme hledany Gaussiv kvadraturnf vzorec

n
(3.97) oe) = B8 o rixy)
kde koeficienty cj{_n} Jsou dény vzorcem
1
w (t)

(3.98) oim - L B gt

wolty) 3t -ty

a mohou se pro riiznd i, n tabelovat, viz tab. 3.11. Vzhledem k symetrii kofend
tos Bys eeey t, podle polétku plati i symetrie bodl X, , Xy, ««+y Xy podle stredu

(n) _ _(n)
i = ¢

intervalu< a, b> a teké symetrie koeficienti ci{_n} , takZe plati ¢ fei

T o



n i t'i ci(.n)

2 0,2 ¥ 0,774 596 67 0,555 555 56
I ) 0,888 888 89

3 0,3 ¥ 0,861 136 31 0,347 854 84
1,2 ¥ 0,339 981 04 0,652 145 16

4 0,4 ¥ 0,906 175 85 0,236 926 88
1,3 + 0,538 469 31 0,478 628 68
2 0 0,568 888 89

5 0,5 ¥ 0,932 465 51 0,171 324 50
1,4 ¥ 0,661 209 39 0,360 761 58
2,3 ¥ 0,238 619 19 0,467 913 94

Tab. 3.11

Pi{klad 3.15 Vypo¥fitejme pfibliZnou hodnotu integrélu I = Il Vl + 2x dx pomoci
0
Gaussova kvadraturniho vzorce (3.97) pro n = 2.

HeSenf: Z tabulky 3.11 vybereme pro n = 2 hodnoty kofend t , t; a t, a po sub-
stituci dostaneme uzlové body integrace x, = 0,5+ 0,5t = 0,112 702,
=0,5+0,5t) =0,5 a x, = 0,5+ 0,5t, = 0,887 298. Potom

2
Ix0,52 cifz’\/-l +2x; = 1,3987,
i=0

kde c“;"J s c{zj a céz) jsou z tabulky 3.11. Pfesnéd hodnota integrélu je
o

1 =\3 - 1/3 = 1,39872.

i |

3.8.5 Rombergova metoda

Ve [é:{l, resp. ELS] je dokézéno, Ze mé-1li funkce f£(x) na intervalu <a, b>
spojitou (2n + 2)-hou derivaci, pak existuji &sla ay, 85 «ve 1 2y tak, %e

b n
23 2nt2
n) = - -h g(h ,
(3.99) Lk'O(ff ) lf(x) dx :le a; + O )

k
kde 1 o Je vaorec 1ichobssnfkové metody (3.91) pro m = 25, h = (b - a)/2%, &fsla

< 2n+2) .
815 8y eve zéviseji jenom na s, b, f(x). o'(h je chyba Pédu 2n + 2.

Z hodnot Ly o Pro k=0, 1, 2, «.. definujme &isla
]

1 = LN -
(.3-100) Ik,l = 5 (411:,0 = Lk-l,O) ] k l, 2,
Ozna*fme-1i integrél v (3.99) I a dosadime-li ze (3.99) do (3.100), pak pro
k=1, 2, ... dostaneme
n
1
(3.101) Lk,l -Ia= 3 Z

2 2n+2
23 b - b-a
(229_ 4ya.=28)"" 4 (( _8) )
j=1 J 2}: 1 21: 1
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Hodnota Ik 1 aproximuje pgeané.]J. integrél I oproti Lk 0 protoZe prvni &len
chyby ve (3.99) obsahuje h? , kde#to prvn{ &len chyby ve (3.101) je nula a druhy
¢len obsahuje n# . Tim se P4d chyby zdvojndsobil.

S timto postupem zpieshovén{ miZeme analogicky pokradovat podle vzorce

1 ( 8

{3-102) Lk'B = 43 _ 1 4 Lk,ﬁ"‘l = Lk-l,ﬂ-l} ] k= O, l, seey 8 = l, 2, ess

Obdobng jako ve (3.101) miZeme ukézat, Ze ¥dd chyby aproximace Ly 5 je 2(s + 1).
H
Vypo&et podle wzorce (3.102) uspofddéme do schématu

L0
he Ha
(3.103) Lo 231 Ipo

eo e,y L2 e [ I

V prvnfm sloupci je k + 1 hodnot poéitanych podle lichobé&Znfikové metody pro m =
=1, 2, 4,8, ..., 2k. V dal¥fich sloupcich po&fitéme zpifeshovéni podle vzorce (3.102),
pfitom posloupnost I.D 0 L]. 11+ I‘k x konverguje k I mnohem rychleji neZ po-

sloupnost I‘b 0? Ll 0 L2 00 e Lk o’ protoZe hlavni &len chyby (tj. &len s mini-
mélnf{ mocninou kroku) aproximace I‘k ¢ Obsahuje [(b - a)/Zk_] 2(kc+1) , zatimeco hlav-
ni &len chyby aproximace Lo obsahu.]e [(h - a)/2 ]2

Postup vypo&tu eproximace Lk,k integrélu I podle vzorce (3.103) na zéklad&
lichobé&Znfkové metody se nazyvé Rombergova metoda.

Algoritmus Rombergovy metody Jje zaloZen na vypoltu lichobé&Znikového pravidla
L(f, h) - viz (3.91) - a miZeme jej pfehledn¥ zapsat takto:

b - a)

I

1Ly o = L(f, h
2. k=1
. k
3. Vypodet Lk,O = L(f, h = (b = a)/2%)
4. Pro 8 =1, 2, ...y, k vypolitdvéme post.upné Lk,l’ Ik,a’ ceny Lk,k podle vzorce

(3.103) a sledujeme rozdfly | Ly 8 Lk-l . Je-1i tento rozdil men3i neZ pfede-
peanéd chyba, pak I‘k = povazuaeme za pi"lbllznou hodnotu poéftaného integrélu.

5. KdyZ nebyl vypolet ukon¥en z hlediska pfesnosti v predchézejicim kroku, pak zv&t-
sfme k o jednidku a opakujeme tfeti a dal3f kroky.

Lichob&Znikové metoda mé pii Rombergové postupu tu vyhodu, Ze k vypodtu I‘k 0
miZeme vyuZit I, -1,0 ° Stadf si uvédomit, Ze pri vypodtu Lk o uZivéme polov:.éniho
kroku neZ pfi vypoétu Ly1o 8 tedy uZijeme v3ech :L’unkt‘fnich hodnot, z nichZ je sta-

1

novena hodnota Lk-l,O .
0,8
Piikled 3.16 Vypoditejme I = 6[, (sin x)/x dx Rombergovou metodou s piesnost{

1076 po sob& nésledujfcich aproximaci.

ReZenf{: Numericky vypolet tlohy pPesné podle algoritmu Rombergovy metody Jje zapsén
v tabulce 3.12.
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k h L o L1 L2

0 0,8 0,758 680

1 0,4 0,768 760 0,772 120

2 0,2 0,771 262 0,772 094

3 0,1 0,771 887 0,772 095
Tab. 3.12

—5
Protoia[l-_."l 2 11=10

tinnych mist je I =0, 772 095.

y poloZime I = 1.-3 1+ FPPesnéd hodnota na Zest dese-
L

3.8.6 Chyby a konvergence metod

Chyby zdkladnfch vzorclh lichob&Znikové a Simpsonovy metody miZeme odvodit
z (3.89) na zéklad& vyjédieni Rn{x) vzorcem (3.26). Cely postup je viak pom&rn&
sloZity, protoZe (3.26) obsahuje ;‘, které je neznémou funkef x , proto uvedeme je-
nom vysledky; cely postup je napi. ve [23.] . Pro dostate®n® hladkou funkci f(x) na
intervalu <a, b.> tedy pro lichob&infkovou a Simpsonovu metodu plat{

b
} 3 1 g
[twa = Lo -w-a. L.y,
a
(3.104)
_.5

jf(x} ax = s(0) - E5® . & . tT(5y),
a

kde E‘-L i gs jsou bliZe neur&ené body z intervalu (a, b).

Ze vztahd (3.104) snadno odvodfme vyjédfeni chyb pro slofené vzorce L(f, h),
S(f, h) lichob&%nikové a Simpsonovy metody, nebof podle (3.91), (3.92) a (3.104)

platd
m=1 —

b
Jf(x) ax = 25 [L,(8) - h 527705y ]

2
L(g, h) - (b - a) 27 (§)
i=0 =

a
(3.105)

b m-1 -
Jf(x) ax= 2 |s,0) - %5 ¢ tgsi)]

i=0 L

4
S(£, ) - (b - a) iy £ (Fg)

kde §L € (x5, X541) » gs € (x;, X;,0) & §L o ;S € {a, b) . Posledn{ Upravy chy-

by ve vzorcich (3.105) plyncu z predpokladu spojitosti f£°° na <a, b> , protoZe
pek ze zékladnich vlastnosti spojitych funkci plyne existence bodd EL’ ?S tak, Ze

-%Jim.f”(h)

5 o=l
_LZ £7( )
<10 T1s

m-1

i, s E“(;Si>

90 30

B afMigg) . '
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Pro konefny tvar chyby u lichob&#nfkové metody lze u#ft h.m = b - a a u Simpsono-
vy metody h.2m = b - a,

Jedté& poznamenejme, Ze oba sloZené vzorce reprezentujf konvergentn{ kvadratury,

takZe pro n& platf

b
(b - a)/m) = Jf(x) ax

a

"

%ia’LGr, h

b
(b - a)/(2m)) = Jf(x) dx .

Lm0 5

3.9 Cviédentd

1.

4.

Sestavte Lagrangeovy a Newtonovy interpola&ni polynomy funkcf, pro které jsou za-
dené hodnoty

a) £(1) =2, £(5)=30, £(3)=-4, £(0) =75,

b) f(-1) = -5, f0)=-17, f£f()=-3, £(5) =193,

¢) f£(-2)=-10, #f(-1)=-12, £@©)=-110, £f(0,5) =~ 10,3125,
f(l) = = 10-

Jsou dény hodnoty funkce f£(x) : £(0,2) = 0,962, £(0,4) = 0,862, £(0,6) = 0,735,
£(0,8) = 0,610. Vypo&itejte Nevillovym algoritmem pfibliZnou hodnotu £(0,5) pfi
interpolaci kubickym polynomenm.

Jsou dény hodnoty funkce f(x) : £(-1) =2, f(0) =1, f(1) =2, f(3) = 0. Se-
strojte interpola®nf spline-funkci S(x), pro kterou bude platit S"'(-1) =

= §77(3) = 0. Porovnejte graficky sestrojenou spline-funkci s interpola&nim poly-
nomem 3. stupnég.

Jsou dény hodnoty funkee y = f(x) : f£(-2) =17, f(-1) =2, f()=-0,5,
£(1) = - 2, f£(2) = - 0,5. Metodou nejmensich &tverci sestrojte polynom nejvy3e
2. stupn& jako polynom nejlep3f aproximace zedanych hodnot funkce, jestliZe za
zékladni funkee zvolfte:

a) 1, x, 32:

b) UCebySevovy polynomy Fps» Pygs Ppye

Metodou nejmendich &tvercl sestrojte k funkei y = sin x na intervalu

£ -®/2, X/2 > polynom nejlepsf aproximace 3. stupn&, jestliZe za zékladn{ funk-
ce zvolite:

a) polynomy 1, x, xa, x3,
b) Legendreovy polynomy Py, Py, P, P3.
Vyeledky porovnejte graficky.

Vypo&ftejte pfibliZné hodnoty integréld

1 2
1 : dx e* ax
Ilzjﬁslnxdx, 12_,[2+x' I3 = )
(0] 0] 0
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7.

sloZenymi vzorci lichob&Znfkové a Simpsonovy metody. PFi vypodtu budete interval
< D3 1> postupn¥ d&lit na 2, 4, 8, 16, ... dfl3 a po¥ftat asproximace integrélid
ob&ma metodami tak dlouho, pokud se nebudou po sob& jdouci aproximace 1i%it o mé-
n& ne# 1073,

PribliZné hodnoty integréld z prikledu 6. vypoditejte jeitd Rombergovou metodou
a srovnejte s piedchdzejicim vypoltem rychlost konvergence.

Vysledky

1.

2.

3-

4.

5.

a) B -4&x* + 5, b) X +3x° -7, e) xt+ 0 - 222 - 10

£(0,5) = 0,8001

M, = 0, M = 84/23, M, = -60/23, My = O
$o(x) = x*-1,9x-0,8

$y(x) = 0,988 792 x - 0,145 062 x3

I, = 0,3647, I, 0,4055, I % 1,4806
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KAPITOLA 4.

RESENf NELINEARNfCH ROVNIC A JEJICH SQU STAV

V této kapitole se budeme zabyvat dvéma Qlohami, jednak PeZenfm rovnice
(4.1) f(x) = 0,

kde f(x) Jje nelinedrnf funkce jedné redlné promdnné, kterd je definovans a spojité
na konefném nebo nekonedném intervalu I , a jednak FeSenim soustavy

£y(xq, Xpy X3y eeey xn) o,

(%, Xpy Xyy eeey x) = 0,

PalX)y Xpy Xqy see, an = Q,

kde f,, £, f3, +++y £, Jsou nelinedrnf funkce n prom&nnych, definované a spoji-
té v jisté oblasti G .

Podstatnéd Cést této kapitoly bude vénovédna vypodtu pPfibliZnych hodnot tzv. izo-
lovanyeh kofend rovnice (4.1), tj. takovych hodnot, které rovnici (4.1) spliiujf a
exiatuje k nim okolf, v n&mZ Z4dny druhy kofen neexistuje. Rovnice (4.1) nemusi mft
semoziejmé jenom redlné kofeny, ale i kofeny komplexni. Ve v&tZin& pifpadli se viak
budeme zabyvat jenom vypo&tem redlnych koieni, protoZe komplexni koieny se krom¥% al-
gebraickych rovnie vyskytuji velmi ziidka.

PribliZny vypodet izolovanych redlnych kofenl rovnice (4.1) se sklddd ze dvou
fézi:

1) Separace kofenli, tj. urfeni intervald, které obsshuji prévé jeden izolovany ko-
Ten.
2) ZE"eanéni pfibliZnych hodnot koient.

ReSenf soustav n nelinedrnich rovnic 0 n nezndmych miZe byt mnohdy velice
komplikované, proto se jim nebudeme pF{li% Siroce zabyvat. Uvedeme pouze dvé metody
(v odstavei 4.4), které jsou pfi numerickém PFedeni nejuZivansjsi.

4.1 Separace koifend nelinedrmnfch rovnic
_—

Pro separaci redélnych kofent rovnice (4.1) lze uZfit nésledujici v&tu, kterd je
dobfe znémé ze zdkladniho kursu matematiky.

Véta 4.1 Nechl f(x) Jje spojitéd funkce na intervalu I , JestliZe f(a) . £f(b)< O
pro <a, b> € I , pak uvnitf intervalu <a, b > leit alespolli jeden redlny kofen rov-
nice (4.1). JestliZe navic f’(x) na intervalu (a, b) nemdn{ znaménko, pak je tento

kofen prévé jeden (geometrické demonstrace je na obr. 4.1).

Dikez téchto tvrzenf viz [Budinsky: Matematika, skripta GVUT Fsv] .
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£(x)
£ (x)

b

P —
a N/ [

o L

Obr. 4.1

Pfi separaci redélnych kofend podle véty 4.1 urdujeme znaménka funk&nich hodnot
v krgjnich a v ndkterych vnitfnfch bodech intervalu I . Tim je interval I rozdd-
len na vhodné subintervaly, ve kterych zkouméme splndnf piedpokladt v&ty 4.1. Ppi
tomto postupu se snaZfme vyhledat takové intervaly <a, b> C I , ve kterych lesf
prévé jeden kofen.

Pi¥{klad 4.1 Separujme koifeny rovnice x4 -4x-1=0 pro I= (-o00,00),

ReSen{: Jistd platf f£(- o )> 0, £(0)< 0, £(00) >0, £'(x) = 4(x3 - 1) = 0 pro
x=1, £ (x)<0 pro x€(-o0, 1) a £'(x) >0 pro xe(l, o) . Z tdchto ddaji
tedy plyne, Ze interval (-oo, O) obsahuje prédv¥ jeden kofen, interval (0, 1) Z&dny a
interval (1, @) také prévé jeden ko¥en. Tedy zminZnd rovnice mé pouze dva redlné ko-
feny, a to po jednom v intervalech (-oo, 0), (1, o0 ). ProtoZe f(- 1)>0 a f£(2)>0,
pek jsou tyto kofeny dokonce v intervalech (- 1, 0) a (1, 2).

Je-1i rovnice (4.1) algebraickéd, tedy kdy?
(4.2) fix) = anxn+ an_lxn"l t eeo +agx+ta, = 0, a, ¥ 0,

pek dovedeme podle v&ty 4.2, resp. 4.3, uréit hranice vSech kofeni (i komplexnich),
resp. hranice kladnych a zépornych kofeni.

Viéta 4.2 VBechny kofeny algebraické rovnice (4.2) jsou rozloZeny v mezikruii
£ A

a
#I-—glxl 1 +

B+lal lagl

kde A =max{la,qls lay 5ls +=esl a1} & B=max{lagl, lagqls «=es lagl} -

Dikaz je uveden Vv [5:] a plati samoziejm& i pro komplexni koFfeny.

Véta 4.3 M¥jme dénu rovnici (4.2), kde a, >0, a, je prvnf zédporny koeficient
a A Jje maximum z absolutnich hodnot vSech zépornych koeficientli. Potom vEechny
kKladné koteny rovnice (4.2) jsou men3f neZ R =1 + kWx/aam .

Dikaz viz [5:'.
Dolnf hranici kladnjch kofend rovnice (4.2) urdime pomoci hornf hranice kladnych
kofen rovnice

2
(4.3) ay +* 8, ¥t ey Y *oeee + aob'n = 0,

kterou dostaneme ze (4.2) po substituci x = 1/y . Je-li R’ horn{ hranice kladnych
kofent rovnice (4.3), pak r = 1/R” je dolni hranice kladnych korend rovnice (4.2).
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Hranice zépornych kofend rovnice (4.2) urdfme podle v&ty 4.3 pomoci rovnice,
kterou ze (4.2) ziskéme substitucf x = -y .

Pr{klad 4.2 Ureme hranice kladnfch a zépornych kofend rovnice x* + 413 + 3x2 -
-2x-27=0.

ReSeni{: Podle v&ty 4.3 je 8y = 1>0, k=3, A=27, tedy R=1+ W: 4. Pro-
vedeme-1li v zadané rovnici substituci x = 1/y, pak dostaneme rownici 27}.4 3 @3 =
- 3y% - 4y - 1 = 0, jeji? hornf hrenice kladnych kofend je 1 +V4/27, tedy dolnf
hranice kladnfeh kofend zadsné rovnice je r = 1/(1 + V4/27) = 0,722. Uzit{m sub-
stitucé x = - y miZeme zcela analogicky zjistit, Ze zdporné koFfeny pati{ do in-
tervalu (- 28, - 0,9) (ovéfte!).

Pfi separaci redlnych kofeni algebraické rovnice (4.2) je velice uZitednsd tzv.
Sturmova v&ta, podle které dovedeme urdit pi*esny podet redlnych kofeni na nZjakém
intervalu.

Véta 4.4 (Sturmova). Necht elgebraické rovnice (4.2) mé pouze jednoduché koifeny. Dé-
le necht £, (x) = £°(x) , £,(x) Jje zbytek pri d¥lenf f£(x)/f;(x) nésobeny &islem
-1, f£,(x) Jje zbytek pfi d&leni fl(x)/faix) nésobeny &fslem - 1 atd. Postup
ukon®f{me aZ dostaneme konstantu. T{fm ziskéme Sturmovu posloupnost

£x) , £(x), £,(x), «eu
Potom pofet redlnych kofend rovnice (4.2) na intervalu < a, b > je roven rozdf-
1lu mezi podtem znsménkovych zmén ve Sturmové posloupnosti pro x=a a x=b .
Dikaz viz napf. EKuroé: Kurs vyss{ algebry, Moskva 1946].

Pri wypo&tu Sturmovy posloupnosti miZeme kaZdou funkei f, f,, f,, ... nésobit
libovolnou kladnou konstantou.

Mé-1i rovnice (2.4) nésobné koPeny, psk je moZné ziskat posloupnost f, £y,
eee, £y, 0, ele f) nebude konstanta. D&lime-1i vSechny &leny posloupnosti funkef fy,
dostaneme novou posloupnost, na kterou miZeme uZit Sturmovu vétu a dostaneme polet
ko¥eny rovnice (4.2) na intervalu < a, b > bez uvaZovéni jejich ndsobnosti.

P¥{klad 4.3 Ur&eme podet redlnych koiend rovnice 4::3 - 2x2 -4x -3 =0.

Refeni: Sturmova posloupnost je: f(x) = 4x3 - 2x° = 4x - 3, fl(xJ = 3x2 -x -1,
f2{xJ = 26x + 29, f3 (x) = - 1.

V uvedené tabulce 4.1 jsou

= 99 o 2 x sestavena znaménka hodnot po-

sgn f(x) - - + + sloupnosti v bodech - o2 , 0,

sgn fl(x) & - - o 2,06., z Eelfoé vidime, Ze %ané
rovnice mé jeden redlny kofen

sgn £,(x) = + ¥ * v intervalu <0, 2 >.

sgn f3 (x) - = - =

Po&et znamén-

kovych zmé&n E e 3 1

Tab. 4.1
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4.2 Vypolet koFfend nelinedrnifi rovnice
_

Phedpoklédejme, Ze pro rovnici (4.1) jsme jiZ provedli separaci reédlnych koieni
a %e stojime pfed druhou féz{ pFibliZného vypodtu izolovaného kofenu rovnice (4.1).
Znéme tedy konedny interval <a, b > , ve kterém leZi pr4vd jeden redlny koren §
rovnice f(x) = 0 , pPiemz f(x) Jje na<a, b> alespol spojité. V dal¥fm vyloZime
nékteré iteradnf metody pro vypofet pribliZné hodnoty kofenu a piitom Fekneme,za ja-
kych podminek a jek rychle konverguji. Rychlost i sama konvergence zévisi u n&kterych
metod na kvalit® po¥étedn{ sproximace, ale existujf i tzv. vidy konvergentni metody,
jejichz konvergence na poddtetni aproximaci nezévisi. Tekové metody konverguji pomalu
a hod{ se predeviim pro nalezenf vhodné podételni aproximace pro metodu rychlejsi.

Nékdy je vhodné hledat poléte¥nf aproximaci grafickou cestou, kdy rovnici (4.1)
nahradfme ekvivalentn{ rovnici

(4.4) g(x) = h(x) 3

kde g(x) a h(x) Jjsou jednodusi funkce, jejichZ grafy snadno sestrojime. Pak
aproximace hledaného kofenu je x-ové soufadnice priseffiku téchto grafi. Grafickéd me-
toda je velmi zévisléd na vhodnosti volby funkei ve (4.4) a na zkuSenostech PFeditele.

4.2.1 Metoda pilen{ intervalu (bisekce)

Je to prvni ze vdy konvergentnfch metod pro hledéni redlného kofene § rovnice
(4.1), ktery je separovén na intervalu <a, b> . Phitom predpoklddéme, Ze

(4.5) f(a) . £()K 0,

tzn., Ze funkdn{ hodnoty v krajnich bodech intervalu {a,b) majf opa¥né znsménka.

Metodou pilenf{ intervalu vytvédii{me po-
sloupnost uzavienych intervald (viz obrézek
4.2)

<30’ b0> 2 <91: bl> 2K 59 b2>3

:’<83’ b3>3 sse

kde a, = a, b, = b, takto: Postupn& pro
k=1, 2, ... vypotitéme stfed intervalu

Obr. 4.2 < egyr By

[4-6) xk = (bk‘-l + ak_l}/E

a je-1i f(x.) =0, je x hledanym kofenem ¥ « Je-1i f(x.) # 0 , potom za inter—
val <ak, bk> vybereme ten z intervall < By 1 x> i Xper bk-l> , vV jehoZ kraj-
nfch bodech mé funkce f(x) opatnd znaménka, tedy plati flay) . £(b ) <O .

Proces pilenf kondi, je-l1i f(ka = 0, nebo kdyZ délka intervalu <ak’ bk> Je
mensi nez predem dané € > 0 . Pak aproximace X uréuje hledany kofen § s pPesnos-
t{ & , protoZe

4.7) I m-fl <y -a) = b-a/Z<e.
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k=co

e f£(L) = 0 , nebo limitnim pfechodem v nerovnosti f(ak) . f(bk) < 0 dostaneme
v aisledku spojitosti funkce f(x) nerovmost £2(L) €0 , tedy £(L) =0 , &ili

L = § . Protoe pFi ke¥dém kroku plat! & ¥ x % by , pek lin x = § . Bili jedi-
nou podminkou konvergence metody pileni intervalu je spojitost fumkce f(x) .

Ze (4.7) plyne 1lim -8)=0, te 1i = 1i =L, +s
k,osbk ») y tedy lim a k-bmﬂbk L . Snadno zjistime,

Pi{klad 4.4 Metodou pileni intervalu vypoditejme pribliZnou hodnotu kofene rovnice
1-4x-tg x =0 v intervalu< 0, 1> s presnost{ & = 1073,

ReSenf: Predpoklady metody jsou splndny, protoZe f(x) =1 - 4x - tg x Je na
<0, 1> spojité a £(0) . £(1) <0 . Numerické hodnoty vypo¥tu jsou uvedeny v ta-
bulce 4.2.

k 8y by Xy b = &
0 0 1 1

1 0 0,500 00 | 0,500 00 | 0,5

2 0 0,250 00 | 0,250 00 | 0,25

3 0,125 00 | 0,250 00 | 0,125 00 | 0,125

4 0,187 50 | 0,250 00 | 0,187 50 | 0,0625
5 0,187 50 | 0,218 75 | 0,218 75 | 0,031 25
6 0,187 50 | 0,203 12 | 0,203 12 | 0,015 62
7 0,195 31 | 0,203 12 | 0,195 31 | 0,007 81
8 0,199 22 | 0,203 12 | 0,199 22 | 0,003 90
9 0,199 22 | 0,20117 | 0,201 17 | 0,001 95
10 0,199 22 | 0,200 19 | 0,200 19 | 0,000 97

Tab. 4.2

Hodnota kotfene na sedm desetinnych mist je 0,199 4624.

7 p¥fkledu vidime, Ze rychlost konvergence je velmi malé, protoZe kaZdy krok
zpPesni vysledek pouze o jednu dvojkovou cifru.

Krom& jednoduchosti a snadného splnEni podminek konvergence je vyhoda této me-
tody i v tom, %e ji miZeme u¥ft i tehdy, kdyZ v <a, b> je vice kofenld. Po¥ftané
aproximace pak konvergujf k jednomu z nich.

4.2.2 Metoda prosté iterace

Je to jedna z nejdilezitéjsich metod numerického FeSeni rovnice (4.1), pri kte-
ré nahradime rownici (4.1) ekvivalentnf rovnici ve tvaru

(4.8) x = ¢x),

tj. rovnict, ve které je ¢(x) spojitou funkef v <a, b> a kterd mé v intervalu
<a, b> tenty# izolovany kofen § jako rovnice (4.1). Rovnici (4.8) lze sestrojit
vice zplsoby, napf. algebraickymi Upravami rovmice (4.1) nebo pouhym pridtenim x
k ob&ma straném rovnice (4.1) nebo n&jakym mnohem promyslen&jsim postupem.

Zvolme déle n&jakym zplsobem x, € <a, b> za poZatetni aproximaci kofenu a
podle iteradni rovnice



(409) xk = 'f (xk-l)

po&itejme postupn& posloupnost aproximaci X1y Xpy X3y eee o JestliZe posloupnost
{xk} Je konvergentnf, tedy je-li ch-ﬂoxk =L, pak v disledku spojitosti funkce y(x)
miZeme pfejit ve (4.9) k limit¥, a potom lim %, = 50(15.1:: xk) , ¢ili L je hledany
kofen ? , ktery 1lze podle rovnice (4.9) urg-i’?s 1ibovo]i‘;:u pPesnosti.

Zbyvé tedy zodpov&dét otdzku, za jakych predpokladi a s jekou rychlosti konver-

guje posloupnost {x }. Na tuto otézku odpovidd ndsledujfci vdta.

Véta 4.5 Nechl funkce Y(x) Jje spojitd a diferencovatelns v < a, b> a necht ¢ (x)
zobrazuje interval do sebe, tzn. Ze pro x €< a, b> je y(x)e <a, b> . Existu-
Je-1li &islo q tak, Ze

(4.10) ]tp'(x)| € g<1 pro xe<a, b>,

potom itera&nf proces (4.9), tedy posloupnost {xn} , konverguje nezdvisle na volb&
podétedni aproximace x € < a, b >, a to k jedinému kofenu § rovnice (4.8) na in-
tervalu < a, b> .

Pritom plati

q
l1-gq

Dikez této vaty je weden v [5], (9], [16] , [29] , [29 e da1sten.
Na obrézcich 4.3 je geometrické interpretace iteradni metody (4.9) pro piipad

P (x)>0 a 9y (xI<O0.

k
(4.11) | % = §1 E | % = %eq | = l—q--lxl—xol.
3 - q

Y
o

Obr. 4.3

Pf{klad 4.5 Metodou prosté iterace Feime Glohu z p#fkladu 4.4.

ReZeni: Danou rovnici pfevedeme na tvar x = (1 - tg x)/4, tedy ¥(x) = (1 - tg x)/4.
Funkce ¢(x) Jje v intervalu< 0, 1> diferencovatelns a platf | Y (x)| <1 pro

x € <0, 1>, ale nezobrazuje interval < 0, 1> do sebe. Proto se omezime nap¥. na
interval < 0, 0.5> , kde jsou jist& spln¥ny viechny pPfedpoklady v&ty 4.5. Zvolme
tedy x, = 0.5 a po&itejme aproximace x;, X5, ... podle vzorce (4, 9); numerické vy-
sledky Jjesou v tabulce 4.3.
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X X, ProtoZe jist& plati
= o5 P (=)< 0,33< 1,
1 0,1134 24 pak podle vzorce (4.11) dostaneme
2 0,2215 22 6
_f| s 0 = .
3 0,1936. 96 g -§1 = 23— 04 = 0,077 =
4 0,2009 61 ’
5 0,199 72 = 0,77 . 073 < 1073 |
6 0,199 64 tedy podminka presnosti aproximace je splnna.
Tﬂb- 403

4.2.3 Newtonova metoda (metoda teden)

Reme op&t rovnici (4.1), o které vime, %e uvnit¥ intervalu < a, b> le%f prévé
jeden izoloveny redlny kofen § . Déle predpoklédejme, %e f£'(x) a £’“(x) jsou spo-
jité a zachovévaji na intervalu< a, b> znaménko a %e x, € < a, b>je k-td aproxi-
mace koiene E‘ . Kdayz poloZime £= X th, pek ns zéklad® Taylorovy vity zapiSeme

b2
(4.12) 0=f(§)=f(xk+hk)=f(xk)+nkf(xk)+Tf (% +&h),
kde € Jje n¥jaké &{slo z intervalu (0,1).

Zanedbéme-1i ve (4.12) posledni &len, ktery pPfedstavuje zbytek Taylorova rozvo-

Je, pak
h & - :E‘(xk)/f'(ka i

tedy &f{slo x + h, =x ., , resp.
; ; fx)
4.13 el T T3

£ (%)

bude dal%{ aproximac{ kofene § . Iteranf rovnici (4.13) nazyvéme Newtonovou iterad-

ni metodou.

Také Newtonovu metodu miZeme interpretovat
;(b) geometricky, viz obr. 4.4.

Pfedpoklédejme, Ze f(a)< 0, f(b)>0,
£fx)>0 a £°(x) >0 pro xe<a, b> . Po-
loZime-1i X, = b, pak ¥fslo x; vypo&ftané po-
b=X, dle (4.13) dostaneme geometricky jesko prise&ik
2 tedny ke grafu funkce f(x) v bod& [xo, f(xo)_]

8 osou x . DalZ{ aproximaci X5 miZeme inter-
pretovat jako prise&ik tedny v bodé I:xl, f{xl)___l
8 osou x atd.

Obr. 4.4
Viimn&te si jestE&, Ze Newtonova metoda je

v podstat® metodou prosté iterace, pii které zvolfme ¢(x) = x - £(x)/f£"(x) , tedy
podminky konvergence metody jsou v zésad¥ dény v&tou 4.5. Vralme se je3t& k obr.4.4.
Postup, ktery jsme popsali, zafal od po¥dte¥ni aproximace x, = b , takZe byla spl-
n¥na nerovnost f(x )+ £ "(xd >0 . Zvolime-1i nsopsk x, = a , ¢ili plat{ nerovnost
£(x)) - f”(on <0 , pek se miZe stét (viz obr. 4.4), Ze x,¢ < a, b> a v metod?
nelze pokradovat, protoZe jsme porugili zdklaednf piedpoklad v&ty 4.5. TakZe volba
X, € < a, b> je podstatnou podminkou konvergence Newtonovy metody.
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V&ta 4.6 Nechl v intervalu <a, b> existuje pravé Jeden redlny koifen § rovnice
(4.1). Déle nechf f£(a). f(b)< 0, £lx) a £°°(x) jsou spojité a zachovévaji
v <&, b> znaménko a necht pro podétenf aproximaci x, € a, b> platf

£(x,) . £77(x)> 0.

Pek posloupnost {x,} poditand podle vzorce (4.13) konverguje ke kofenu

f , a pPitom
plati
i 2
(4.14) | % - §1< =i (e = x_ 1),
- 1 :
kde M, = max |£°°(x)] a m, = min £ (x)] .
xe<a,b> xe<a,b>

Dikaz viz [23], [9], [25] a aelst.

Newtonova metoda konverguje velmi rychle, ale zdvisi{ na vhodné volb& po&étedni
aproximace, pii nevhodné volbé& nemusi konvergovat vibec.

Jestlie f'(x) se na intervalu <a,b>
F(b) mén{ mélo, pek miZ%eme poloZit f'(x) = f'(xo)
a tim dostaneme tzv. modifikovanou Newtonovu
metodu

f(ka
£7(x,) ’

(4.15) xk_'_l = xk

|
|
|
|
I
|
:

T 7
L/E X, ¥4 baXo kterd je vypodetn& jednodussi, ale mé& sniZenou
rychlost konvergence. Geometrickd interpretace

g(a'} viz obr. 4.5.
Obr. 4.5

PPikled 4.6 Newtonovou metodou Peime ulohu
z piikladu 4.4.

feSeni: ProtoZe f(x)=1l-4x-tgx, £ (x)=-4- l/caazx, £ (x) =
- _2sinxcos3 x, psk £(0) >0, £(1)<O0, £(x)<0 a £ °(x)<0 v inter-
valu <0, 1> , tedy zvolime X, = 1 a aproximace koiene § politéme podle vzorce

e WO (1 - 4x - tg x)/(4 + l/coaaxJ ,

psk x; = 0,386251, x, = 0,202009, xy = 0,199463.
Odhadndme je3t& pfesnost aproximace X3 podle vzorce (4.14). VySetfovénim £ (x)
a £°°(x) na intervalu <0, 1> dostaneme M, = 10,7 a m; =5 , tedy

113 _§|< 3‘-.;-—81 (x3 - xz)a = 0,69-10-5< 10—3 -

Porovnéme-1i vysledky s PeSenim prikladi 4.4 a 4.5, vidime, Ze konvergence New-
tonovy metody Jje mnohem rychlejsi.
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4.2.4 Metoda regula falsi (t&tiv)

Je jednou z nejstarich metod Fedenf rovnice (4.1) na intervalu <a, b >, pro
ktery plat{ f(a). £(b) < 0 . Pfi metod® regula falsi nahradfme funkei f(x) na in-
tervalu < a, b > interpoladnim polynémem l. stupn& L,(x) s uzlovymi body a, b
a najdeme prvnf{ aproximaci x, koFene ; Ffesenfm rovnice Ll{xl =0, tedy

) = 2=l +Z=2¢0p) = 0
Ll(x a-b ) b-a(} ’

&ili
(4.16) X; = x = a-——L:—ﬂ-—f{a) .
f£(b) - £(a)

Protoze f(a). f(b) <O , pak bod x; d&lf in-

terval < a, b> na dva subintervaly < a, x; >,

z <x;p, b > . Uvedeny postup opskujeme na tom

z nich, v jehoZ koncovych bodech m4 f(x) opaé-
néd znsménka a tim dostaneme Xp atd. Geometric-
ky je tento postup demonstrovén na obr. 4.6.

1((0') c Aby uvedeny postup byl konvergentni,je po-

stafujfei, aby v < a, b> leZel prévé jeden ko-

obr. 4.6 fen a aby f’’(x) zechovala v< a, b > znamén-

ko. Vzhledem ke znaménku ¥isla f(a) & zneménku f°’(x) mohou nastat Ety¥i verian-
ty, viz obr. 4.7.

fay< 0 ftar<0 f@ >0 fta)>0
|
#>0 /! <0 I I >0 | <0
| h, |
a b a b | P ,
i/ = 3 o b
1 | | I
| I
a) b) c) d)

Obr. 4.7

Pro pPipady a), d) se zékladni vzorec (4.16) uzivéd postupné na intervalech
<xpe» b> , tedy polo¥fme-li x = a , potom mé metoda regula falsi vzorec

b-xk

= Ly 245 wewm o
{4-17) X = Xy - - f(xk) » k O, ’ )
*t1 kK p) - flx)

Obdobn& pro b), c), kdy se zékladni vzorec uZivé na intervalech < a, %>, dostaneme
ze (4.16) pro x, = b _po vhodné dpravé vzorec

Tk L f(x), k=0,1, 2
(4-18) X — R TR s e | X = ses @
Bl T K T ) -t ] T

Véta 4.7 Necht v <a, b> je prévé jeden reélny kofen § rovnice (4.1), f(a).f(b)<0
@ necht £°°(x) zachovévé na <a, b> znaménko. Platf{-1i f£(b). £°“(b) >0 , resp.
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f(a). £ "(a) >0 , pak posloupnost {%.}: sestrojens podle vzorce (4.17), resp.(4.18),
konverguje k jedinému kofenu § rovnice (4.1) na intervalu <a, b> , a pfitom platf

M, - m
(4.19) |§"‘k|§ l_mi_llxk_xk_ll 3

kde M; a m) Jjsou maximélnf a miniméln{ hodnoty funkce | £’(x)| v intervalu
<oy VD
Dikaz wiz napi. [10] =

P¥{klad 4.7 Metodou regula falsi Feidte Ulohu z pfikladu 4.4.

: . ol fesenf: 2z pf'ilfll.adu 4.6 plyne, Ze
k k f(1)<0 a £ "(x)<0 pro
0 o. 1.000 000 x€ <0, 1>, tedy budeme vést vypo-
1 0.179 940 0.098 332 et podle vzorce (4.17), pro ktery
2 0.197 260 0.011 010 X, =0, b=1, £(b) = - 4,557 408.
3 0.199 211 0.001 267 Visledky ViS tah, 4.4.
4 0.199 434 0.000 143 Odhad chyby provedeme podle
vzorce (4.19) pro my =5 ally = 7,5,
Tab. 4.4 tedy

| = 0,11.103< 1073,

AR Lﬁgz‘ilx-a"%

Metoda regula falsi je velmi uZitednd, protoZe se dé uZft i v piipadech,kdy kro-
m& nerovnosti f(a).f(b)<0 neméme o funkei f(x) Z4dné daldf informace. Konvergence
miZe pek byt ale velmi pomaléd.

4.2.5 Metoda sefen

JestliZe v Newtonové metodé& nahradime ve vzorci (4.13) derivaci f'(xk) podi-
lem diferenci

pak dostaneme vzorec metody selen

) X = ¥g-1
(4.20) X = x, - £x.) — .
oL K KT f(x) - £lg)

fo) Je to dvoubodové iteradnfi metoda, protoZe
k urdenf x.,, uZivdme dvou pPedchézeji-
cich aproximaci, viz obr. 4.8.

K tému vysledku bychom dosp&li Opra-
vou metody regula falsi, kdyZ upustime od

Rt i

poZadavku, sby funkce f(x) mé&la v kraj-

/" e nich bodech intervelu opalné zneménka. Ze

2 cvi¥nych divody doporudujeme tendii, aby
Obr. 4.8 si tuto modifikaci prové&ril.
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4.2.6 Kombinovend metoda

Redme rovnici (4.1) na intervalu < a, b> za predpokladd: f£(a) . £(b)< 0 3
£f(x) a £77(x) jeou spojité a zachovévajf na < a, b> znaménko. Spojenim metody
Newtonovy a metody regula falsi dostaneme kombinovanou metodu, pfi které je kofen

eproximovén zdola i shora &{sly x, a 3 . Vzorce metody regula falsi i vybsr

potétetnich aproximeef x , 'i'o

pro ob& metody zévisejf jistym zplsobem na znamén-
kéch £(x) , £'(x) a £°'(x) v n&kteryeh
bodech nebo na intervalu < a, b > , proto se
omezime jenom na pfipad, kdy f(a)< 0 ,
£(b)>0, £(x)>0 a £ °(x) >0 pro
xe < a, b>, viz obr. 4.9. Vzorce kombino-
vané metody uvedeme jenom pro tento piiped,
protoZe v ostatnich p¥fpadech Jjsou vzorce
zcela analogické a &tend¥ si je snadno sesta-
vi sém.

PoloZme tedy x°=a,'i'o=b a pak jiz
zcela logicky ze vzorcd (4.17) a (4.13) ply-

Shes 8 nou vzorce kombinované metody E
. £ (%)
el T kT £9(%)
(4.21)
W = %e- st

f (xk+1) — f(ka

pro k=0,1, 2, ... « V téchto vzorcich se metoda t&tiv uZivé vZdy na intervalu
& Xy s gki-l >

Velkou vyhodou kombinované metody Jje ta skutefnost, Ze hledané Fefeni je apro-
ximovéno soufasn& zdola i shora, protoZe metoda t&tiv i metoda tefen aproximuji ko-
fen § z jedné streny. Tedy pro k=1,2,... platf fedx, %7 -

Kombinovand metoda konverguje vidy, kdyZ Jjsou spln&ny postatujici podminky kon-
vergence metody t&tiv a metody tecen.

4.3 Vypocdet kofend algebraické rovnice

Vénujme se nyni hledéni kofend slgebraickych rovnic (4,2), pro které byla vymys-
lens fada specidélnich metod, uvedenych v [5] i [8] 3 [9] ; [lﬂ 5 [1‘:3] " [22] a dal-
gich.

4.3.1 Metoda Leguerrova

-] i
Predpoklédejme, #e kofeny polynomu f(x) = anxn + an_lxn * ese + ayx + a, Jsou
viechny rizné redlné, tedy je miZeme sefadit tak, aby platilo

§1< §,<§3< “'<fn—1<fn :
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Tim jsme definovali posloul?noat intervald Io = (-oo, ;.o > Il =<§1, ;2 >, g
ey In-l =<€n_1l En >: In = <Fn: ) , Nechf xk .je aproxinmce kofenu fl

(resp. Eii-ll polynomu f(x) a platf X € Ii . Podstata Leguerrovy metody zéleZf
v tom, Ze sestrojime polynom druhého stupn& se dvima redlnymi kofeny na intervalu
I; , 2z nichZ jeden leZ{ bliZe hledanému kofenu neZ aproximace ¥, « Takovy polynom
druhého stupné miZe mit tvar

n 2
A - §. A -
F(x) = Z(—-—-E-l) -( x) (g, - 02 =
71 xk-gj xk-x
(4.22)
n 2 _§' 2
= (q-x A —H) - -x02,

FI\2e =05

kde A je volitelny parametr. Tvar (4.22) zd4nlivé z4visi na kofenech polynomu f(x),
ale tuto zévislost lze vylou¥it. Polynom (4.22) mé skuten& pifedepsané vlastnosti,
protoZe pro A % x plyne z druhého (upraveného) vyjédFent F(x) ve vzorci (4.22),
Ze F{ka < 0 ; déle plati F( ;i} >0, F( §i+l)>0 , coZ lze snadno ov&fit z prv-
nfho vyjddfent F(x) ve vzorci (4.22). Prib&h polynomu F(x) Jje naznaden na obréz-
ku 4.10.
Na3im Ukolem je vylou&it ze (4.22) ko-
feny polynomu f(x) a najft takovou hodnotu
/ parsmetru A , aby jeden z kofeni polynomu
t F(x) byl co nejbliZe kofenu §; nebo §..,.
Ecrs Déle by nésledovaly rozséhlé a dnavné vypod-
ty, které pfeskodime a Fekneme pouze jejich
efekt. TakZe po vyloudeni kofend §, aZ §,
Obr. 4.10 z F(x) a urdenf parametru A lze zjistit,
%e hledany kofen polynomu Fi(x) , ktery je
lep&{ gproximaci kofenu fi (resp. Ei+1) ne# Xy je vyjéddien vzorcem

Xiced i

i/’

F(x)

n.f(x,)
(4.23) X = e 3
LR pr(x) 2 VEx)

kde E(x) = (n-1) [(n-1D@Ex)?2 -nf&x)L(x)]
je pfi reélnych koFenech polynomu f(x) nezépornd funkce, tedy VH(x) je reélné &fs-
lo. Zneménko + , - ve (4.23) vybiréme tak, aby souhlasilo se znaménkem &fsla £ (%)

Vzorec (4.23) definuje pro k =0, 1, 2, ... Laguerrovu itera&ni metodu,pro kte-
po¢étednf aproximaci n¥kterého koFenu polynomu £(x) .

Tou je X,

Posloupnost {xk] poditand podle (4.23) je z libovolného x, konvergentni k ni-
kterému z korendt §1, §p5 ++es §p- Je-1i x,< Fy , pak {x }— £1 9 je-1i
x, €(§5 §540) » pak {3 }>§; mebo {x;}>§j4q & Je-li X, >y pak {xe} > §y -
Laguerrova metoda je velmi A¥innd a rychle konverguje, jsou-li vSechny kofeny
jednoduché a reélné. Je-1li n&ktery kofen vicendsobny, paek metoda sice konverguje,ale
v okolf ndsobného kofenu je velmi pomeléd.

Metoda Laguerrova se dé pouzit i pro komplexni kofeny, ale touto modifikaci se
nebudeme vibec zabyvat, protoZe pro tyto piipady je o konvergenci Leguerrovy metody
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znémo velice mélo. Praktické zkuSenosti v3ak ukazujl, Ze pripady, kdy Jje konvergence
porufena, jsou velmi Fidké, viz [23]

Pi{klad 4.8 Vypoditejme Laguerrovou metodou kofeny rovnice %3 - 5x° - 17x + 21=0.

x % He¥enf: Pfesné kofeny této rovnice jsou 1, -3, 7.

LS Zvolime-1i za podétedni aproximaci X, = 10" (coZ
0 1000.0 je velmi Spatné aproximace), pek podle (4.23) do-
2 7.478 5207 staneme ji%Z po t¥ech krocich nejv&isi koTen
2 7.000 1011 s presnosti sedmi desetinnych mist, viz tab. 4.5.
3 7.000 0000

4.3.2 Graeffova metoda
Tab. 4.5

Zékladni my3lenkou Graeffovy metody Jje na-
hradit rovnici (4.2) takovou rovnici, které je op&t algebraickou rovnici n-tého stup-
ng, ale jeji kofeny jsou kvadréty kofeni rovnice (4.2). JestliZe koTeny pivodni rov-
nice jsou v absolutnf hodnot& rdzné, psak opakovénim tohoto postupu docilime’dostated-
n& velkou separaci koFeni a miZeme je pak vypoftat z koeficientd, jak uvidime poz-
dgji.

Nechf tedy pro kofeny rovnice (4.2) plati

pek (4.2) mé tvar
an(x - ?1)(1 - Ez) s {x - En‘”l) (x e En) =0 .

Provedeme-li v této rovnici substituci x = - x , dostaneme po vyndsobeni &islem
(- 1® rovnici

an(x +§1)(x + 52) cen (I + Fn_l){x + fn) =0 .
Vyndsobenim t¥chto dvou rovnic dostaneme rovnici

202 -§Daf -2 ... P -FR P -FD) = 0,

2

ve které jeitd poloZime - x° = y a po vynésobend (- 1)® dosteneme rovnici

(4.24) 2 +§D G +§) e GHFRIPGAED = O,

jejiZ kofeny -ff_, - fg, sty -?fl_l, - fﬁ jsou od sebe vzdélendjsi neZ koFeny pi-
vodnf rovnice (4.2).

Provedme nyn{ tyto operace s rovnici (4.2), takie vynédsobime polynomy
f(x)+ £(- x) a dostaneme

[anxn + an_.lxnbl + a0 T X + aD] [an(- x)_n + an_l(- x}n-l + eee * al(- x) + a°] .

Pri nAsobent dostévéme postupnd Sleny, které obsshujf sudé mocniny promgnné x
a &leny s lichymi mocninsmi x .
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Bleny se sudymi mocninami:

O e | 2i i+l 2i i-1
ajx=" (- 1) + [éi-lai+lx (- 1) * a8 1% (= 1) ] +

21(_ 1J1+2 + ai+2ﬂi—2xzi(" lJi-a:l $ ous @

21("' l)i“k] + aee —

s [}‘i-zaﬁzx

xe (- 1)K a

+ a. . -
itk i-k

i

E [%i-lai+k
i
= aiz(- x%) + (- 1)t 2.8; 18,4 (- x%)

i

¢ (= 1)2 2.85_58;,,(~ 224 e
i

# (- 1)% 2.8; ya, . (- ) S .

kde k se zvétduje tak dlouho, pokud neni splné&no 84 = &, nhebo a; , = aj .

Cleny s lichymi mocningmi:
2i-1 g 2i-1 i
.8, X (- 1) + a. .a.x (- l):\ 2
‘[91 i-1 §-1%4 )
2i-1 i-2 2i-1 i+l
+[ai+1ai_2x (- 1) *oay o8y X (- 1) ] + e *
+[}i+kﬂi-(k+l)xal_l(- e 1)1+k] +e=0,

protoZe obsah kaZdé lomené zdvorky je nula. Tedy

-1
f(x)-f(— x) = fn.Yn + bn_lyn * oaee F bly + bO ’
kde y:—xa a pro i=n,n-l, ...,1,0 je
(4.25) by = af = 2857854 * 28 58545 " 285 38543 * eee

pfitom ve (4.25) jsou pouze takové &leny, jejichZ indexy maji v nadi uloze smysl.

Tento proces miZeme pochopiteln& opakovat vicekrét. Proto v podétefni rovnici
(4.2) zavedeme jedt& horni indexy

alE'O)xn n aéB]J-xn-—l +ooue + al(o}x . El{0) T

o]

a po k vySe uedenych krocfch, tzv. kvadratizacich, dostaneme

(4.26)

@l 4 gl), L () 4 o) 4 o) - o,

Bn~ + .. +al x+a°
kde pro i=n,n-=-1, «.o, 1, 0

fk-l) (k=1)

- 2;81_3 %-_'_3 + eee o

= - k- (k-1) (k-1
(2n) ol = oD - p o fl) (D) ) (k-1)

2'31-1 a5 41 + 2.31_2 ay 4o
Kvadratiza®ni proces ukonZime, jestliZe pro n&které koeficienty aik) platf
2
(k-1)
afl) = (aM) .

Potom predpoklédéme, Ze koifeny jsou dostatein& odd&lené, a zalneme je vypoditévat.
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Oznatme kofeny poslednf rovnice (4.26) X1s Xpy eeey X, Pak

Zk(- 2k
(4-28} 'Ei' z |xil 2_," Iaj(_k)/ai(‘f{[ ] i - 1’ 2, "eey n.

Odvozenf viz [5], resp. [2:£| Nakonec_ Je t¥eba jestd zjistit, kterd z hodnot + | Eil

Je kofenem zadané rovnice, a to bud odhadem, dosazenim nebo z jinych informac{ o
rovnici (4.2).

Pri uZivén{ této metody na podftadise musime Jest& vypoiddat s problémem ristu
absolutnich hodnot koeficientd ndjakym normaliza&nim opatienfm,

P¥iklad 4.9 Vypo¥itejme Graeffovou metodou kofeny rovnice z pifkladu 4.8.

ReSenf: Vypo¥et koeficientd aék) . aék) : a](_k) - aékj a kofeni je sefazen v tabul-

ce 4.6.

(k) (k) (k) (k)
K s 82 a1 %o §1 §2 §3
0 1 -5 - 17 21 5,0 - 3,4 1,2
1 1 59 499 441 7,68 - 2,91 0,94
2 1 2483 196 963 194 481 7,06 - 2,98 0,997
3 1 5771.103 | 3783.107 | 2782.107 7,001 - 2,999 0,9997

Tab. 4.6

Graeffova metoda se miZ%e u¥fvat i pro pfipad komplexnfch kotens. Podrobn&ji se
s nf miZe Etend seznémit v[5] .

4.3.3 Metody u¥fvajifc{ syntetické d&lent

M&jme op&t zadénu rovnici f(x) = 0 s polynomem n-tého stupn¥

1
+ C.-+alx+ & -

(4.29) f(x) = anxn+ an_lxn" 5

D&lime-1i tento polynom dvoj&lenem (x - x ) , pek podilem je polynom stupn& (n - 1)
a zbytek je redlné &fslo, které ozna¥ime Ry , tedy

(4.30) f(x) = (x - xk)Cbn_lxn-l + t:nn_axn‘_2 *oeee Fbyx + bo) + Ry .

Pritom si v3imn&te, Ze ze (4.30) plyne Ry = f(xk) :

Toto d&lenf se nazyvé syntetické. Abychom odvodili rekurence pro vypofet koefi-
cientdi by 4, by 5y «es, by, By a zbytku Ry , provedeme v (4.30) naznsené nisobe-
ni a porovnéme koeficienty stejnych mocnin (4.30) a (4.29). Dostaneme

& = Ppg
a4 = by, -xb;, pro i=n-1,n-2, ..., 2,1,
8 = By - xb,

a z toho plyne



Ppar T 8y
(4.31) b, = 8447 t xkbi+l y Pro i=n-2,n-3,..,10,

1
R ao+xkbo.

k

JestliZe podil ve (4.30) je3té jednou vyd&lime dvoj&lenem (x - %) , potom bude
podilem polynom stupn& (n - 2) a zbytek je &islo Rl; , tedy
(b ¥+ b, "2+ L. +b) =
= (x - xk)(cn_zxn-z + cn_3xn_3 * e tc ) R

Dosadime-1i do (4.30), dostaneme

n-2 n-3

(4.32) f(x) = (x - xk)a(cn_zx *Cp ¥ + oo+ X + e )+ (x-x R +R ,

z &choZ plyne, %e R{E = f'(xk) . Je ziejmé, Ze koeficienty c, , aZ c
z rovnic

) vypoditéme

Cp2 = bpy o
(4.33) ci = bi“‘l ¥ xkci+l y Pro i=n-3,n-4, ..., 1, 0,
Rk = bo * xC,

které se odvodi obdobn& jeko rovnice (4.31).

Nyni ukéZeme, jekym zptisobem miZeme opakované syntetické d¥len{ uZit pfi Fe¥end
algebraické rovnice (4.2). PFedpoklddejme, Ze X, X715 Xpy s+sy Xy je posloupnost
aproximaci koTenu ¥, pek &fsla R, ; , R, mdZeme dosadit do vzorce metody selen
(4.20) a vypo¥itat nésledujici aproximaci

X = Fe-1

—Rk_Fk—l

Rk’

(4&34) xk+1 = xk
protofe R, = f(x) a Ry = e 4) -

Teké lze dosazovat &fsla R, a R, do vzorce Newtonovy metody (4.13) a po¥itat
ndsledujici sproximaci kofenu vzorcem

Ry
(4 -35) xk+l = xk - —[_{-;_ .
k
Obdobn® mi%eme uZivat d&lenf polynomu (4.29) kvadratickym trojélenem pro hledéni
komplexnfich kotend rovnice (4.2), viz E23] .

PPiklad 4.10 Vypo¥itejme Newtonovou metodou pomoci opakovaného syntetického déleni
jeden z kofend rovnice z pifkladu 4.8.

fe¥enf: VySetfovénim prvni a druhé derivece zjistime, Ze na intervalu <0, 10/67
plati £(0)> 0 , £(10/6) <0 , £°(x)< 0 a £ °(x) >0, ¥ili v tomto intervalu
existuje jeden izolovany kofen. Za pofétedni aproximaci pro (4.35) zvolime x, = 0,
phestoZe bychom z takového bodu nem&li startovaet. Podle vysledkd v tabulce 4.7 ale
vidfme, fe x, = 1.2 a Pro tuto hodnotu jiz plati £(1,2) . £77(1.,2)< 0 , takZe od
tohoto kroku je uZ konvergence podle vé&ty 4.6 zajisténa. Pro lepii pochopeni si celou
situaci nakreslete.
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Newtonova metoda: 8y = 1, a, = - 5, a = - 17, 8, = 21.
k |by by i) Ry S % Ry X
|21 -5 - 17 21 1 -5 - 17 1.235 294
2 | 1 |- 3.764 T06(-21.650 519|- 5.744 756 1 |- 2.529 412|-24.775 086 1.003 418
3 |1|-3.996 582|-21.010 242 |- 0.082 055| 1 |- 2.993 164 -24.013 637(| 1.000 001

Tabt 4-?

soustayv

4.4 Redeni nelineédrnich

Necht je déna soustava nelinedrnfch rovnic

fl(xl’ 32, sawy xn) - 0 '
(4-36) fztxl’ 12’ ssey InJ = 0 "
fn{xl, xa, seey xn) =" 0

Pritom pfedpoklédejme, Ze funkce £, f2, veey Tp Jsou nelinedrnf, spojité a majf
v n&jeké oblasti G , v niZ soustavu Pedfme, prvnf parcidlnf{ derivace a ¥e tzv. Jaco-
biova matice

of an o1
9:1 ! 3::2 3xn
9f2 31’2 L 3r2
7z, @ dx o 2 x
(4.37) F gy Xy wevi B B 1 2 n
3:En’ i, . CEs
311 ?xn an

nemé v této oblasti identicky nulovy determinant.

JestliZe prom&nné X1y Xpy ey Xp budeme povaZovat za n-&lenny vektor x a
enalogicky i soustavu funkei £,(x), f5(x), .., £ (x) za n-¥lenny vektor £ (vek-
torovou funkei), pak soustava (4.36) lze zkrdcen& zapsat ve tvaru

£(x) g,

(4.38)

kde Q Jje nulovy vektor.
K reSeni soustavy nelinedrnich rovnic (4.36) uZivéme nej¥ast&ji metodu prosté
iterace a (zobecn&nou) Newtonovu metodu, které déle vysvitlime.
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4.4,1 letoda prosté iterace

Soustavu (4.36) pfepiSeme vhodnym zplisobem na tvar
X = (%, X5, eee, xn) s
Xo = WolXy, Xny eeey %),
(4.39) 2 271 T2 ! On

« & % & % =2 ¢ & = =3 =2 =2 =

X, = \fn(xl, Xpy eees an

tak, aby (4.39) a (4.36) m&ly stejné FeSenf. Pritom predpoklédejme, Ze ¢, Yyreee) P,
jsou redlné funkce definované a spojité v jistém okolf izolovaného Fedeni soustavy
(4.36).

Pro snadnost zdpisd budeme op&t uZivat vektorového oznadenf, tedy

’ T
(4.40) Y@ = (@) 1) vees @),

pak soustava (4.39) je zapséna tvarem

(4-41) X = !1'.(2‘.) -
Zvolme x Q:lo) ‘0), weey xw)) Jjako polétedni aproximaci Fedent
= ( §1, §20 e0es fn )’T'souatavy (4.39) a podle iteraniho vzorce
(4.42) 22 = eq®

potitejme postupn& 5(1), 5(2), .ee « Postafujici podminky konvergence {E(k:’}"’ _E.
urduje ndsledujici véta.

V&ta 4.8 lidjme ddnu soustavu (4.39), resp. (4.41). Déle pfedpokléddejme, Ze v jistém
okolf G Pesenf § soustavy (4.39) plati:
a) Y(x) €G pro x€G,
(4.43) b) existuje qe (0, 1) tek, Ze pro x , y € G Je
|8 -¥@ | £ a|x-x|-

Potom posloupnost {x(k)} &) definovand rekurentnim vztshem (4.42), konverguje
k reseni f_ pro libovolné _:,:_ e G a pPitom plati:

(4.44) (k) f" x{k} - E{k-lJ" .

Dikez viz napf. [5] -
JestliZe je funkce Y(x) diferencovatelnd, pask podminku (4.43) b) mbZeme
nahradit podmfnkou

(4.45) he @l £ a<1,

kde Y¥’(x) oznafuje Jacobiovu matici J¢ (x,, Xpy eees x,) , sloZenou z parcidlnich
derivact dy;/0 x5 , Viz (4.37) .
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I kdyZ vypolet aproximaci podle vzorce (4.42) je Jjednoduchy, nenf vidycky snad-

né najit k soustavé (4.36) vhodnou soustavu (4.39) a ov&¥it podminky konvergence
iteradnfho procesu.

Pr{klad 4.11 Najd#me prostou iteradni metodou FeZenf soustavy

x2+4x-32

y
X2 + 5y - 4

které leZf v 1. kvadrantu.
Re¥enf: Z grafického znézornénf, viz

-2y -1

]
o

n
@]

x*+4x-y%2y -1

415 lasti

G = {(x, ¥) :x€<0, 1>,
y€<0,;->}.

Soustavu upravime na tvar

x
(4.46)
y

4 - x2)/5 ¢,(x, ¥) .

ProtoZe ¥ je diferencovatelnd, ovéfme splndnf podminky (4.45) pro
0, /0x, d¢,/3y -x/2  (y+1)/2
Jy(x, y) = ( >u< )
8?2/33 -2x/5 0

() =

obr. 4.11, vidfme, Ze PfeSenf leZ{ v ob-

(v + )% 1:2)/4 =9 (x, ¥),

2 $5/ 7 x,
JestliZe budeme pofitat s maximalistickou sloupcovou

normou, potom

max(9/10, 9/10) =
9/10-<TX .

Podmfnku (¥.43) g) ové&fovat nebude-

me, ale sledujme, zdali postupné apro-
ximace budou lefet v oblasti G . Zvol-
a poditejme podle
(4.46) dals3f gproximace, které jsou

Pro odhad chyby plati (jestliZe
uzivdme u vektord opét sloupcovou nor-

r
1l (x(lﬁJ, y(lﬁ)) = fl’ Ezjrll s

He ()=l d¥(x, y)I = max (Ixl9/10,y + W2) =
_ (x,y)eG
k x(kJ y(kJ
4] 0 0
2 0.794 38 0.787 50 s e
4 0.597 67 0.717 82 me xRy =@
6 0.641 86 0.715 91
8 0.637 34 0.719 84 sestaveny v tabulce 4.7.
10 0.636 80 0.718 61
12 0.637 29 0.718 84
14 0.637 08 0.718 83 mu) podle (4.44)
15 0.637 13 0.718 82
16 0.637 10 0.718 81
Tabo 407

< g_.%“ (x(16) ,(16)5T (L (15) (15)]).

9.4.27”=3,6.10%
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4.4.2 Newtonova (zobecn¥né) metoda

M&jme dénu soustavu (4.36) a jistou oblast G , ve které mé soustava (4.36) izo-
lovené fesent § = (£, §,, «ve) §,) - Necht jsou v této oblesti funkee £, f,,
ceey T spojité spolu se svymi 1. parcidlnfmi derivacemi a necht Jacobiova matice
(4.37) je v G regulérni. Déle pfedpoklddejme, %e ji% znéme k-tou aproximaci Fesenf

W) | (B, L),

(k)T
- ol B
tedy pPesné Feleni lze vyjédifit ve tvaru

£ - ((k) n{e), xék) " hék)

kae n'* (
jéarime pomoci Taylorova polynomu l. stupnd z rovnic (4.36) takto:

s r (@ 4 1%) wry (s 2 5 25

;"" fp® -

-
(4.47) ) eeey x84 hl(lk))'

k}, LT (k)) je chyba k-té aproximace, kterou pfibliZn& vy-

(4.48)

. n'®)
3

J=1 3:: S‘l{k}

3w, 8 suey Be
Rovnice (4.48) pPedstavuji soustavu n linedrnfch rovnic o n neznémych

31’1 ) afl " L afl h:l(-kl f (x(k)

3xl 9x2 2%y r=

28, 9%, at, (k) (k)
3 3 ceny h f (x )

2 2 x a x e 2=

3 2 n 3
(4.49) - = 3

or, 9%, of, () (k)

¥, a4 EEes hn fn(zs. )
?
91{1 axz ‘xn

jejiz matice je Jacobiova matice s paercidlnfmi derivacemi ;):oéitan;‘rm:. pro x = K(H;

vektorem nezndmych h(k) a vektorem pravych stran - g(x ) Oznadime-1i Jacobiovu
matici podle (4.37) J,f(x(kJ) , pak (4.49) zapiZeme symbolicky jako

Jf(!‘.{k)) . B f;(?&{k}) ,
tedy fefenf je
(k) _ [Jf@(k)):l =% )Y .
V dtsledku piibliZné rovnosti (4.48) platdi
§ ?«’E{k) + g{k) - 1‘-lk+1) ;

tedy jeme dostali daldf aproximaci FeSeni podle vzorce

S [Jf(xtk))] £ (%)) .

Vzorec (4.50) se nazyvé Newtonova metoda pro FeSenf soustavy n nelinedrnich

(4.50) g

rovnic o n neznémych,
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Podminkami konvergence posloupnosti {_:_:_(H} y JejiZ prvky jsou po&ftené podle
vzorce (4.50), se bude zabyvat v&ta 4.9, i kdy% ve v&t¥ing p¥{padd se velmi obtfZn&
ovéfujf. PFi vypoftech sledujeme, jestli v jistém okolf G korene § je Jacobiova
matice reguldrni a zdali jednotlivé aproximace jsou prvky tohoto okolf.

V&ta 4.9 Necht £(x) =0 Jje soustava (4.36) a G je oblast obsahujfci izolované
Tefenf § . Déle nechl jsou splnény tyto podminky:

1) V G majf funkce £, f,, ..., £, druhé perciéln{ derivace a Jejich ab-
solutnf{ hodnoty jsou men3f neZ D, .

2) V boaz x© (0),

€ G Jje Jecobiova matice Jf(x reguldrni,

3) Plati nerovnost
1
h = up,6n° T 3,
kde

[fi(E(OJ)I & pro i=1,2, «eu, n,

I (Jf(;“”))'lll < x.

Potom posloupnost {_x_(k)} , poitané podle vzorce (4.50), konverguje k Fefent _E
a rychlost této konvergence je déna vzorcem

(4.51)

X1 5,

(4.52) I - FN < EE%I (2h)
Dikez viz [5].

Pi{klad I4.12 Newtonovou metodou feme Ulohu z pfikladu 4.11.
HleSenf: Podle (4.37) je Jacobiova matice

2x +4, =2y —2
Jf(x, y) = ( >'
2% 4 = 5

det Jf(x, y) = 5(2x + 4) + 2x(2y + 2) % O

a jeji determinant

pro viechna x>0 , y> 0 . Potom

1 1 Py Fhe
[Jﬂx’ y)] T Lax + 4xy + 20( )’

2x, 2x+ 4

tedy iteradn{ rovnice (4.50) mé tvar

Cz)(x) 1 5 2y+2{/x2+4x-y2-23->
y/= y-14x+4n'+20<_ \ x2 + 5y - 4 ’

2%, 2x + 4

x(kﬂ') » ¥ = y(kﬂ') a na stren® pravé poloZi-

JjestliZe na levé stran® poloZime x =
a’,(l:)) = 0,7.

me x = x(k} , ¥ = y(k) . Podle obrézku 4.8 zvolime x(O) = 0,7,
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4,5 Cvident
—_—

1. ViemoZnymi iteradnimi metodami z odstavce

a)
b)
c)
d)
e)

f)

4x -cosx = 0,
x3 +x -1000 = O,
x -sinx = 1/4,
2-x-1lnx = 0,
15 -x=-1 = 0,

x.ln x = 100,
s presnosti 1073, PribliZné polohy kofend urfete graficky.

X x(k) y(kJ

0 0.700 000 0.700 000

1 0.638 098 0.719 332

2 0.637 614 0.718 690

3 i 0.637 108 0.718 819
Tab. 4.8

Numerické vysledky jsou
sestaveny v tabulce 4.8, Po-
rovnénim vysledkd s vysledky
v tabulce 4.7 vidime,%e kon-
vergence je mnohem rychlejsi.

4.2 vypo&itejte redlny kofen rovnic

g) 1n(5x/2) = sin X x,
h) x° = cos X,

i) = 3x2 -2x+4 = 0,
i) x+¢& = o,

k) x-cosx = 0,

£) xlnx-14 = 0,

2. Metodami z odstavce 4.3 najdéte vSechny reélné koleny rovnic
a *-w3+1 = o0,
e) x> +5x° -15x -7 = O,

a)
b)

X -5x+3 = 0,
x* + 10x - 100
e) X+ 4x2 - l4x - 12
s presnosti 1073,

-_ 0,

0,

£) 20 -x°-Tx+5 = 0O,

3. lietodou prosté iterace a Newtonovou metodou najdéte jedno Fe3eni soustav

a) X2 + yz -1 = 0,
0,
s presnost{ 1073, PribliZné hodnoty FeSen{ najdéte graficky.

3

x -y =

Vysledky

1. a) x = 0.243:
b) x = 9,967,
e) x = 1,171,
d) X = 1:557

2. a) x £ 0,697,
b) xl é = 3’402’
c) X £ 6,

b) 2x

2

-xy -5 +1 = 0,

x+31lnx -~ 32 = 0,

li=

1,167,
29,537,
2 0,772
= 0,824

=

1,834, )
2,903,
- 0,732, *q
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i)
J)
k)
£)

x = 0,%1
x = -0,568
x = 0,739
x = 7,128
2,491
2,732



) x = 0,472, x, = 9,999
e) x = -1, x, = -0,414, Xy = 2,414
£) x £ -1,951, x, = 0,75
3.8 x = 0,826, y; = 0,564
b) !1 = 1,373, .?1 = - 1’ 525.



KAPITOLA 5.

NUMERICKE RESBSENT OBYUOEJNTtCH DIFERENCIALNICH
ROVNICGC
fereaas. o= s

Numerické Peseni oby&ejnych diferencidlnfch rovnic patii k zdkladnim pertifm
numerické matematiky, protoze pomoci nich je formulovéno mnoho fyzikélnich {loh
z rozli¥nych technieckych i jinych oblasti.

Podstatnou &4st této kapitoly budeme v&novat podétedni Gloze pro obyZejnou di-
ferenciélnf rovnici 1. Fddu, rozieSenou vzhledem k derivaci a pol4tedni loze pro
soustavy takovych rovnie. ProtoZe tekové soustava miZe vzniknout také transformaci
diferencidélnf rovnice m-tého Fddu, pek FeSeni soustav diferenciélnfch rovnic 1.¥Fé-
du zahrnuje vlastn® i fefenf obyfejné dif erencidlnf{ rovnice m-tého Pédu.

Nekonec se budeme je&t& krétce zabyvat fefenim okrajovych uloh pro vybrané ty-
py obyfejnyeh diferenciélnich rovnic. '

5(1] Podédtedni uloha pro rovnice 1. P4ddu

V tomto odstavci se budeme zabyvat FeSenim diferencidlnf{ rovnice 1, Pédu
(5.1) v = f£f(x, yx), xe€<la b2,

g polétedn{ podminkou
(5.2) y(a) = ¥, -

Pritom vidy pPedpoklédejme, Ze:
a) flx, y) Jje definované a spojitéd jako funkce dvou proménngch v oblasti

G = {(x, y) : a¥ x'=b . -ou<y<+ao} .

b) f(x, y) splbuje v G tzv. Lipschitzovu podmfnku, tj. existuje konstenta L ta-
ové, Ze pro ka’dé x € < a, b> a libovolné y, Y platt

(5.3) | £(x, y) - £(x, )] S Ly -5 -

Tyto podminky postafujf k tomu, aby dané tloha byla jednozna¥n¥ resitelné, tzn.
e existuje prévé jedna funkce y(x) , které je v intervalu < a, b > spojité se svo-
jf prvnf derivaci a spliiuje rovnici (5.1) i okrajovou podminku (5.2).

ilohu, kterou jeme prévé definovali, lze snadno roziifit na po¥étedni ulohu pro
soustavu diferencidlnich rovnic 1. Fédu, nebo¥ y(x) v (5.1) miZeme povaZovat za
vektor (y;(x), ¥yp(x), «-sy yp(x)) a tim f£lx, y) za vektorovou funkei m + 1 promn-

nych. Problém (5.1), (5.2) by byl potom velice obecny, protoZe kaZdé rovnice nebo
soustava rovnic vy3&iho Ifddu se 44 za jistych podminek pfevést na soustavu rovnic
prvnfho Fédu rozieSenych vzhledem k derivaci. Z tohoto divodu se budeme zabyvat ulo-
hou (5.1) a (5.2) jeko zékladnf dlohou pri Fedeni oby&ejnych diferenciélnich rovnic.
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Zékladem numerickych metod PeSenf poddtednfch loh je tzv. diskretizace prom&n-
nych, tzn. %e feSeni hledéme ve tvaru tabulky hodnot ¥y , ¥y, Yp» +ees ¥y, Které
aproximuj{ hodnoty piesného reXeni y(xo), ¥(xq)y oee, ¥(x,). Body Xgr Xy eees Xy
budeme volit vZdy jeko ekvidistantni d&leni intervalu {a, b2 , tedy x; = a+ ih,
i=0,1, e, n akrok d8lend{ h= (b -a)/n.

Déle probirané numerické metody délime na jednokrokové, které piibliZnou hodno-

tu Fefenl Yy, po¥{ftaji pouze pomoci hodnot y,, f(xi, yi), a vicekrokové, které

hodnotu y. . po&itajf z hodnot Yio Y590 =9 Y5 4410 f(xi, yi), f(xi_l, yi-—l)’
pro k>1.

5.2 Jednokrokové metody Fedeni polédtedé&nd
Mlohy :

Jednokrokovou metodou pro Fefeni dlohy (5.1), (5.2) nazveme kaZdy algoritmus,
ktery pod{té pfibliZnou hodnotu Fe¥en{ y;,, Ppouze z hodnot x;, y; a h. Obecng
budeme psét .

(5.4) yi"’l = yi + hé(xi, yi, h) ’ i= 0’ l, sesy, O = 1’

kde ¢, tzv. piirdstkové funkee, je spojité v oblasti QO ={(x, y, h): aSxE b,
~00<y <00, 0= h= H} (H je pevné kladné &islo) a zévisf na f(x, y) . V del¥im

si ukédZeme nZkteré zpisoby konstrukce pfiristkové funkce.

5.2.1 Eulerova metoda

Tato metoda je jednou z nejstar3ich a spolivé na jednoduchém poZadavku nahradit
Fesent Glohy (5.1), (5.2) na intervalu < x;, X;, > pfimkou se smérnici yixg) =
= £(x;, yi) , kterd je vedena bodem ["i’ yiJ 3

Z toho plyne, Ze hodnoty Y1» Yo +evs ¥, S€ Eulerovou metodou po&itajf podle

vzorce
(5.5) Vigp =¥ * h.f(x;, y;), 1=0,1,2, eeoyn- 1
Pri srownénf s (5.4) miZeme zapsat Eulerovu metodu vzorcem

(5.6) Vis1 = ¥ * B $px;, ¥35o ), 1=0,1,2, «eo, B - 1,

kde ¢E = £(x;, ¥;) -

Pi{klad 5.1 Eulerovou metodou Fe#me rovnici y =y + x2 s podétedni podminkou
y(©) =1, pro x€ <0; 0,5>a h=0,l.

Ke¥enf: ReSenf podle vzorce (5.5) je pPehledn& usporédéno v tabulce 5.1.



) Presné Pegend
i X3 ¥y £lxg, ¥;) |bf(x;, ¥;) ¥y(x;) | ¥; = ¥(x;) |
0 0,0 1,000 1,000 0,100 1,000 0,000
1 0,1 1,100 1,110 0,111 1,106 0,006
| 2 0,2 1,211 1,251 0,125 1,224 0,013
3 0,3 1,336 1,426 0,143 1,360 0,024
4 0,4 1,479 1,639 0,164 1,515 0,036
5 0,5 1,643 1,696 0,053
Tab. 5.1

5.2.2 Metody Taylorova typu

Predpoklédejme, Ze FeXeni ulohy (5.1), (5.2) je dostaten& hladké, tzn. Ze mé
dostatedny podet spojitych derivaci{ v < a, b > . Potom pro libovolné dva body déleni

X5y X449 € < a, b > plat{ pro fesien{ y(x) podle Teylorovy véty

i &

P ptl
By gy + B—y (e ) =
p! (p+1)!

1l

2
- h . r
y(xi+1) yix;) + hy (xg) + 2—13 (%) +eoot

(5.7)

]

P
et (s-1) nP*l  (p)
] h- f 21 s ]
yix;) + sE=l: = (= y(x;)) + P (5, y(§)),

kde ge (x5, X347) & T, 4 T P jsou derivace pravé sirany rovnice
(p) y(p-l-].)

(5.1) podle x & nahrazuji pf{slusné derivace Fe¥eni R SR DY iR
Derivace funkce f(x, y) podle x po&itéme podle v&ly o derivovéni implicitnf funk-

ce, tedy

}"(x) = fix, 3’) ’
y"(x) = f‘(x y) - f + T .f )

(5.8) ~, )_fx+§ P+f B2+ (£ +EL L) F
¥y x) = £ x, ¥y = X3 xy" yy' X yoo oy
atd.

kde £, fy, fxy’ fyy, ... Jjsou parciélni derivace pravé strany f(x, y).
V jednokrokovych metodéch Taylorova typu volfme vzhledem k (5.7) pFiristkovou

funkei ¢, kterou nyni oznalfme ¢o , Ve tvaru

P -1

s=1 s!
(5.9) \Fo-1¥
h o- REFTTR plp=1)
+ 2! f (xi, yi) + aes + p' f (xi' yi') ]

je pfibliZné hodnota pies-

kde derivace (5.8) jesou poditdny pro x = X; » ¥ = V3 (¥
ného Fedenf y(x;)).
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Metody Taylorova typu jsou tedy dédny vzorcem
(5010) yi"’l = yj. + h- ¢T(xi| yi’ hJ ] i = 0’ l' "ewy n - l,
kde pPirtstkovéd funkce qu je definovéna vztehem (5.9). Je z¥ejmé, Ze pro p =1
Je ¢T = QSE .

Velkou nevyhodou téchto metod je pracny vypoZet derivaci (5.8), i kdyZ pro malé
p Jsou vzorce (5.10) u3itedné, avSak pfi FeSenf na poditadich se mélo uiivajf.

PPiklad 5.2 Taylorovym vzorcem (5.10), (5.9) pro p = 2 fedme Ulohu zadanou v pii-
kladu 5.1.

) ReZenf: Pro p = 1 dostaneme z (5.10), (5.9) a

+ % Yi (5.8) vzorec

0 0 1,000

1 0,1 1,105 yiep =93+ B[EGq, ¥ + 370y, )] -

2 0,2 1,223

3 0,3 1,358 =y + h[xf +y; + % (2x; + xi +y;)] .

4 0,4 1,513

5 0,5 1,693 Numerické hodnoty Fefeni jsou v nésledujici ta-
bulce 5.2. Vysledky porovnejte s PfeSenim prikla-

Tab. 5.2 du 5.1.

5.2.3 Metody Rungovy-Kuttovy

Vzhledem k nevyhodém metod (5.10) byly hledény tekové pfiristkové funkce, které
by neobsahovaly derivace funkce f(x, ¥) a jejichi rozvo] podle prom&nné h by se
shodovel & (5.7) do co nejvy33f mocniny h . Z té&chto poZadavkil byly Rungovy-Kuttovy
metody odvozeny. Jejich zékladem je vyjédfeni pfirdstkové funkce (oznadme Jji nynt
‘pRK) linedrni kombinaci

(5.11) Do x5s Y30 B) = ok (h) + Pk, () + .l + Pk (1)

kde r =1, Pny 82 Ppp jsou reélné koeficienty a

kl{h) = f{xi’ yi) 3
k,(h) = £(x, +oh, y. + h B, k) ,
(5.12) 2 i 2 i 2171
kr(h} = f(xi +°(rh’ yi t h(‘{5]:*1]’:1 +‘r3r2k2 e +"Sr.r—1kr—1)) ?

jsou funkce prom&nné h , v nichZ &, 3 jsou reédlnd #{sla. Tedy vzorce jednobodové
Rungovy-Kuttovy metody maji tvar

x
(5.13) Yi+1 = Yi+h Zl Ppgkg(h)
s:
ve kterém konstanty p,«, A urdime pii pevném r tak, aby se rozvoj pririustkové

funkce @px podle h shodoval s pFirdstkovou funkef (5.9) metod Taylorove typu do
co nejvyssi moZné mocniny prom&mné h . Zvolime-1li r = 1, pak funkce
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S = P W = By 2, ¥y)

nen{ zévislé na h , tedy jejf rozvoj podle h je pouze pyq- £ix;, y;) a ten se
mi%e shodovat jenom s prvnfm &lenem v (5.9), tedy p;; = 1. Pak (5.13) pro r =1
definuje Eulerovu metodu stejn& jesko (5.10) pro p = lL.

Je¥té odvodime vzorec (5.13) pro r = 2, kdy pfiristkovéd funkce (5.11) a jejf
rozvo]j podle h maji tvar

¢Rx(xi, yi, h] = palf(x:i.’ yi) + pzzf(xi +°‘.2h, yi + BEIhf(xi, .‘fi)) =

bex (Xis Yi» O) + hdfe(x;, ¥3, 0) + 02 =

(5.14)

Porf (x5 ¥3) + Poofixg, y3) +

+

h[ppa(fexys ¥3)op + £y (x5, ¥3) Byf(x;, yi));|+ 0(n?),

kde O(hZJ je zbytek rozvoje, ktery obsshuje h ve druhé mocning.
Porovnéme-1i vyrazy u multé a prvid moeniny h v (5.14) a (5.9), dostaneme rov-

nice
(pyy + Pl (xys ¥5) = £hxy, 330,

pazixz.fx(xi, ¥;) + Py ﬁzl.fy{xi, yi}.f(xi, y;)
1
- E[fx(xi’ yi) + fy{xi, yi).f{xi,yiﬂ,
které budou splnEny, jestliZe
Poy * Pyy T 1, Poo ¥y = /2 , p22{321 = /2,

Tato soustava mé nekonednd mnoho IeSeni, ktera budou zédviset na volb& nékteré neznsi-
mé. Zvolime-li napf. &, = 1, potom p,, = 1/2, i,y =1 a py = 1/2, tedy podle
(5.13) mé vzorec Rungovy-Kuttovy metody tver

(5.15) Viep = ¥ 02k r k],
kde kl = f(xi, yi) 3
k, =f(x; +h, y; + h.kq) «

Ov&ite si, Ze koeficienty u he v (5.14) a (5.9) se nemohou pro obecnou funkci
f(x, y) jiZ shodovat.

Obdobnym postupem miZeme pro T = 3 dostatl Rungiv-Kuttiv vzorec (viz [}QJ )

(5.16) Jiep = Y1 * gl + 4k, + 5],
kde k, = f(xi, yi) .

k, = flx; +h/2, y; + h.k,/2) ,

k3 = f{xi + h/2, yi + h-kz) .

NejuZivané jsf metodou Rungove-Kuttova typu je tzv. klasické Rungova-Kuttova me-—
toda, kdy pro r = 4 docilfme shody rozvoje funkce ¢k S (5.9) ai do tretf mocni-
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ny h , tedy shody prvnich &tyf &lend rozvoje funkce QPp, s prvaimi Styfmi &Eleny
v (5.9). Tim ziskéme nelineérni soustavu (viz [23] , str. 223), které mé nekonefn&
mnoho Feleni{. Jedno z nich je

cx2=<x3=1/2, o<4=1, :321=ﬁ32=1/2, ,«543=1,,fj31=ﬁ41=542=0,
Pg1 = Pgq = 16 & Pgp = Py3 = 1/3. ’

Dosazenim do (5.13) a (5.12) dostaneme vzorce klasické Rungovy-Kuttovy metody

_ h
(5.17) Vieg = ¥+ B0 v 2y g vk, ],
kde k, = f(x;, ¥i) »
k2 = f(xi + h/2, yi + hukl/Z) ’
ky = £(x; + h/2, y; + h.k,/2) ,

ky = f(x; + h, y; + h.k3} .

Obecn& neplati, %e pro libovolné r se rozvoj funkce ¢py 2 (5.11) shoduje
s r &leny vzorce (5.9), i kdyZ topro r=1, 2, 3 a4 plat{. Ozna¥fme-1li podet
shodnych &lend p , pek plat{ p(r) apro r -—>oo teké plr) = oo.

Podrobn&ji se témito otézkami nebudeme zabyvat.

Pr{klad 5.3 Klasickou Rungovou-Kuttovou metodou 4. Fédu Felme rovnici y' =y + x°

s poddtednf podmfmkou y(0) =1 pro x& <0; 0,5 >a h=0,1.
fesenf: ReSenf podle vzored (5.17) je uspofédéno v tabulce 5.3.

i x; ¥; k) k, ky k,
0 0,0 1,000 1,0000 1,0525 1,0551 1,1155
1 0,1 1,106 1,1160 1,1843 1,1877 1,2054
2 0,2 1,224 1,2640 1,3497 1,3540 1,4494
3 0,3 1,359 1,4490 1,5539 1,5592 1,6049
4 0,4 1,514 1,6740 1,8002 1,8065 1,9447
5 0,5 1,693
Tab. 5.3

5.2.4 0dhad chyby a konvergence

P¥{ristkové funkce jednokrokovych metod pro FeSen{ dlohy (5.1), (5.2), které
jsme a?¥ doposud probrali, spliuji krom& poZadavku spojitosti je&t& Lipschitzovu pod-
minku vzhledem k y . Existuje tedy konstanta L takové, Ze pro kaZdé dva body
(x, ), (x, YJEG a libovolné h € <0, H > platf

(5.18) l¢(xa ¥, h) -¢(xl ¥ h)[ s Lly -yl .

Spln&nf (5.18) plyne z tvaru funke! ¢p ,¢q ,Prc 2 2@ vztshu (5.3). Jednokrokové
metody, které spliiujf (5.18), se nazyvajl regulérnf. Probrané metody Jjsou navic kon-
zistentn{, coZ znemens, Ze pro libovolné (x, Y)E G jJe
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(5.19) P(x, ¥, 0) = £(x, ¥y) .

Ovéteni (5.19) pro ¢‘E »pp 28 dpk je trividln{,

Chyby Jjednokrokové metody jsou dvojiho druhu, jednak jsou to lokélni a jednsk
globélnf diskretizadni chyby. Lokélni diskretizafnf chyba d; je nepfesnost, s niz
vyJjediuje pfisludny vzorec rozd{l y(xi+1) - y(xi) , tedy je to nepfesnost vzorce
metody. MiZeme ji vyjédfit pomoci (5.4) vztahem

d; = y(x,9) - yix) ——hqb(xi, y(xg), ).

i i+l

Pro metody Taylorova typu vidime z (5.8), %Ze lokdlni chyba

Pl (041) pPtl (p)
(5.20) d. = s o D ( I » - A P "
S TR 5 G e Vg » x(F D

S pojmem lokélni diskretiza®nf chyby je Uzce spojen pojem Féd metody, ktery
definuje rychlost, s nf¥ pfi pevném n a h->0 konverguje chyba d, k nule. Réaa
metody Jje nejv&tii prirozené ¢fslo p takové, Ze pro danou metodu aplikovanou na
dlohu s dostatedn® hladkym Fedenim plati odhed '

a, = ow™h) .

Tedy metody Taylorova typu jsou p-tého ¥4du., Rungovy-Kuttovy metody jsou p-tého Fédu,
kdy* se v rozvoji pPirdstkové funkce (5.11) a v (5.7) shoduje prvnich p &lend,kte-
ré obsshujf h v nulté aZ (p - 1)-ni mocnin¥.

Podstatn¥j&f neZ lokélnf je globélni (také ekumulovand) diskretizalnf chyba e; ,
které vznikne nahromadsnim lokélnich chyb v pribshu uZivénd vzorce metody, tj. pri
postupu od y; aZ k ¥j, - Globdlnf chyba je m&Fftkem toho, jak piesn& aproximuji
hodnoty ¥y» Y sy Iy hodnoty presného Fedend y{xl), 3(32): ey y(xn) poldted-
n{ dlohy.

Tedy

ei = y(xi) —yi ’ i= 1, 2’ ssey D

Glob&ln{ chyba zévis{ na zvolené metodég, velikosti kroku h , na indexu i , ale ta-
ké na zeokrouhlovacich chybéch, které vznikaji pfi vypoltu s nelplnymi &fsly.

V del3im se vyhneme sloZitym Gvehém o chybéch,sle ukdZeme si prakticky odhad glo-

bélnf diskretizadn{ chyby metodou polovi&niho kroku.Sestrojme dv& posloupnosti piibliZ-
nyeh hodnot {y;(h)},{y;(h/2)}, jednokrokovou metodou p-tého Fédu, kde y;(h) a

y;(h/2)  jsou pFibliZné metody presného Fedeni y(xi) , ziskané pfi kroku h a h/2.
Potom chyba £; numerického fe¥enf y;(h/2) Je déna odhadem
yi(hfz) - Yi(h)

2P .1 ’

(5.21) e,

Dikaz vzorce (5.21) je uveden napi*. ve EL3] :

Zékledn{ vlastnosti, kterou od kaZdé metody poZsdujeme, je konvergence, tzn. zZe
chceme, sby pro h-—~0 konvergovaly pribliZné hodnoty k pfesnému Fefeni. Tento poZa-
davek miZeme piesn&ji definovat pomoci globélni diskretizafni chyby e; - 0 jednokro-
kové metodd budeme Fikat, Ze je konvergentni, kdyZ

- 105 -



(5.22) limmaxle‘il = 0,
hs0 i

h( hy) Tuto definici miZeme snadno geomet-

_%/ (h,,) ricky interpretovat, viz obr. 5.1.
- ProloZme pro zvolené h), h,, ...

body (x3, ¥3(hy)), (x4, ¥i(hy)), .o
(kde y;(h,), ¥i(hy), o jsou pfi-
bliZnd FeSenf pri kroku hy, hy, ...)
lomené &éry, pek (5.22) znamend, Ze

—" T!_
I
|
|
|

I-.—ha_—-

I

|

. |

: I

: 1
— :

a X,(hy) X4Ch,) X, (h,) posloupnost lomenych ar konverguje
stejnomérng k pPesnému Fefenf, jest-
Obr. 5.1 liZe posloupnost hy, hy, «.. konver-

guje k nule.

Bez diikazu, ktery je uveden napi. ve [i4:| y uvedeme vétu o konvergenci jednokro-
kovych metod.

Véta 5.1 KaZdé jednokrokové regulérni a konzistentn{ metoda pro Feent dlohy (5.1),
(5.2) je konvergentnf,

U jednokrokovych metod se vypoZet zashajuje z polétednf podminky y(a) = > A
aviak vypolet k-krokovou metodou miZeme zahéjit nejd¥ive pro ¥ a pfitom muaima
.]:.i znét hodnoty Vor Yyo sees Yy (resp. jest& ¥y PFi implicitn{ metod¥). Tyto
tzv. "startovaci" hodnoty ur&ime (s dostateZnou presnostf) pomoci vhodné jednokroko-
vé metody.

Prfklad 5.4 ReZme Glohu z pffkladu 5.1 s krokem h = 0,05 a odhadn¥me chybu e; po-
dle vzorce (5.21).

Re¥eni: Vysledky pro krok 0,05 budeme zapisovat jenom proe x = 0,0; 0,1; ..., 0,5,
protoze jenom v takovych bodech mi%eme odhad chyby podle (5.21) vypoditat. Refent je
v tabulece 5.4.

i x; ¥4 (h) ¥; (0/2) |¥(x;) = y3(/2)] e

0 0,0 1,000 1,000 0,000 0,000
1 0,1 1,100 1,103 0,003 0,003
2 | 0,2 1,211 1,217 0,007 0,004
3 0,3 1,336 1,347 0,013 0,011
4 0,4 1,479 1,496 0,019 0,017
5 |o0,5 1,643 1,668 0,028 0,025

Tab. 5.4‘
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5.3 Vicekrokové metody Pe¥enf{ podédtec¢ni
ulohy

Jednokrokové metody uZivaly k vypodétu Yis1 Jjenom informece vztaZené k bodu X5

a to pfibliZnou hodnotu Fefen{ a jeho derivsci. ZvySovéni presnosti se dosashovalo
uzivénim vys%ich derivaci, coZ se ve svém disledku prendZelo na vicendsobny vypodet
pravé strany rovnice (5.1). To je obtiZné zvl&¥t& tehdy, kdy% funkce f(x, y) je slo-
7itd. Zdé se tedy byt rozumné hledat takové elgoritmy pro vypofet y;,, , které vyu-
#ij{ hodnoty refeni ziskané v pFedchézejicich bodech sité (tedy hodnoty yi, ¥;_j»

«es & f£5, £, 5, +..), by bylo dosaZeno Vy55{ pFesnosti vypoftu. Na této mySlence

jesou zaloZeny vicekrokové (k-krokové) metody, které se vesm&s dajf vyjédfit pomoci
vzorce

k

. = + h Z
(5-23} 3'1.|.1 J':Z]_ a. y1+1 J _0 baf1+l J 2

ve kterém a, b Jsou redlné konstanty a ¥;,75 ¥i» Yi_15 *+=» Yi41-p (resp.

£i410 Tis £3_79 +e» Fy49.) Jsou pribliZné hodnoty reSeni (resp. pravé strany)

v bodech X;,7s X35 Xj_11 =+ Xj41- - Presndji Fefeno, definuje vzorec (5.23) li-

neérnf{ k-krokové metody, proto%e pravéd strana (5.23) je lineédrni kombinaci hodnot
fi+l-;j ’ yi+1—j s redlnymi koeficienty 3;] s b;i .

Je-1i ve vzorei (5.23) b =0, pek se nazyvé explicitn{ a pfi b #0 impli-
citnf. Implicitn{ vzorce pfind¥eji v algoritmech zna¥né komplikace, které jsou v3ak
vyvéZeny mnoha dobrymi vlastnostmi. Je-li f(x, y) lineérn{ vzhledem k y , pak lze

implicitn{ vzorce (5.23) rozfe¥it vzhledem k y;,y , tedy najit explicitn{ vztgh.

Uvedeme dva jednoduché p¥ikledy. Zvolme k =1, &) =1, by =1, by =0, pak do-
staneme z (5.23) vzorec

(5.24) Yig1 T Y3 + h. f(xl+1: y1+1) ’

ktery se nazyvé implicitni Eulerova metoda. Pro k =2, a; =0, a, = 1, b, = 0,
by =2, b, =0 dostaneme tzv. obdélnikové pravidlo

(5.25) Yiel1 = ¥ia +2.h -f(xi, yi) .

V dalsfm ukéZeme n&které zpisoby konstrukce vzored vicekrokovych metod.

5.3.1 Adamsovy extrapoladni metody

Vicekrokové metody jsou fasto zaloZeny na numerickém vypotu integréli. Z mate-
matické analyzy vime, Ze Feseni Glohy (5.1), (5.2) miZeme pomoci integrélu zepsat

takto: f

(,;J N}
y(x) = y(a) + Ji’(x, y(x)) dax ,
z &ehoZ plyne Yoih
(5-26) y(xi+1j = y(xi+1_‘:1) + J f(x, y(x}) dx .
*i41-m
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Sestrojme interpoladni polynom (k - 1)-nfho stupn& pro hodnoty

) % 3= Xy By oy Bdo Be £ = £(x, )

{(xi+l-j’ fi+1-j i+l-j i+l-j3? 311-1-3

a pou¥ijeme jej za aproximaci funkce f(x, y) na intervalu < X;,1_ 5y Xj47 2 -
Pfedpoklddejme, Ze k 2a . Funkci f(x, y) Jjsme vlastn& na intervalu <xl, x1+1>

aproximovali extrapola¥nim zpisobem, tj. prodlouZenim interpolalniho polynomu za po-
slednf uzel, tedy za x; . Proto se dédle odvozené metody budou nazyvat extrapoladnf-

mi. ZapiSeme-1i interpoladn{ polynom napi'. v Lagrangeové tvaru (3.7), potom
£(x, y(x)) & L_,(x) = Z Fip1-3x) £y49.5 -

Dosadime-1i I.k_l(x:J do (5.26) misto f(x, y(x)) , dostaneme vzorec
i+l 1
(27 Yiel = Vitlm * -}_': Fivras®) Fgeang 9%

*i+1-m &

Provedeme-li je5t# substituci x = x; + th , pek (5.27) pfejde na tvar

1

+h. Zbalﬂa,kde by = j Fio(xp + th) at .
l-m

(5.28) ¥i+1 = Yiel-m

Vzorec (5.28) definuje Adamsovy extrapolaini metody (AE - metody) jako explicit-
nf k-krokové metody, protoZe (5.28) neobsahuje hodnotu f£;,, . Ve v&LSinZ pripadl se

ve vzorci (5.28) volf m = 1 , tedy

(5029} 31_,_1 = 3 + h - Z b.] i+l- J ’ kde b‘]- = le1+l J(xl + th) dt .
o

Pri odvozovénf konkrétnich vzorcd této metody miZeme samozitejm® uZfivat rdzné
tvary interpola&nich polynomi. Jako pFiklad sestrojime explicitni vzorec AE-metody
pro m=1 a k= 3. Funkei #£(x, y) nahradime Newtonovym interpolalnim polynomem

(3.24), mojm pro hodnoty (Ii_2’ fi_a), (xi_l, fi_l), (xi, fi)a Analogick;y
k (5.27) bude mit hledany vzorec tvar

i+l L
Viag = V3 ¢ J. Ny(x) dx = y; + h.J Ny(x; + th) at ,

5 o
%

kde podle (3.24) plati
1 1t +1) -
y; + b Jle-i tefe e B 0%, _,)at =
(o]

Yi+1

yi + 1'5 (23f - 16fi_1 + 5fi"'2) .

Velké muoZstv{ vzorcd AE-metody je uvedeno neof. v [16] , ale teké si je miZe tendt
snadno sestavit samostatng.



5.3.2 Adamsovy interpoladni metody

Ve vzorcich AE-metody je funkce f(x, y) , jak jsme jiZ Pekli, aproximovéna ex-
trapoladnim zplsobem. Této situaci se Adamsovy interpolalni metody (AI-metody) vyhy-
baj{ tim, %e interpoladn{ polynom funkce f(x, y) sestroji pro data

{(Xi+1_j, fi"‘].-jJ :J=0,1, sy k} =

Pri pou#itf Lagrangeova interpolatniho polynomu bude platit

£(x, y(x)) & L (x) = Zk Balheitl g o

Anglogickym postupem, kterym jsme v odstavei 5.3.1 odvodili vzorec (5.28), do-
staneme nyni vzorec
k 5

(5-31) y1+l yl"‘l"‘m + h lligo h.jfi"'l-j ) kde bj = 1J Fl+l J{x + th) dt )
=N

ktery defimuje Adamsovy interpolaéni metody jako implicitn{ k-krokové metody.
I v t&chto vzorecich volime obvykle m = 1.

Vzhledem k tomu, Ze (5.31) Jje implicitni metoda, predstavuje tento vzorec (obec-
n&) nelineérni rovnici

(5.32) ¥i3p = BeD ‘f“‘i+1r Yis) ¥ C s
kde C = Vaqam* P .]Zl.ba fie1-5 7

kterou musime Fe3it vzhledem k ¥, - Pro FeZeni si vybereme n&jakou metodu ze &tvr-
té kapitoly.

Al-metody jeou sice sloZit&jsf, ale majf v&t3{ pTesnost ne? AE-metody (pfi tém-
Ze k ).

Najdéme nap¥. interpola&ni vzorec pro m = 1 a k = 3, kdyZ uZijeme opét inter-
polatn{ polynom (3.24) pro tabulku {lxﬁ,l_‘], f1+1-,]) : J=0, 1, 2, 3} , ktery mé
nyni{ tvar

. = _ 1 tgt e 12

tit + 1)(t + 2),5\3f
31 e

Podle (5.26) dostaneme
Xi+1

1
= : - 1
Vi1 =V * J h3(x}dx = yi+hj|1fi+l+tﬁfi+
x5 0

L+ 1) A2, b+ D+ 2) A3p _Jdt e
21 i-1 31 i-2

tedy
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= b -
(5.33) Yis1 = Y5 + P (gfi'i'l + lgfi Bfi—l - ri—E) n

5.3.3 Konstrukce vicekrokovych metod

Vrédtime se k obecnému vzorci k-krokovych metod (5.22) a uké¥eme postup urdovén{
koefieientd a; a hj metodou, kterou nazyvéme metods neuréitych koeficientd. Pro
tento (el zapiZeme k-krokovou metodu vztahem

k k
. V.2 = h Z u .' -
(5.34) J_% 8575+ 2o

ktery je v matemstické literatufe obvykly. ReZenf y(x) (dlohy (5.1), (5.2)) a jeho
derivaci y'(x) vyjédfime za pPedpokledu dostate¥né hladkosti pomocf{ Taylorovy vty
v okol{ bodu x; Ve tvaru

_ o ’ (ih - o ( p (p)
y(xi_'_j) = y(xi) + Jjhy (xl) + -—-:T)-y (xiJ + oae ¥ —f:—z—y (xi) R,

; > in)P~1
x'(xi+j)= ¥y olxy) + Jhy " (x5) + aee + %:i_leyth(xi} + 5.

Vyjéddfime-1i zbytky R , S v Lagrangeové tvaru a uZijeme-li sumadnich znakd,pak

P - | . p+1

¥(xg43) 2 I}'m)— y & )|+ WBE_ (g
J 8=0 = s! (p + 1)!

(5.35)

P -1
7 = gjhls (BJ( . )] + (.ih)p (p+1) (§)
Y xi45) ;2% [(s—l)l Yo p! d b

kde ge(xi, xi+jJ . Sumy ve vztazich (5.35) miZeme povaZovat za pFibliZné hodnoty
y(xi+j} . y'(xi+j) , tedy je dosadime do (5.34) a tfm dostaneme rovnost dvou polyno-
mi v prom&nné h

k., P K
18 sy 8=1
.+E.Zml—{5){-)=hbf+hzb-i-(‘ml———(a)(x-3
%1 J‘:la‘] s=0 s! v i o¥i =1 9 &=1 (s - 1)! g it

které je splnina prévs tehdy, kdy? se rovnajf koeficienty u h°, hl, ..., hP. Zams-
nfme-1i pofadf sumovéni, pek z porovnéni{ koeficientli dosteneme rovnice

k
Za- = 0,

j=0 9

k

k
(5.37) 2 day- 2 b5 = 0,
J=1 J=0

k k

Z; a5 - Z; sjs-]‘bj = 0, kie 8 =2,3, ssop Py
J= J:

ze kterych uréime a. , bs . Proto%e konstant je 2.(k + 1), ale rovnic p + 1, pak
p miZe byt maximéln& rovno 2k + 1.
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0 vzorcich (5.34) Fikéme, Ze jsou p-tého Pédu, protoZe po dosazeni (5.32) do
(5.34) jsme zenedbali ¥leny s (p + 1)-ni mocninou h .

Priklad 5.5 Sestavme explicitnf 2-krokovou metodu tietiho édu.
ReSeni: Hledany vzorec mé tvar

Bo¥i * aYiel * 8¥iep = BBQYL * Pyi + DaYiL,)

Podle (5.37) dostaneme soustavu (k = 2, p = 3) rovnic

8, * et a = 0,
e + 2&2 - b0 - bl - b2 = 0,
a; + 4&2 - 2by - 4h2 = 0,
8 + 8a, -3b; =12, = 0,

ve které miZeme dvé neznémé zvolit, protoZe k =2 a p = 3. Zvolme a, = 1 ab,=0,
proto¥e chceme dostat explicitni vzorec. ReZenim soustavy dostaneme a; = =3 By =2,
8 = 4 a by =4, tedy hledany vzorec mé tvar

Visp = — Myeq * 5 + By, ) .
Prejdeme-1i ke znafen{ zavedenému diive, pak dostaneme hledany vzorec ve tvaru
= 4yi + 5yi_1 + h(4fi + 2fi_1) ¥

i1

5.3.4 Chyby vicekrokovych metod

Pri odvozovéni k-krokové metody v odstavei 5.3.3 miZeme do vzorce (5.34) dosa-
dit z (5.35) celé pravé strany a pak se lokéln{ diskretiza¥ni chyba odhadne rozdilem

k

p+l P

(5.38) Sofa. dom  _p, E)ppl sy = ¢ w0ty ()
j=1 J (p + L)! J p! ' ? ptl y g

Lokéln{ presnost k-krokové metody p-tého Fédu charakterizujeme &islem Cp+l , které je
u b&zn¥ uifvanych metod vypoliténo pFedem podle (5.38).

Znovu pripomefme, ¥e pi'i odvozovéni k-krokovych metod jsme pFedpoklédali, Ze TFe-
sen{ je dostate¥n¥ hladké, tedy Ze mé alespoh p + 1 spojitych derivacf. Pokud uZijeme
metodu p-tého Pédu pro poldtedni Glohu, jeji# Fefenf mé niZ3{ hladkost, pak lokélni
chyba bude obecn® vétdi. Z toho plyne, e predpokledem efektivniho uZivén{ metod vys-
%ich ¥4d4 je podminka dostatedné hladkosti PeSenf, &ili funkce f(x, y). Stejn& tak
je tomu u metod jednokrokovych.

Studium globélnich diskretizatnich chyb je mnohem komplikovan&jsi a preseshuje
rozsah t¥chto skript, proto se jim nebudeme zabyvat a odkéZeme Etendfe na 2@] nebo

[4)

Pri PeSeni podétednf Glohy k-krokovou metodou nds jeSt& zajimé konvergence pri-
bliZnfch hodnot k pfesnému fedenf. Pro zshdjeni vypo&tu k-krokovou metodou musime Jiz
znét pPibliZné hodnoty ¥ s ¥1» +++» Vg1 (kde y, = y(x,), viz (5.2)), které vypoli-
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téme napi. n&jakou jednokrokovou metodou. Tyto hodnoty zévisejf na h , tedy yg =
= ys(h) pro s =1, 2, +.s, k = 1. Jist& poZadujeme, aby

(5.39) Lin yo(b) = 3, -

0 k-krokové metodé budeme Fikat, Ze je konvergentni, kdyZ plat{

g
x].‘i‘l >4

pro ke#dé xg < &, b> a kaZdé y;,, po¥itané podle (5.23), resp. (5.34). Pritom
pfedpoklédéme, %e pro startovnf hodnoty plati (5.39).

Aby k-krokové metoda byla konvergentn{, musi byt konzistentni a stabilni. Meto-
da, kterd je alespoll 1. ¥ddu, se nazyvé konzistentnf.

Pojem stability je pon&kud komplikovan&jsi a souvis{ s vlivem tzv. parazitnich

sloZek Pefenf, ktery u stabilnich metod pro h - 0 mizf, Podle [1] miZeme o stabili-
t% rozhodnout ng zéklad& koeficientd as 8y ceey B Vicekrokové metoda (5.34) je

stabiln{, jestliZe polynom

k
plx) = 21 aa’
j=0 Y

mé koFeny z intervalu <- 1, 1> a je-1li kofen 1 nebo - 1, pak musi byt jednoduchy.
Viechny k-krokové metody, zapsané v tabulce 5.5, jsou stabilni.

k P Vzorec | cn+l‘hp+1l
te & g Fieq = V3 * B/2G¥5 - v ) 5/12.h3
2. 1 2 Yiep = 93 * D201 * ¥i) 1/12.n°
3. 3 2 Yis1 = 3o + V2GS + yi ;) ' 3/4.03
A8 € 3 iep = ¥y + B/1205y14 + 8Yf - ¥ig) 1/24.n*
De 3 4 Yoy =93 * Wy - Y000+ 19/810.h’

+ n/27(10y,, + 22y{ - 8y;_4)
& 3 4 Yie1 = Vi3 * /35 - y5 o+ W) 14/15.n°
Te 2 4 Yis1 = Vi) * W35 * 4y +¥ia) 1/90.h°
Pab. 5.5

5.3.5 Algoritmus prediktor-korektor

Vsimndte si 2. a 3. vzorce v tabulce 5.5. Vzorec 2. je implicitnf a 3. je expli-
citni. Porovnéme-li &isla Cpel 2 vidime, %e vzorec 2. je asl 9krét presndjsi nei
vzorec 3. I obecn& platf, %e implicitn{ vzorce jsou pii témZe fédu podstatn¥ piesn¥j-
&{. Proto si nyn{ ukéZeme vhodny algoritmus pro uZivén{ implicitnich metod.
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Predeviim predpoklédejme, Ze znéme dostatedn& presnd poddtedni hodnoty y
cevs Vo1 spoéitané napf. n&kterou jednokrokovou metodou.

0! Y12

Pro vypofet y;,.q uZijeme dvou k-krokovych metod (nejvhodnéji stejného Fédu).
Nejprve to bude explicitn{ metod?,Jkterou budeme nazyvat prediktor a jeji aproxima-
5 0]
c¢i hodnoty y(xi+l) oznalime y;.,1 . Déle bude nésledovat uZit{ implicitni metody,
které i‘:Egé.me korektor. Iieraén%m TeSenim rovnice, kterou definuje korektor, podfté-
me z y;,) Postupnd y.ii, ¥iiy0 e - Takovy algoritmus vypodtu Yi41 S€ hazyvé
algoritmus prediktor-korektor. Vipodet hodnoty Yisl tedy probihéd takto:

1) PoloZfme s = 0 a pomoci né&jekého explicitnfho vzorce - prediktoru - vypo&{téme
PR g5 (
pfibliZnou hodnotu ¥eSeni v bodd x;,, & ozna¥fme ji yi:{ , tedy

prediktor.

Fiv1-j

k k

(s) _

yi&8) = 37 ¢ +h2, b.f.
Avd i1 J

] 9 i+1-j

2) Iteradnim krokem zpfesnime y]-(_f])_ pomoci né&kterého implicitnfiho vzorce a zpfesné-

nou hodnotu ozna&ime yif;_l , tedy

k :
(atl) . -5 (s)
31+l = J:i ajyi+1_j + h E:Of{xi"'l’ yi+l} + J‘%l_]'- bjfi‘i'l—‘]' - korektor.
3) Je-1i Iy:i{.-?;.l) - yiflj_l < &€ (& - zadené nepfesnost po sob& ndsledujfcich itera-
efch), pek ¥i4q = yi(jilj a vypoet pfechdzi na dal3{ uzlovy bod. Neni-li nerov-
nost splndna, zvit3fme s o jedniéku a opakujeme algoritmus od bodu 2).
Jednfm z nejstarsfch algoritmi prediktor-korektor je Milnova metoda, kterd uifi-
véd t&chto vzorcil:

prediktor: 3}_9:{ = Ji5" %htzy;_ = Yj'__]_ + 2.‘1'5'__2) s
+ r F
korektor : 3121 =¥Yi1 £ 3 h(?(xi+1, 3131) + 43i + yi—l) ’

viz tab. 5.5, vzorce 6. a T.
Pro metodu prediktor-korektor miZeme uzZit také 3. a 2. vzorce z tabulky 5.5, na
které jsme upozornili v zaSétku tohoto odstavce. Tedy

prediktor: yi?_i = ¥t %h(y{ + yi_l) ,

+1 1 ) 4
korektor : y:i(:l ) - 3 *t5 h (f(xi+1, JVS]_) ¥ 31) .

Na samodinnych po&ita¥ich se nejvice uzivé metod prediktor-korektor 4. fédu,pro-
toZe tyto metody zaruduji dostatefnou phesnost pfi v&t3in& problémi a jsou i dosta-
tedné jednoduché pro odvozovAni. Déle je z mnoha divodd (které nebudeme upieshovat)
vhodné, volit vzorce prediktoru a korektoru stejného Pédu presnosti. Lasto se také
kritériun piPesnosti vypodtu hodnoty y;,, (které je dané %{slem &) nahrazuje prede-
psanym pottem iteraci korektorem. T{m se sni%{ pracnost vypottu a zabréni{ se moZnos-
ti vzniku nekone&ného cyklu.

Metody prediktor-korektor majf jeSté mnoho zajfmavych vlastnost{ a rdznych modi-
fikscf, proto odkazujeme tenéfe na rozséhlejsi literaturu [23], [13] apoa.
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i

P¥{klad 5.6 Refme algoritmem prediktor-korektor pofétedni Glohu y = x -y ,
¥(0) =1 na intervalu <0, 1> . PFitom za dvojici prediktor-korektor zvolme 1, a
2. vzorec z tabulky 5.5, tedy

()

e 1 L4 - s
Viep = ¥ + 5300y -y ) - prediktor,

(s+1) _ 1 ;
Yiq1 =¥ *t3zh (f(xiﬂ_, 3;?{) + yi) - korektor.

Korektorem provedme vZdy pouze jeden krok, &ili Vis1 = yf__}])_ .

. Re¥enf: Zvolfme h = 0,2
i X, (x; ) ) o=y L .
i yix; Iy ¥i ‘Y:_.L a za poldtedni hodnoty
0 0 1,000 _ _ Yo» ¥p» potPfebné ke star-
& .
" 6,3 0,832 B ~ 'u glgoritmu vezmeme pro
Jednoduchost hodnoty pfes
2 0,4 0,741 0,746 0,739 ného Fefent y(x) = 2e™ +
3 0'6 0,698 0’701 0,695 + x - 1. 'Vysledk;y jsou se~
staveny v tabulce 5.6.
4 0,8 0,699 0,700 0,696 (0)
Viimnéte si, Ze y.
1,0 6 - 2 i
5 i 0,73 0,737 0,733 dévajl presn¥js{ aproxima-
ce Pefenf neZ i e Je to
Tab. 5.6 zplisobeno nevhodnou vol-

bou ukonfeni algoritmu.

5.4 Okrajové Ulohy
_— m——

Okrajovou ulohou rozumfme ilohu o nalezeni takové funkce y(x) , kterd na inter-
valu <a, b> spliuje diferencidln{ rovnici a jisté podminky v krajnich bodech a, b,
které jsou definovény spojitymi funkcemi. Proto se tato Uloha nazyvé taské dvoubodové.
Metody PeSen{ budeme demonstrovat na okrajové Gloze pro samoadjungovanou lineérni di-

ferencidlnf rovnieci 2. Péadu

(5.42) - [p(x)y'[x):l ‘+aqx)ylx) = rix), x€<a, b>,

s okrajovymi podminkemi t¥{ typd
1. typ yla) =&, yb) =8 - Dirichletova Gloha,

2. typ y'(a) =o, y(b)=8 Neumanova tloha,

(5.43)
- %, y(a) + Nzy'(aJ =&

, - smfSend Gloha,
aly{b) + By (b) =48

3. typ

kde funkce p(x), p (x), a(x), r(x) Jsou spojité pro x€ <a, b> a alx) 20 pro
xe<a, b>, q(x)'# 0. Déle predpoklédejme, %e of , 3 Jjsou reélnd &isla a &1, ¥ o,
By, By Jsou nezéporné &f{sla, které spliuji podminky o, *+ o, >0, B8, + B,>0.

Takto definované tloha mé prévd jedno Fedeni pro libovolnd o , A.
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5.4.1 Metoda sit{ pro rovnice 2. Pédu

M&jme dénu okrajovou Glohu pro rovnici (5.42) s podminkemi (5.43). Metoda sitf
pro FeSen{ této Glohy spo&ivé v tom, Ze pPibliZné hodnoty FeSeni hledfme v kone&né
siti bodd intervalu <a, b >, a to jako Pefenf soustavy linedrnich algebraickych
rovnic, na kterou zadanou Ulohu pfevedeme. Rovnice této soustavy dostaneme tak, Ze
pro ka?dy vnit¥n{ bod d¥lenf intervalu < a, b > zapiZeme diferenciélnf rovnici
(5.42), ve které diskretizujeme ziSastnéné funkce a derivace nahradime n&jakou line-
drn{ kombinac{ piibliZnych hodnot FeSeni v sousednfich bodech. Stejnym zpiisobem pfe-
pi%eme i okrajové podminky v bodech a, b.

Nyn{ tedy pfesn&ji. Rozddlime interval < a, b > ekvidistantnl sftf bodd x_, x,,
ceey X, tedy &= X, < X< eee < Xy = b, kde x; = x, +ih a h= (b = a)/n. Déle

ozna¥me Y., ¥y» +++» ¥p pribliZné hodnoty feSeni y(x) v bodech X_, Xy, «++) X;-

Protofe v ke?dém vhnitfnfm bod# d&lenf mé byt spln&na rovnice (5.42) a v krajnich bo-
dech okrajové podminka (5.43) (napf. t¥etiho typu), miZeme napsat soustavu rovnic

-ql-yo +0(2.y'(x)|x=a = of 3
(5.44) By 0] ey, *+ alxgdeyy =20x), 121, 2, ey 01,
L
Byoyy + By (x| gy = B,

ve které je jeXt& t¥eba nahradit derivace pomoci n&jakého jednoduchého vzorce nume-
riekého derivovéni. Podle odstavce 3.7 provedeme nepf. tyto néhrady

o Yivl T Y

“(x) N == pro i=0,1, 2, eaey n =1
¥ IFJCi h ’ g kg 0% ’ )
- y = y -
(5.45) Y@y & L,
“(71° 1 Yisa ¥ _ Yi ~¥i
[pt0)-y" ()] | x=x, ® EE’iﬂ/z h Pi-1/2 R ’

pro is= 1, 2, seey O = 1, kde Pi+1/2 = D(a + (1 + l/a)h} a pi_l/a =
= pla + (i - 1/2)h) . Koeficienty p bereme ve stifedu intervali (xi_l, X3 >,

<x%yy X547 > » ebychom zvy%ili presnost aproximace. Dosadme nyni (5.45) do (5.44) a
oznalme q; = alx;) , 1y = rix;) , tedy

- %Y, + 1.\(2(3(1 - yo}/h = o,
1 Yiyp — Y5 Yi T ¥ia i
£o:467 ~glays = w s Bayge - TR | TR T

]

2 3y 2y sewy B=1,

By.yg+ Bolyy - yp /b = fA.

To je hledané soustava metody sft{ s n + 1 lineérnimi algebraickymi rovnicemi o n+1l
neznémych Y., ¥1s s++s Yp*

Véta 5.2 Jsou-li splnény piedpoklady okrajové Glohy (5.42), (5.43), pak soustava
lineérnich algebraickych rovnic (5.46) mé pro libovolnou funkei r(x) a libovolné

o, A prévé jedno reSeni.
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Dikaz je uveden napi. ve [4], E’:‘G]

Soustavu (5.46) miZeme Fedit napi. Gaussovou elimina®ni metodou, ve které vyu-
%ijeme tu skutefnost, Ze soustava je tFidiagondlnf. Soustavu lze fefit i Gaussovou -
- Seidelovou iteran{ metodou, protoZe jej{ matice je dokonce pozitivn& definitni,
atkez viz [ 4).

Déle nds bude zajimat otézka konvergence metody siti, tzn. zdeli volbou dosta-
tedn& malého h miZeme ud&lat rozdil y; - y{xi}l libovoln& maly pro v3echna i .
Tuto skutelnost vyjedfuje ndsledujfci v&ta, ze které miZeme odvodit i rychlost kon-
vergence.

Véta 5.3 Necht jsou splndny predpoklady okrajové Glohy (5.42), (5.43) a nechf mé
pevic funkce p(x) t¥i spojité derivace a q(x), r(x) dv& spojité derivace na in-
tervalu <.a, b > . Je-1li Yor Y11 *ees ¥ feSeni soustavy (5.46), pak existuje ta-
kové konstanta M (nezévislé na h), Ze plat{

(5.47) |y; -9x)| $ b pro 1=0,1, ..., ne

JestliZe bude je&t¥ platit ka> 0, Bk >0 pro k=1, 2, pek

(5.48) | y; - y('ri)l < Ml pro i=0,1, ees, N

Priklad 5.7 Re%me metodou siti okrajovou {ilohu pro rovnici -y " + y = 0 na inter-
valu<0, 1 > , s okrajovymi podminkami y'©) -y@© =1, y(Q)+yQ1) =1

fieSeni: Rozd&lme interval <0, 1>body X, X1, +ess X109 které predstavuji ekvi-
Jistantn{ d&lenf{ s krokem h = 0,1. Prvnf a drubou derivaci budeme podle (3.91) a
(3.92) nahrazovat vzorci

” Yy =¥ ve p Y19 = ¥
y.(OJZ-Lh—O—, ¥ {xi)::'-;lz(yi_l-2y1+yi+1) > y(l)%—ﬁﬁ——g,

tedy soustava (5.46) bude mit tvar

l,l,yo - n ==-0,1,
Yia ~ 2,0ly; * ¥i41 = 0, 1i=1,2, 00,9
yg = 131310 I 0,1 .

Vysledky FeSen{ jsou v nésledujici tabulce a pro srovnéni{ jsou uvedeny hodnoty pfes-
ného Fesenf y(x) = - e */2.

i 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10

x 0 o,1| o,2| 0,3| o,4| ©,5| 0,6 | 0,7 | 0,8]| 0,9 | 1,0

y; || =0,512|-0,464|-0,420| -0,380|-0,344|-0,312 -0, 283 |-0,256 |-0,231|-0,209|-0,190

y(xi) -0,500|-0,452|-0,409| -0,370(-0,335 -2,303 |-0,274|-0,248 |-0,225(-0,203 -0,184

Tab. 50?
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5.4.2 Variaéni metody

V tomto odstavci se budeme zabjvat PeSenfm linedrnf diferencidlnf rovnice s ho-
mogennimi okrajovymi podmfnkami a nehomogenni pravou stranou. Pro takové Glohy bude-
me zapisovat diferenciélnf rovnici symbolicky ve tvaru

(5.49) Aulx) = f£(x), xe< a b>
a okrajové podminky ve tvaru

(5.50) & = 0, 1P = 0, =1,z ...,

kde A je linedrnf diferencidlnf operétor 2k-tého Fddu (tzn. Ze nejvys3{ derivace,
kterou obsahuje, je spojité a je Fddu 2k) se spojitymi koeficienty ai(xJ , tedy

0
(5.51) Au = 24 a; (x) . ut) () s
i=2k
£(x) Jje spojitéd funkce pravé strany a 15:(13)’ Ih(;b) jsou lineérnf diferencidélni ope-
rétory nejvyse (k - 1)-nfho Fédu.
Touto symbolikou piFepfZeme rovnici (5.42) s okrajovymi podminkami tfetfiho typu.
Potom (k = 1)

Aulx) = - (px).u’(x))” +qx), £kx)=rkx,
L{a} = ocz.u'{a) - o;.ula) ,
L®) = fyu’(d) + Buld) .

fefenf{ Gloh s nehomogennfmi. okrajovymi podminksmi se d& pfevést na Feend{ homo-
gennf Glohy tim, %e se hledané FeSeni vyjédri ve tvaru souZtu dvou funkef, z nich
jedna spliiuje nehomogenni okrajové poduinky a nespliuje -diferencidlnf rovnici a dru-
hou najdeme jako Fefeni Qlohy s homogennfmi podminkami, které se zadanou rovnici ji-
stym zplsobem souvisi. Podrobné viz [24] .

Abychom mohli vyloZit Ritzovu varia®ni metodu pro FeSen{ téchto dloh, uvedeme
nejdfive ndkteré vlastnosti lineérnich operétord v prostoru 12 <a b>.

li&jme d4n linedrn{ diferenciélnf operédtor A v prostoru 12 < a, b>, jehoZ defi-
nigni{ obor D, je mnoZina husté v L2 < a, b> . Takovy operétor se nazyvé symetric-
ky, JestliZe
(5.52) (Au, v) = (u, Av) pro libovolné u, vV €D, .

Symetricky operdtor se nazyvé pozitivni, resp. pozitivn& definitni, jestliZe

pro ut—:D&
(5.53) (Au, u) 20 a (Au, u) =0 pouze pro u=0,
2 72 lulP -
(5.54) resp. (au, u) £ y°[lull®, kde p Jje konstanta.
pr{klad 5.8 DokaZme, %e linedrni diferenciéln{ operdtor Au = - u'’ e defininim
oborem
D, = {u€L2< O: 1> :u, u, u’’ jsou spojité v <0, 12>

= 117 =



a vyhovuji okrajovym podminkém wu(0) = wu(l) = 0 }

je pozitivn& definitni.
ReSeni: Pro u, v eL2<0, 1> je (u, v) = _c‘:lu v dx, ||ull=\ (u, u},¢= la - v .

Déle pro u, V€ D, plati na zéklad® integrace per partes
1 1 1

(Au, v) = -J- u'.v dx =ju'v'dx = - Iu viiax = (u, Av) ,
) 3

tzni, Ze operdtor A je symetricky. Je v3ask teké pozitivni, protoZe (Au, u) =

=I ()220 a (Au, u) = 0 Jjedin& pro u” = 0 , tedy pro u = konstant&, kterd
o .

musi byt v disledku okrajovych podminek nulové, &ili pro u=0.

Zbywé ukézat, Ze je operdtor A také pozitivn& definitni. Podle Schwartzovy ne-
rovioeti, kterou znéme z integrélniho po&tu, plati

(5.55) (jlu.v dx)2 jluz dx . Ilvz dx .
) °

(o]
Z okrajové podmfnky u(0) = 0 a pfedchézejici nerovnosti plyne

x X X X
u(x) = ru'dt , pak u®(x) =(j u'dt)z‘é"flz at j(u’) at < x ‘[(u’)‘2 at .
(o] (o] [s] (o] o

Protote x€<0, 1> a wH2Zo v <0, 1>, pek z posledn{ nerovnosti vyplyvé

A

1 1 1
u?(x) S ::J;L(u')2 dt , tedy také J w? ax '§Jx dxj )2 at ,
r 0 o

o
neboli
1
J W) at 2 2J“2 dx , pak (Au, w) Z 2 flull?.
o o

Tedy operédtor A Jje pozitivn& definitnt.

Déle se vénujme PeSeni rovnice
(5.56) Au = f pro fE€ L2<a,b>,

kde A Jje pozitivn& definitnf linedrni diferencidlnf operétor. ProtoZe operdtor 4
je pozitivnf, pak rovnice (5.56) mé meximéln¥ jedno FeSeni, coZ lze snadno dokdzat
sporem:

Predpoklédejme, Z%e Fesen{ jsou dv&, a to wu;, u,. Potom Au; =1 a Au, = £5
gili Auy - Au, = 0. V disledku linearity operdétoru A také :\(ul - u2) = 0. Vyndsobi-
me-1i posledni rovnici skalérn® prvkem u, = u, , dostaneme

(At - up)y w - wy) = O,

co¥ je viak u pozitivnfho operdtoru splnéno pouze tehdy, kdyZz w, = u, =0, &ili pro
U, = U, Tedy FeSeni Jje jediné.
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K rownici (5.56) definujme Jjedt& kvadraticky funkcionsl
(5.57) F(u) = (Au, u) - 2(f, u) , pro u €D, ,

jeho# minimdlni hodnota se vyznamnd vdZe k Fedeni rovnice (5.56). Tato vazba je déna
nédsledujici vétou, kterd se nazyvéd vita o minimu kvadratického funkciondlu,

Véta 5.4 M&jme ddnu rovnici (5.56) s pozitivn& definitnfm operétorem A, Mé-1i rov-
nice (5.56) Fesenf u €D, , tj. platf-1li .

Allo = £, uOEDA’

pak funkeciondl (5.57) nabyvé v DA minimdln{ hodnoty prévé pro prvek u_ .
0
Naopak, nechf funkciondl (5.57) nabyvé pro prvek u, € D, miniméln{ hodnoty,

pak u, Je Fefenim rovnice (5.56).
Dikaz véty najdete napi. v [l'ﬂ ’ [24] .

Véta 5.4 mé podmfnény charekter. Vyjediuje ekvivalenci feden{ rovnice (5.56)

s hledénfm minima funkciondlu (5.57) za pFedpokladu, %e je znéma existence FeSen{
nebo existence minima.

Phedpoklédejme, Ze PeSeni rovnice (5.56) existuje, a hledejme je jsko minimum
funkeionélu (5.57) pomoci tzv. minimalizujici posloupnosti. JestliZe oznatime d mi-
pimun funkeionélu (5.57), pak libovolné posloupnost {un}e D, se nazyvé minimglizu-
jict, jestliZe

¢ = lnm {Fy)} .

n-+e0
ProtoZe operétor A je pozitivn& definitni, konverguje minimalizujfef posloupnost
k hledanému Feden{ v tom smyslu, Ze
lim (Alu - u), u=-u,)=0, tedy podle (5.54) teké

n- oo
m(u—un,u—un)=0-

= o2

7ékladnf metoda pro hleddn{ minimalizujici posloupnosti je Ritzova metoda.Zvol-
me v Dy posloupnost tzv. souiradnicovych funkel {'fn}' které spliuji tyto poZadav-

ky:
(5.58) -[<fn } je lineérn¥ nezévisly systém,

(5.59) {'f’n}.je Uplny systém podle energie operdtoru 4, tzn. Ze pro u€ D, a
£>0 existuje n a &fsla &), 8y =--) 8y tek, Ze

n n
G(u-gai?i),u—gai?9<ﬁo

Proto budeme prvky minimalizujici posloupnosti hledat ve tvaru
n
L5.60) un = Z ai ‘fi .

i=1

Dosadime-1li (5.60) do F(u) , dostaneme
ray = (&8 2 & v )-2(2 2 e t;)
up) i=1a11f1’i=181 i ’i=1&l'fl ’
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coZz je funkce n argumentd 81y 8y ey By které dosshuje své miniméln{ hodnoty
pro takovéd a,, 85, e+, 8y, DTO kterd plati

aF(uy)
(5.61) ——— = 0 pro i=1, 2, «u., .

da;
JestliZe v soustavd (5.61) vypo&itédme naznaené derivace a pi{sludng je upravime,pak
dostaneme tvar

(& yp, $y)ay + (A Yg, Yo)dap + oo + (A, Yplay = (£, ¥9) ,

(& 9y, Pylay + (A ¥y, Folay + ooe + (A, fplay = (£, ¥5)
(5.62)

® & % & % ® ® ® ® & & 8 ® & s & @& & & & & & 8 & =2 e e 5 e >

(A lj'n, 'fl)ﬂl + ‘a ‘fn, Yz}az + o0 + (A 'fn; ?nJﬂn - {f, 'fn) -

Tato soustava je vZdy Jjednozna®n¥ PFefitelnd, protoZe systém {‘fn} je linedrn¥
nezévisly. RedSenfm soustavy (5.62) najdeme prvek minimalizujicf posloupnosti ve tva-
ru (5.60).

" Vratme se nynf k rovnici (5.42) s okrajovymi podminkami (5.43) napf. 3. typu,
které viask bddou homogennf, tj. & =B = 0 a alespoh jedno z &isel %y By je ne-
nulové. Tekto definovené Uloha mé pozitivng definitnf operdtor, tedy miZeme hledat
gproximaci Fesen{ Ritzovou metodou (dikkaz nep¥. v [4]).

P¥{kled 5.9 HNeZme rovnici - y "= (1 + x%)y = 1 na intervalu <- 1, 1> s okrajovy-
mi podmfnkami y(- 1) =y(1) =0 .
Redent: 2Z pPedchézejicich tvah plyne, ¥e Uloha mé pozitivn& definitni operdtor
Ay=-y"-(1+ 2)Y . D, = {ye 1°<-1,1> 1y, ¥,y jsou spojité a
y(- 1) =y(@) =0} . Systém soufednicovych funke{ mus{ byt z D,, tedy mus{ spliiovat
okrajové podminky, proto volime

2i

¢, = QL-x)a+x)=1-x3, i=1,2, «c0p B

Pro vypo&et koeficientld soustavy (5.57) poZitejme

1 1,
(a ® lfj) - J(_"fi“‘ (1 + x2) ‘?i)?a- dx = ‘[Ti ?3 - @+ x2) ‘Fl 'fJ- dx ,
-1 -

1
(f, ’fi) = J ?1 dx ’
-1
tedy pro i =1, 2 dostaneme

(& ¢,, ¥,) = 152/105 , (A9, P5) = (A%, ) = 16/9 ,

(& Y,, ?2) = 42488/3645, e, 501) = 4/3 , (£, lpa) =8/5 ,
a PeSenfm soustavy
152/105 . &) + 16/9 . a5, = 4/3
16/9 . &y + 42488/3645 . a, = 8/5
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ziskéme pifibliZné Fedeni ve tvaru

Ypo=8 Y + a8 95 = 0,934 - 0,988:;—2 + 0,054x4 .

Dalsi{ variadni metoda, jejiZ princip vyloZime, se nazyvé Galerkinova metoda.
Méjme Pe¥it diferencidlnf rovnici Au =f , viz (5.49), s homogennimi okrajovymi pod-
minkami (5.50), kde A Jje linedrnf diferenciélnf operdtor (5.51), definoveny na hus-
té podmnozing D, Hilbertova prostoru I Ca, b> .

Obdobn& jeko v Ritzové metodé zvolime v DA posloupnost soufadnicovych funkef
P} kterd spliiuje poZadavky (5.58) a (5.59). PoZadavek Uplnosti posloupnosti
‘fn}' viz (5.59), je ekvivalentnf{ s timto poZadavkem: Je-li pro n&jekou funkci u

splnéno
(5.63) (Au, ¢,) =0 pro viechna n ,

pak je u nutn& nulové funkce.
V Gelerkinové metodd hleddme piibliZné TeSeni rovnice Au = f ve tvaru
n

(5.64) w, = E a; ¥y
a koeficienty (vzhledem k (5.63)) uréime z podminky, aby rozdfl Au - f byl orto-
gondlni k soufadnicovym funkeim Y1, Y5, ++e, ¥, tedy aby platilo

b
(5.65) (hu, - £, ¥;) = J (Aug - £)y; ax=0, i=1,2, «o, Do

a

7 (5.65) dostaneme soustavu lineérnich rovniec
(4 ¢, ?1Ja1 + (A ¥y, ?2332 +oeee + (A Y, 'fn)an = (£, ?1) .

(5.66) (A pps Pylay + (A oy, play + cue + (& ¥y, Ypday = (£, ),

" & & ® = & ® ® ® ® ® 8 & & 8 & € S s S @ 8 & 4 5 e * "

(& ¥ $1dag + Ay, go)ay + eee + (A, glay = (£, 7)),

kterd je formdln# shodné se soustavou (5.62). Z toho plyne, Ze metoda Galerkinova je
shodné s Ritzovou metodou, kdyZ A je pozitivn& definitni operétor.

Vzhledem k lineérnf nezévislosti soufadnicovych funkci je soustava (5.66) vidy
jednoznadn¥ FeSitelnd a pfibliZné feSen{ u, rovnice Au =1 konverguje k pfesnému

fefenf u v tom smyslu, Ze

z Tim o =wow =) = dmllua,-al% = ©
(5.67) Lin (u, - v, uy Lin [l .

jestliZe je rovnice 4u = f jednoznainé feditelnd.

Galerkinova metoda mé mnohem obecn&j3f pouziti, protoZe s ni miZeme fedit i rov-
nice Au = £ s nelinedrnfm operétorem. Pak ovSem soustava (5.65) pfedstavuje neline-
érn{ soustavu, kterou nemiZeme pfevést na tver (5.66), ale musime ji Pedit né&jakymi

jinymi postupy, viz 4. kapitola.
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5.5 Potédted&nf{ Gloha pro soustavy rovnic
l. Fddu

[———="_-

Nechf je déna soustava lineérnich diferenciélnich rovnic prvnfho F4du, roziee-
nych vzhledem k prvnf derivaci hledanych funkc{

y1(x) = fl(x, ¥ (), ¥o(x); eee, ym{x)) ;

yox) = £.,(x, (%), ¥,(2), eeey ¥ (x)) 3

(5.68) 2 20 % ' m xe<a, b>,
Vg (%) = fm(x, ¥1(x)y ¥o(x)5 een,y ym(xJ) :

a polétedn{ podminky

(5.69) ylta) = y]{_O} . ya(a) = yéoi, sea’s _vm(a} = yélo) ;

Predpoklady, které zajistujf existenci a jednoznafnost spojitého FeSeni na in-
tervalu <a, b> , jsou uvedeny v ndsledujici v&t&.

Véta 5.2 PPedpoklédejme, Ze funkce £y, f2' veny fm Jsou:

a) definované a spojité jako funkce m + 1 prom&nnych na oblasti
G = {(xs Fis Jos =oes 3m) X E <9-s b > ’ 31-'5(-'”: o0 )
pro t =1, 2, «sey m},

b) spliiujf vzhledem k ¥y, ¥py +e+s ¥y Lipschitzovu podminku, tzn. Ze existuje kon-
stanta K tak, Ze

A

(5.70) !f‘t{x’ Yy Yor eeey ij = ft(x, y]_r 3""2’ seey “fm-}l

S k{lyy -F +lyp - Fpl+ oo+l - Fl}s

pro t =1, 2, «.., W,
plat{ pro libovolmou dvojici
~S ~ ~t
(x, Y12 Y1 ey ym) ) (X Jpr Yor ooy 3m)€ G .

Potom existuje jediné FeSeni soustavy (5.68) ¥y,(x), yz(xJ, calby ymtx) , které
je v<a, b> spojité se svoji prvnl derivaci a které spliuje i poZétedni podminky
(5.69)1
Dikaz najdete napf. v [13] .

Pri préci s témito soustavami se Zasto pPechézi na vektorové znafenf. Pek zada-
né soustava se zapife ve tvaru

(5.71) ¥y (x) = £(x, yx)), x€ < a, b>
a podédtetni podminka (5.69) Jjako

(5.72) ya) = 39,
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kde y(x) =(yl(xJ, Yo(x)y eee, )'m(xJ) » £(x, y) =(f1(x,_x), £o (%2 ¥y vy

(0) _r_(0) _(0) (0)
. yl 2 2

T
£ () ll) y yla) =(yl(a.}, ¥olal), eeuy ym(a)) a y .

’

Humerické metody feenf Glohy (5.71), (5.72) budou pouze roziffenim metod, kte-
ré jsme uvedli v pifedchézejicich odstavecich pro fe3enf{ rovaice (5.1). Nebudeme se
tedy v nésledujicim pi{li3 zdrZovat podrobnym odvozovénim, ale v&i#inou uvedeme pou-
ze vysledky. '

V numerickych metoddch zavedeme je3td vektor

G . ; <
(5.73) ¥ o (y{ﬂ, yél}, dina yél]‘)) -
kd (i) (i) (i) . TR
€ Y17y Yo s weey Vg Jsou pribliZné hodnoty hledanych funke{ v bodé& X5 te-
(i) i i
&y v o= oy(x), yg‘) 2 ¥(x5),y eue, ynlll) % Yplx;) « Bod x; =a+ih, is=

=0, 1, 2, «esy 0, kde h Jje krok rovnom&rného dZlen{ intervalu<a, b>.

5.5.1 Eulerova metoda

Vzorce Eulerovy metody pro vypodet p¥ibliZnych hodnot feSeni soustavy (5.71) za
podnfnek (5.72) dostaneme ze vzorce (5.5) tim, Ze funkei f(x, y) nahradime vektoro-
vou funkedl _I_:(x, g_) 8 Yj41 » TeSP. Y¥j vektory _3_'.(1*'1), resp. 1(1) podle (5.73),
tedy
(5-?4) y\i"’l) = y(i) 2 h.{(xi, _(1)) ) i= 0' l, 2’ esey, B = i =

Pro vjpodet rozepifeme symbolickou rovnici (5.74) podrobné&ji

31(_i+1J = }'{1] + h.fy (xi: yilJ: Yél)s seey .Yé,l}) ’
- - (l 3 -
y*D =y o ne, (g0 w82, 38V, e 20D,

(5.75)

e & & & & 8 % 3 @ 3 S ma 4 & & ¢ & 8 ° = e+ s S

y::l"-lJ = yél:l.] + h-fm (xi’ )’]{_1)3 .Yél): eey .‘f!;lj) ’

=0 Ly 25 sney =1
Pr{klad 5.10 Eulerovou metodou vypolitejme pribliZné hodnoty feseni soustavy

yix) = y(x)+ z(x),
(5.76) xe <0, /2 >,

z’(x) = yx) -z,
s polétedni podminkou
(5.77) yo) = 1, z) = 1,
v bodech xi=i.h, i=o0,1,2,3,4,5 h=0,1.

Resenf: Vzhledem k rovnicim (5.75) hledéme pfibliZné hodnoty TFe¥eni podle vzorcl
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y(iﬂ‘) = (i)

y + h.(y(i) + z(i)J i

L) _ ()

21) 4 p ) - g4y

kde i=0, 1, 2, 3, 4. Numerické hodnoty reZen{ jsou sestaveny v tabulce 5.8.

: % e , () Presné FeSent
¥(xz) z(x;)
0 0,0 1,000 ~ 1,000 1,000 1,000
1 0,1 1,200 1,000 1,211 1,010
2 0,2 1,420 1,020 1,446 1,040
3 0,3 1,664 1,060 1,710 1,091
4 0,4 1,936 1,120 2,008 1,164
5 0,5 2,242 1,202 2,346 1,261

Tab. 5.8

V pétém a Zestém sloupci tabulky 5.8 jsou pfesné Fedeni, kterd snadno vypolité-
me, protoZe (5.76) je linedrn{ homogenni soustava s konstantnimi koeficienty. Tedy

fesenf hledéme ve tvaru

(5.78) yx) = ¢ e, z(x) = cy, 7,

kde ¢y, ¢, & A vypo&{téme dosazenim (5.78) do (5.76) a uzitim po&étefnich podminek
(5.77). Hledané FeZeni mé tvar

yx) = %‘- [(1 +V2) exf2_+ 1 -\2) a"xﬁ:l ,
z(x) = % E.exﬁ + 1. e-xﬂ‘] ¢

5.5.2 Metody Taylorova typu

Predpoklddejme, Ze funkce £, f,, «ovy, I 2 (5.68), jeko funkce prom&nné x ,
majf v <a, b> spojité derivace a¥ do p-tého rédu vietn¥ a v (a, b) spojitou deriva-
¢i (p + 1)-ho *édu. Potom miZeme kaZdou z funke! y; aZ ¥, vyjédrit v bod& x;.q
podle Taylorovy véty vzorcem

i‘ B2l (e, ) + B (p+1)
(5.79) Velmar) = il v h o TOm ) T (Ee! s

pro t=1, 2, ..., m, kde gte(a, b).
Zenedbéme-1i zbytek ve vzorci- (5.79) a nahradime-1i pfesné hodnoty pfibliZnymi,
pek dostaneme vzorce metod Taylorova typu

P o1
(i+1) (i) Zn*‘ (s)
(5.80) = + h ey ¥ Ux) =
4 It s=1 8! 2t

- 124 -



(i) (i) (1)

p
s Jem 5 p{s1)
( i? }'1 ] 5'2 3 ey leI )

. a e=1l s!

pro t=1,2, ..., m a 1i=0,1, 2, «s., n -1,

Vzorce (5.80) obsshujf derivace funkef 1’1, f2, seny fm a proto jsou pro prak-
tické uzivéni velice t&Zkopédné, jak jsme o tom hovofili jiZ v odstavei 5.2.2.

5.5.3 Metody Rungovy-Kuttovy

V metodédch Rungeho-Kutty se rozdily yt(x
kombinacemi

J~+]_) ¥y (xi) aproximuj{ linedrnimi

(5.81) 5 [ppg® Fug B+ Prgp o Bpg BV H een ¥ Py il 62 1, 8 ey 5,

kde r 21 Je zvolené pevné, p,q, af Do Jsou redlné koeficienty a ki, a% k_
jsou funkce proménné h , srov. s (5.11). Potom, analogicky k (5.13), maji vzorce
pro vypodet pFibliZnyjch hodnot Feleni soustavy (5.71) metodou Rungovou-Kuttovou tvar

r

5 )
(5.82) i g.l' Py ki), t=1,2, ., m.

kde
klt(h} :’ft( X 3{1): 3g1), seey 5’;11)) ?

= (i) (i)
kyy (h) = ft(xi * ooy Yyt H BBy Ky Vo F BBy, K

seep y]gi) +h By klm) .

lc.ol.-i-ooc-ctco.-o.o!.-ll-co.o

(i)
k() = £, (x; +&p.hy 37 + b Z Bogy: K

+hZ(3 By iy yé”+h2;3mm,ksm),

/
pro t =1, 2, «s., m.
Koeficienty -p,u: , 3 se pro pevné T urduji podle stejnych zdsad jeko v odstav-
ci 5.2.3. PoZadujeme tedy, aby se rozvoj sumy v (5. 82) podle h shodoval se sumou
v (5.80) do co nejvy3%{ moZné mocniny prom&nné h . Tyto vypolty nebudeme provédét,
ale pouze uvedeme vysledek pro r = 4, kdy dostaneme vzorce tzv. kKlasické Rungovy-

-Kuttovy metody, a to

: ’ h _
(5.83) yé“l) B y{lj +z [klt + 2k, + 2k3t + k4t.]' t =1, 2, eve, I,
kde -
Kyt = ft( o £ y](.lJ’ yélj’ i 'le )’
i G
By ® ft(x + h/2, y u) + h.ky4/2, yél) + h.k, /2, ""ymlj+ n.}:lmfz),
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T ACTES ) 4 bk /8, 7Y 4 Boksaf2, euey
(1)
Yo  * h.kam/2) ’

_ (i) 3 (i) (5
kg = Ty(x * B 37+ Bokyyy o+ R kgny wen, i) 4 h'ksm)'

Priklad 5.11 Ulohu z p¥fkladu 5.10 Fedme pomoci Rungovy-Kuttovy metody 4. Pfédu, tj.

podle wzorcl (5.83).
ReSenf: Numerické hodnoty jsou poditény podle vzorct

yA = B Bl v 2y 2k vy ],

(i#+1) _ _(H) b .
3 = 2w g [k, + 2y, * 2k, X))

kde
Ky, = 3(1) + 28 , X, = th i z(l)’
(1) (i) . h (1) (i) . h
kpp =y a2+ gy vk, kpy =yl -z 43 (k- k),
—C® (i) . h = (1) (i) . b
k31 =y + z + 35 (ky + k22)’ k32 =y -z +3 (k21 - ka-z) s
= (1) (i) . 1, (i)
k41 =y + z + h(k31 * k32) s k42 =y -z + h(kal - k32)
i x; yt:iL) 2 1) a sestaveny v tabulce 5.9. Srovnejte je
s Vysledky Eulerovy metody a s pfesnym
0 0,0 1,000 1,000 fefenim, viz tebulka 5.8.
1 | 0,1 1,211 1,010
2 0,2 1,443 1,039 5.5.4 Vicekrokové metody
3 0,3 1,704 1,088 Obecny vzorec k-krokové metody
4 0,4 1,998 1,159 (5.34) miZeme rozsi¥it tak, aby platil i
: 0,5 2,332 1,253 pro'soua‘t.a:'u (5.68) s poé?‘t.eénim. po:?min-
kami (5.69). Stali nghradit Yisjr Yivj
Tab. 5.9 ajs b. postupn® hodnotami

-+' - .'l'.
yid Jg, vy, ag. by ot =1, 2,

.., M. Potom k-krokové metoda pro soustavu linedrnich diferenciélnich rovnic l. Fédu
je definovén vzoreci

k K
. e
(5.84) .]=Zo' Bjtyvf(,”'” = h'jg:o biys i) ¢ =1, 2, ..., m,

kde ;¢ bjt jsou redlné konstanty a ,yt(‘i*"]}, y{(”‘” jsou pribliZné hodnoty Trele-

ni a jeho derivace v bodé {450 tedy pro t =1, 2, .u., m Je

(i+3)

(i+j) . =
yo 0 2 vy (x50, g 2 ¥y Xie ) = £l g Y150y eees Yn(xieg))e
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Jestlize funkce ¥, ¥ps sees ¥y maji p_ spojitych derivaci na intervalu

<a, b >, pak miZeme hodnoty yt(i*‘j), y,;(lﬂ vyjédrit Taylorovymi polynomy, tedy
(i+3) 513:‘ (jh)® (s)
i*J = Ajgh)- (s
y = (x;)
¢ = sy v L

(5.85)
‘{._'_.) P ‘h =1 ( )
ytl'] i ZL‘LL—-ytS (x:) .
s=1 (s - 1)! L

4

Dossdfme-1i (5.85) do (5.84) a porovnéme-1li koeficienty u h®, h™, ..., hP, do-

staneme rovnice

23

k
(5.86) 2. da, .- Z By = 0y

e
=
(=]
o+
L=
|
b

™

Jt=0’ 8 =2, 3, «esy P

M &

k
.Z aa.jt, =

J=1 : =1

<
1

i

pro t =1, 2, ses, M 2 rovnic (5.86) vypolitéme koeficienty aj¢ bjt.' ProtoZe
v soustavd je 2(k + 1) neznémych a p + 1 rovnic, pek p Je maximéln& rovno 2k + l.

Zvolime-1li napf. k=1 & p = 2, doslaneme 2z (5.86) pro t=1, 2, «ss, I TOV=

nice
8¢ * 81t =0

814 ~ Dot ~ P1t 0

&1t = D, ® Do
ve kterych zvolime a;4 = 1, pak 8, = - 1, by = 1/2, by, = 1/2, tedy vzorec(5.84)
mé tvar

i+ i (1 ,(1+1)

(5.87) g o gl . 3 [yt“) + g :l 5 B EE B seey B

Srovnejte tento vysledek s druhym vzorcem v tabulce 5.5.

Piiklad 5.12 Pomoci metody (5.87) Fefme filohu z prfkladu 5.10.
HeSenf: Vzorce (5.87) budou mit pro soustavu (5.76) tvar

RS D CE N %[ym RERCOINNCES D z(i+1):| ,

(5.88) ) G . — G
) @, %[y D _ L), D 1+1)] .

Vzhledem k tomu, Ze (5.88) jsou implicitni vzorce a pravé strany (5.76) Jjsou lineérni
funkce, roziefime soustavu (5.88) vzhledem k y(i+1), z‘i*lJ a dostaneme vzorce
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2 2. s <
G+ - 2 - El I _l_;_)y(:l.) " hz(l)] ,

_ . 2 .
Z(l“'l} = —2_2'[113(1) + {1 - h + __E__)z(lj] 3

2 -h
tedy

y4*1) = 3 00502 [1,2059 ) w 0,2540]

2441 = 100502 [0,15) + 0,905z ] .
i x; y(:i.) z 1) Numerické hodnoty tohoto vypodtu jsou

v tabulce 5.10. Srovnejte je s pfesnym
0 | 0,0 1,000 1,000 fefenim v tabulce 5.8.
3 163 1,211 1,010
2 |o,2 1,446 1,040
3 | 0,3 1,711 1,092
4 | 0,4 2,010 1,165
5 | 0,5 2,349 1,261
Tab. 5.10

5.6

Poddte&ni Wloha pro rovnice m-tého Ptéddu
r —/ ———f 0 —————

Omezime se na Fedeni diferencidlni rovnice m-tého Fddu rozfefené vzhledem k nej-

vy58{ derivaci, tedy na Fe¥eni rovnice

(5.89) ym)(x) = f(x, y(x), ¥y (x), ceey y{m']‘)(x)), X€E < a, bD>

a polétednimi podminkami

(5.90) yia) =y, y'(a) =y5 e

y-(m-l} yém—l} .

(a) =

Ka¥dou rovnici (5.89) miZeme pFevést na soustavu (5.68), zavedeme-li funkce

¥y (x), ya(xJ, ey Yp(x), definované pomoci Tfefeni y(x) vztahy

(5.91) ¥ () = y(x), yy(x) = vy (x), y3(;:) = y'l'(x), ceey Yplx) =y

@-1) () .

7 t&chto rovnic & z rovnice (5.89) s podminkami (5.90) dostaneme soustavu

yi(x) = yz(x) ,
yo(x) = y3(xJ -
l5.92) L - L] - - - - - -

yx;_l(x) = ym(x) ,

y;[z} £(x, ¥ (), Yo (0), eee,y ym(xJ) ,
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g poldtednimi podminkemi

(m=1)

(5.93) yy(a) = ¥,y ypla) = y(;, cees Ypla) =y, -

Z tohoto pPevodu plyne, %e pro FeSeni podéteini ulohy pro rovnice m~tého Fddu
miZeme uZit v3echny metody odvozené pro Fefenf podétetni Glohy pro soustavy rovnic
prvafho Féddu v pfedchédzejicim odstavei.

Diferencidln{ rovnice vy33ich Pddl miZeme v3ak Pedit i bez pievodu na soustavu
rovnic 1, PAdu. Takovy postup budeme demonstrovat na feZenf{ rovnice

(5.94) ¥y x) = flx,y,¥), xe<a b>

s okrajovymi podminkami

-

(5.95) ya) = y,, ¥y'(@ = y; .

Integrujme rovnici (5.94) podle x v mezfch od x; do x; + th, pak
xi'!-th

(5.96) y'(xi +th) = y'(x;) + j £(x, ¥, ¥y') ax

*3

a integraci podle t v mezich od 0 do 1 dostaneme
x;+th
(5.97) ¥(Xi4p) = yix;) + hy (%) + hjlf f(x, y, y') dx dat .

oxi

Piredpoklédejme, Ze znéme hodnoty y(x) a vy (x) v bodech Xys X5 70 ever Xy_go
tedy lze spoditat £, T; 1, «ev, fi-k' kde fi-,j = f(xi‘j’y{xi—j)ﬂ'(xi,j)) . PH6
j=0,1, 2, «.., k. Sestrojme .z t¥chto hodnot interpoladn{ polynom L, (x) k funkei
f(x, y, y') a dosadme jej do (5.96) a (5.97), déle poloZme v (5.96) t =1 a nahrad-
me presné hodnoty y(x;,,), ¥(x;), ¥ (%5410 y'(x;) priblizngmi y;.1, ¥;, Yis1s Vi
Pak dostaneme vzorce

*i+1
via = vt [ mwes,
*i
(5.98) L x+th
yi+1=.vi+h:f{+hfj L (x) ax at ,
o xi

které piedstavujf vzorce vicekrokové metody pro fe¥eni rovnice (5.94).
V praxi se &asto setkdvéme s rovnicemi, ve kterych pravé strana f nezévisi na

y’, tedy s rovnicemi
(5.99) yix) = flx,y) .

Potom bychom pfi uZivéni vzorch (5.98) zbyte&n& poditali y£+1 . UkéZeme postup, Jjak
se tomu mi¥eme vyhnout. Integracf rovnice (5.99) pedle x v mezich od x; do x; + th
dostaneme logii vzorce (5.96). Budeme-1li tento analogicky vzorec integrovat podle
z, jednou y intervalu {0,1) & podruhé v intervalu {-1,0) , dostaneme vztshy
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] Ij*th
y(xi"'l) = y(xlj e RY'(xiJ + h I f f(x, y) dx at ,

& %
o0 xj+th
yi) =yt e ) en [ [T ey axar
-1 xi

a 2z nich

1 xi+th 0 x.+th
(5.200)  ylxgyp) = 2y(x;) = ylx;_1) + h[jf £, paxat - [ [T ey« di—].

o X; -1 x5

Dosadfme-1i do (5.100) mfsto f(x, y) interpola&nf polynom a misto piesnych
hodnot Fe3eni hodnoty pifibliZné, dostaneme vzorec

1 xi'l'th xi+th
(5.101) Vi1 = 5 - ¥yt hl:f f L (x) dx dt - fc f L (x) ax dt:l "

0 X3 =1 x;

ktery je vzorcem vicekrokové metody pro Felend rovnice (5.99) za podmfnek (5.95).
Zvolime-1li za interpola®n{ polynom napi. Newtoniv interpola¥nf polynom (3.24)
pro interpolaci vzad, pak

xi-i-t.h %

B ax = b [(20g) ¢ e Ay v e s HERL DRy Yo
! 9 ’
tedy vzorce (5.98) budou mit tvar

’ - , .]_._ l 3
Yisp =¥ * B [fi t ATy ¢ ‘155 D% o+ gD £33 * ] ’

(5.102)

= . 2|1 1 i 1 3
Yi41 =3 *hy; + B [E £+ GAE; ) 50 ¢ 1—8-3 A°f5 5+ ] .

Zcela analogickym vypodtem pF{slu3nych integréld v (5.101) dostaneme pro vypo-
get rovnice (5.99) vzorec

' _ 2 3 A2 R ol
(5.103) y543 =23 - ¥ + B |:fi 2k 1 ATy o+ 12 AT; 3+ ---:l .

Zvolime-1li nakonec napi's k = 2, dostaneme z (5.102), resp. (5.103) konedné ex-
trapoladni vzorce

. 2 16 5
i + h[ﬁ'fi =95 Fa-1* {5"1-2] ’

Yi+l

(5.104) e . ; ]
Viep Sy TR+ RO SR E -5 % Y S50,
resp.
= 2l 1 1 L ]
(5.105) yj47 = &3 "Y1 * B Ei’} L =®%at o faad e
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Jist& bychom mohli dédle po?t.l.}xpovat v odvozovani interpola&nich vzorct, pfipadné&
vzorel pro obecn&js{ rovnici y Bl(z) = £(x, ¥) atd., ale tyto prfipady JjiZ rozebirat
nebudeme, protoZe piesshuji rozssh té&chto skript.

PPiklad 5.13 Reime diferenciélnf rovnici y " =y v intervalu< C, 0,5 s poléted-
nimi podmfmkami y(0) = 1, y°(0) = 1 pii kroku h = 0,1. Priblisné FeSenf poZftejme
podle vzorce (5.105).

- Re%eni: Pro vypodet podle vzorce
B X3 D Pi‘-es;%xxi-aéeni (5.105) potfebujeme startovaci
hodnoty y., ¥1, Yp» které vypo-
0 0,0 1,000 1,C00 gitéme pro jednoduchost z pPesné-
~ - X *
1 0,1 1,105 1,105 ho feSenf y(x) = e” . Numerické
hodnoty piibliZného feSeni jsou
< 0,2 1,221 1,221 sestaveny v tabulce 5.11.
3 0,3 1,350 1,350
4 0,4 1,493 1,492
5 0,5 1,651 1,649
Tab. 5.11

5.7 Cvid&entd
_—

1. UZit{m jednokrokovych metod z odstavce 5.2 vypodfitejte pFfibliZné hodnoty, Fefenf
podétednich uloh:

a) y° = xy/2, y0) = 1, =2€<0,1>, & = 0,1
b) ¥y = y - 2x/y, yo) =1, =xe€<0,1>, h = 0,1,
e) ¥ o= x-Y, y©) = 1, x e <0,1>, h = 0,1,
a ¥y o= x+y)?, yo) = 0, xe<o0,1>, h = 0.,
e) ¥y = —-sz—x, ya) = 6, =xe<1,2>, Rk = 0,
£) y = -y¥2+L, yn =1, xe<1,2>, h = 0L

Vysledky Gloh porovnejte s snalytickym FeSenim, piipadn® odhadnéte chybu metodou
polovidniho kroku.

2. U%itim vicekrokowych vzored z tabulky 5.5 FeSte tlohy z piedchézejiciho p¥fkla-
du a porovnejte pribliZné hodnoty fedeni{ s Pedenim pFfesnym. Odhadn&te lokélni
diskretiza®nf chybu i globélnf chybu metodou poloviéniho kroku.

3. Olohy z prvniho pffkladu Feste algoritmem prediktor - korektor.

4. Sf¥ovou metodou Feste okrajové lohy:
-1, X € < -1, 1 > )

s

a) y o+ (1+12)3T

y(=1) = y@@) = 0, h = 0,5,
b) y  -6y/x°2 = 0, =x€<1,2>, yl) =0,
y(2) = 1, h = 0,2,

- T



5.

¢) v o+ 4xy’ + (4z2+2)y = 0, xe<0, 1>,
¥y = 0, y@)y = 1, h = 0,2

Ritzovou metodou Fedte rovnici - y°” + y - x = 0 na intervalu <0, 2 > za okra-
jovyeh podminek y(0) = y(2) = 0. )

Névod: Za soutadnicové funkce zvolte ¥; = (2 - x)x, i=1,2, e, 0 a n
volte pouze 3 nebo 4.

feste podétedni Glohy
a) 8y  +2y° -3 =0, x€<0,1>, y=-6, ¥ =71,

-

b) y + 4y + 4y =0, xe< 0,5,1> , y0,5) = 0,5, ¥ (0,5 = - 4,

pifevodem na soustavu rovanic 1. #4du nebo speciélnfmi metodami, viz odstavec 5.6.

Vysledky

1.

4.

Presnd Fefeni jsou
P78

a) =

b) ¥y = sz-l,

@) y = 2e*x-(1-x),
d) y =-x+1tgx,

e) y = (l-xz)/(l-n-sz '
£f) y = 2x/(x2 + 1).

0,721, y() =0,97, y(0,5) =0,721, y(1) =0,

a) y(-1) =0, y(-0,5)

b) ¥ = clx3 + ee/xz, " ¢y = 4/31, ¢, =~ 4/31,
c) y=(c:1+c2::} e, c; =0, ¢,=e.

y = - 2 sinh x/cosh 2 + X.

&) 2 e(x/2) -8 el3x/4),

b) y = (2e - 3ex) g ==,
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KAPITOLA 6.

METODA SITf PRO PARCIALNT DIFERENCIALNT
ROVNICE
TS e

V celé této kspitole se budeme zabyvat metodou siti pro FeSeni poZéte&nich a
okrajovych problémi parcidlnich diferencidlnich rovnic 2. Fédu se dvéma prom&nnymi,
i kdy% lze tuto metodu uZit i pro ¥eleni jinych parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Takové diferenciélnf rovnice mé obecn& tvar

(6.1) F(x, ¥, u, ) uy: U o uﬂ: “yy} = 0,
kde x, ¥y Jsou nezdvisle prom#nné, u Jje hledend funkce, u

X
hledené funkee podle =x atd.

feSen{m rovnice (6.1) nazveme ka¥dou funkei u(x, y), kterd mé spojité parcidl-
nf derivace 2. P4du a po jejim% dosazenf do (6.1) pPejde tato rovnice v identitu (se-
moz¥ejm& v jisté rovinné oblasti G).

je parcidlni derivace

Rovnice (6.1) se nazyvé linedrnf, dé-1li se zapsat ve tvaru

(6.2) Aug + 2Buw - Cuyy + Du + Etg‘, +Fu = H(x, y),

pFiemZ A aZ H jeou spojité funkce dvou promsnnych x, y v uvaZované oblasti G. Jsou-
-1i navic koeficienty A a% F konstantnf, psk mluvime o lineérni parciéln{ diferenci-
é1ni rovnici 2. Pfédu s konstantnimi koeficienty.

Plat{-1i ve vZech bodech oblasti G

AC -B2>0 y Tesp. AC-BE=0 , Tesp. AC-—BE<0 .

nazyvé se takovéd linedrnfi rovnice eliptickéd, resp. gsrabolieké, resp. hyperbolické
v oblasti G.

Napi#{klaed rovnice
(6.3) Uer + Uyy = 0
je tzv. Lepleceova rovnice a je eliptické v celé roving xy, protoZe A=C =1,
B=D=E=F=H=0 a A -B° =1 pro libovolné x, y.

Prikladem parabolické rovnice je rovnice vedenf tepla v tenkém homogennim prutu

(6.4) u, - azuxx = H(x, t),

kde koeficient a zévis{ na fyzikélnich vlastnostech prutu, H(x, t) Jje funkce zdvis-
14 na zdrojfch tepla a ulx, t) Je hledand teplota v okam?iku t v bod¥ x daného
prutu. Protoze C=B =0, pak je tato rovnice parabolické.

Piikladem hyperbolické rovnice je tzv. jednorozm&rné vlnové rovnice, &ili rovni-

ce kmitén{ homogenni struny

(6.5) w, -8% = H(x, t),

xx
kde koeficient a Jje op&t zévisly na fyzikédlnich wlastnostech struny, H(x, t) zévi-
si na sile, které kmiténf pisobi a u(x, t) je vychylke bodu x v okemfiku t .
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Parcidlni diferenciéln{ rovnici vyhovuje obecn& nekone¥nd mnoho funkef, proto
Uloha ¥edit parcidlnf diferencidlnf rovnici nenf jednozna¥né. Na Feeni musfme proto
Klést jest& dopliujieci podminky a teprve potom lze jednozna®nosti doséhnout. Dopliiu-
Jiei podminky se zpravidla tykejf hodnot hledané funkee nebo jejich derivaci na hra-
nici oblasti G , proto je nazyvéme okrajové podminky. Vyjadfuje-li n¥kterd z nezévi-
sle proménnych &as, pak je "krajn{" hodnotou této prom#nné poldtek d¥je a pFfsluind
podminka se nazyvé pofétefn{ podminka. Proto se v matematice mluvi o pol4te&nich ne-
bo okrajovyeh problémech (¥i Glohéch) pii Fe¥enf pareiflnfch diferenciélnich rovnic.

Pro rovnici (6.3) se definuje tzv. Dirichletova (resp. Neumannova) okrajovd tlo-
ha, p#i které hledéme takové FeSeni rovnice (6.3), které nabyvé na hranici [' oblasti
G predepsanych funk&nich hodnot (resp. hodnot derivacf podle wn&j3f normély hrahice
). Hodnoty fe¥enf (resp. derivaci podle vn&j3{ normély) jsou zadény spojitou funk-
ef na'.

Okrajové podminka miZfe byt na [ formulovéna také jako vztah mezi hledanou funk-
el u a jejf derivaci ve am&ru vn&jsi normély, tzv. Newtonova podminka. Vyskytujf
se i smi¥ené problémy, napi. na jedné &&sti hranice [' je pPedepséna Dirichletova a
na druhé Neumannova podminka.

Pro rovnice (6.4), resp. (6.5), které obsahujf Zas, defimujeme tzv. Cauchyovu
flohu (dlohu s po¥stednimi podmfnkami), tj. Glohu o nalezeni tekového FeSeni rovnice
-'(?._4;, resp. (6.5), které splbuje v poléteinim ¥ase jistou podminku.

lasto se vBak pro rovnice (6.4), resp. (6.5) vyskytuji smiZené dlohy, které ob-
sahujf jek podé4teini tak okrajové podminky.

6.1 Zékladni princip metody sftd
=

Metoda sitf, nazjvand téZ metodou diferenni, je nej¥astZji uZivanou metodou p¥i
fe¥enf parciélnich diferencidlnich rovnic. Je velmi oblibend zfejm& proto,Ze jeji zé-
Klednf my3lenka je velice prostd. Spo&ivé v tom, Ze oblast G, ve které hledéme Feleni
dané diferencidln{ rovnice, pokryjeme konenou siti uzlovych bodd a nshradime deriva-
ce hledané funkee diferencemi. T{m dostaneme misto pivodni Glohy soustavu diferend-
nich rownic pro hodnoty hledané funkce v uzlovych bodech.

Mjme tedy Pedit diferenciéln{ rovnici (6.2) v omezené oblasti G roviny (x, ¥),
ohreniené po &&stech hladkou neprotinajici se kiivkou " . Pokryjeme tuto oblast pra-

y
3
‘ HRANICE T
|__OBLAST 6
——VNITRNI UZEL
5T ——HRANICNI UZEL

Obr. 6.1
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vouhlou (nejlépe &tverecovou) s{tf sloZenou z p¥imek x = x, +ih , y =y, + jk, kde

Cia ) 3

1,.3 =0, 21, £ 2, ssey (xo, yo) Je pevn& zvoleny bod v rovin¥ (x, y) ao h, k wudé-

vaji .rozmér sit& ve sméru x , resp. Y . Priselfky té&chto piimek nazveme uzlové bo-

g%;kaednodUEe uzly (viz obr, 6.1), které budeme oznalovat (i, j) a hodnotu hledané
ne.v uzlu.{:L, .?) strut‘:né uj 5 Kazdy uzel (i, j) € € mé tedy &tvefici sousednich

uzlﬁ i-1,9), G+1,J), G4 j-1), (i, j + 1). Lezi-1i v¥echny sousedni uzly

v G, pak se uzel nazyvd wnit¥nf{m, jinek hreniénfm. V keZdém vnit¥nfm uzlu (i, j) na-

hradime parcidlnf derivece diferenZnimi vztahy:

2u) oy G e, (Z2) v el
33 1‘.1 h 9: lj h 2
(6.6)
nebo (Z2) v il i,
axij 2h
obdobn#
w, .4 — U W = Mi: s

23) y Ml TN g, (2Y) » AT,

(6.7)

o Y54 T Y4-1
s ?
2k

nebo (2—-9-
ay ij
analogicky pro druhé derivace dostaneme

( 32u> I T2 O, e Bl 5 O
922/~ '

3 h
(6.8) 5 ou
u. - - + 2 + WU, =
2 ;) ay —dhaitd =¥ 00
2y ij k

JestliZe ve wvnit¥nfch uzlech sit® oznaifme hodnoty funkci A aZ H jako 4 ; aZ Hi,j'
pek mé rovnice (6.2) v ka?dém wnitPnim uzlu tver lineédrni algebraické rovnice s nezné-
mymi Wy Y4y 50 Yi-1, 0 U4, 400 Ui,5-10

Ti{m jeme Feleni rovnice (6.2), a% na splnéni okrajovych podminek, pifivedli na Fe-
Seni soustavy lineérnich algebraickyeh rovnic. PPepis okrajovych podminek diferencni-
mi rovnicemi si probereme aZ pii FeSeni konkrétnich okrajovych problémi.

6,2 Metoda sfti pro eliptické rovnice

MZjme Fedit Dirichletovu Glohu pro samoadjungovanou diferencidlni rovnici druhé-
ho ?édu, tzn. Ze méme Fedit rovnici

-l a2 2 w "
(6.9) L(u) = 7 x {a(x: y) ax) + ay (b(xs 3) 2 ;) - qlx, y)us= £z, ¥) ,
(x, y) e G,

& okrajovou podminkou
(6.10) ulx, y) = P, ¥) pro x,y)el,

kde G je omezenéd rovinné oblast ohranifensé po &éstech hladkou neprotinajici se kiiv-
kou " . Déle predpoklédéme, %Ze a(x, ¥), b(x, y) jsou spojité, kladné a spojité& di-
ferencovatelné, qlx, y) Jje spojité a nezéporné a f£(x, y) Jje spojité v G. Déle (x,y)
je spojité na M.
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Uzitfm diferen¥nich vztahd (6.6) a (6.7) vypoditéme pFibliZné hodnoty derivaci
du/2x, 2u/dy v bodech (x, + (i +1/2)h, y, + jk) , (x, + ih, Yo + (3 £1/2)) ,
které symbolicky oznadfme (i +1/2, j), (i, j + 1/2), takto:

2u e ¥ e W% -1} i SEi.d 9
Lo ’

9x|(i-1/2,3) h x| (i41/2, §) h

2u s B4 T - . 2n o M.l Wi

93 |(4,j-1/2) E 25 (1, j+1/2) <

Dosadime-1i tyto vztahy do (6.9) a nahradfme-1i analogicky i "vn&j3i" derivace,
pek bude mit rovnice (6.9) v kaZdém vnit¥nim uzlu tvar

" LY " %)
> ("14-1/2,.1 = = By g g il ) &

(6,11)
u -u

s = 4 3 un. . = 1. -
A b 09, 15 e 7 D _.1..1___1_..J:L)_ .
Y \Piiase - b;, j-1/2 = Y% = Fijo

f jsou hodnoty funke{ a, b, q, £ v bodech

kde &541/2,5 2 4,481/2 0 %§ °
s pFislusnou indexaci.

Soustava rovnic (6.11) m& men3i polet rovnic neZ neznémych, proto je tfeba k ni
pfipojit delsf rovnice, které ziskéme z okrajové podminky (6.10). JestliZe Jje oblast
G &tverec nebo obdélnfk, pak lze sIt uzlovych bodld vytvorit tek, aby vdechny hranii-
nf body leely na [' . Potom hodnoty ¥efenf v hraniénich bodech jsou definovény hod-
notami funkece ¥(x, y) 2z podminky (6.10). JestliZe je hranice [" obecn&jsf, pak Jje
t¥eba podminku (6.10) n&jakym zpisobem prenést do hrani#nfch uzld. Nejjednodu33i po-
stup je ten, Ze funkei ¢(x, y) epojit& rozsifime na celou oblast G a do hraniénich
uzld kKlademe hodnoty tohoto spojitého prodlouZenf. PFipojime-1i takto z{skané rovni-
ce k rownicim (6.11), dostaneme soustavu N lineérnich rovnic o N neznémych hodnotéch
u;; v bodech (i, §) € T, kterd je jednoznang FeSitelns (viz [4]). Takto zfskend
aproximgce bude sice pro h, k - O konvergovat k pPfesnému FeSenf{, ale rychlost té-

konvergence bude malé. Proto se, podle Collatze, &asté&ji

ij

r v uz{vé prepisu okrajové podminky pomoci linedrn{ interpola-
/ ce. Bud tedy A hrani¥ni uzel, viz obr. 6.2, B jeho vnit¥ni
soused a C prisedik piimky AB s{t¥ s hranici I".
C/ A B Lineérn{ interpolaci z hodnot wu(C) = Y(C), u(B) do-
/ > staneme pro hrani¥nfi uzel A rovnici
i G
/. (6.12) ula) = —E— u(B) + —— ¢(C) .
7 th fe— h - 1+t 1+t
Rovnice (6.11) a (6.12) vytvoi{i opét jednoznaln& reditelnou
Obr. 6.2 soustavu.

PF{iklad 6.1 Hetclrdou eft{ hledejme pPibliZné FeZeni rovnice ux5 + ¥, 0O na oblas-
ti G = {(x, ¥y) = x‘? +32-< 16} g hrenict [M = {(x, ¥) s x2 +y© = 16}, které spliu-
je podminku u(x, y) = 1232 pro (x, y) € .

ReSenf: Vzhledem k symetrifnosti problému se miZeme omezit jenom pa &tvrtinu kruhové
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oblasti, viz obr. 6.3. Zvolme h = k = 1, pak dostaneme
ve vnitfnfch uzlech, tj. v uzlech (0, 1) a% (0, 3),
(1,0) % (1,2), (2, 0) &% (2,2) a (3, 0) podle (6.8) di-
feren&ni rovnice

6.1 cs = L
(6.13) Uy 7 (u

ve kterych vzhledem k symetrii poklédéme Uy -5 =% j
] ¥

11,5 ¥ %i41,5 W, 50

8 %30 Y%,0°
V hrani¢nich uzlech dostaneme podle (6.12) a podle
okrajové podminky nésledujfei rovnice

Obr. 6.3
u04 = 0
= _V_l—j_‘__,l +_1____ 15
3 Ya
V15 - 2 V15 - 2
(6;14) '|J.23 = —V-E_-luaa + _"1—"__ . 48 = u32
Viz - 2 Viz - 2
u1=-——-5——3-h'-u21+-—-—1—-.15
3 V15 - 2 15 - 2
Yog = 0

Spojenim rovnic (6.13) a (6.14) dostaneme soustavu 17 rovnic o 17 neznémych Uy
af gy » Uyg 82 Uyqy Uy, 8F Uyg, Ugn 8F Uy, Uy, Ve které miZeme provést je-
t& mnohé zjednoduseni, vzhledem k symetrii podle osy prvnfho kvadrantu.

Po vypo&tu dostaneme

Uy =W =Yy =18, Uy =20, Uy =32,
Ugg = Uy = =uy 28, Uy =uy, 213,

u13=u31518, Uyo = Ugg =0, Uy =uy, 43

I
'_l
\un
-
F
r
1

Srovnéme-1i tyto vysledky s pfesnym FeXenim

ulx, y} = 22:12 + % [256 - (x2 + 32)] .

vidime, %e vykazuji znadné rozdily. Pfesn&ji{ vysledky doci{lime zjemn¥nim s{t& nebo
uZitim tzv. Liebmannova procesu, viz naptl. E.G:]

6.3 Metoda e81ti pro parabolické rovnice

Pro jednoduchost se omezime na FeXeni smiZeného problému pro rovnici vedenf tep-
la (6.4) s jednou prostorovou proménnou, Postup pfi FeSeni obecné parabolické rovnice
L)

o n prom¥nnych je zcela analogicky.
M&jme na oblasti G = {(x, t) : 0<x<L, 0<t< T} aénu @iferencidln{ rovnici

2uv _ 2 2u
(6.15) S o (a(x, t) ax)+ H(x, t)
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g podétedni podminkou
(6.16) u(x, 0) = g(x), 0<x<L

a okrajovou podminkou

(6.17) a0, t) = £,(8) , ul@, t) = £,0), o0ftTew,

Pritom funkce a , H jesou spojité a funkce alx, t) Jje v G spojit& diferencovatelns
a plati

0(&0'5 alx, t)< g , (x, t)E G,

kde s, & jsou konstanty. Funkce g , 1’1 ’ f2 Jeou spojité.
Pro FeSenf{ metodou siti pokryjeme
¢ G obdélnfkovou sitf bodd (i, j) =
= (xg, t;) = (ib, jk) , kde
tm=T 1=10; 1; 25 seey By J =051y 25 sesylly
tedy h=L/n , ¥k =T/m , viz obr. 6.4.

V uzlovych bodech (i, j) pro
i=1, 2, easy =1,
j=0,1, 2, eaey, m -1 sestavime dife-
G}’ rentn{ rovnice tak, Z%e fasovou derivaci
nahradime dopiednou diferenci

tj1 2u i %15 Bl ¥

K
' el 3y *

L a deriveci podle x nahradime diferen-
cemi centrdlnimi. JestliZe (i + 1/2, j)

° =  je uzlovy bod ((i + 1/2)h, jk), potom
Xo Xqv° Xeg Xg Xewp "0 X,=L

— -
-— .
o

2u

~ S¥lad 1]
Obr. 6.4 dx =

(i+1/2,3)

du o Yij =Yg
s

—_—

X

(i-1/2,3)

- o, . = 1. .
2 1 Yia,3 7 % , _H___ﬁul:l
(atx. 1) 9 = = [ﬂm/a,j h 8i-1/2,] h ’

J x

2
ox GJ)

Nakonec dostaneme podle (6.15) diferenni rovnice ve tvaru

k - - »
Ui T Mgt T2 [91-1/2,5 Y,5 " @a1/2,5 * Biaas2,57%5 ¢
(6.18) s
* 85/2,5%4,5 ij
Z podminek (6.16) a (6.17) dostaneme

(6.19) wo - &R, i=1,2 w.,n-1,

£1(3k), ug; = f(3K) , §=0,1, ..., m

(6.20) uO,J nj
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T{m jsme p¥evedli Glohu (6.15), (6.16), (6.17) na vypodet algebraickych rovnic
(6.18), (6.19), (6.20). Vzorec (6.18) dovoluje postupn¥ explicitn® vypo¥itévat pfi-
bli%né hodnoty U 541 ¥ nésledujicim Zasovém Fédku z Fédku pFedchézejiciho. Proto
hovo¥ime o tzv. explicitn{m schématu. Aby byla zarufena konvergence a stabilita ex-
plicitniho schématu musi byt &asovy a prostorovy krok svézén touto podminkou

(6.21) al—z-g-‘é %

Rovnice (6.18) nejsou vdak jedinou moZnost{ diskretizace zadané ulohy. Kdybyechom
ngp¥. &asovou derivaci nahradili zp&tnou diferenci

2u e ¥ Bl 990§
g 3
at (i,3) k

pak budou mft diferenni rovnice tvar

. = e = 1
- Al 1% = "
(6.22) : g [“i—l/z,j Uy, @25t a2, M5t

* 8541725 ui+1,j] = Hjo

pro i=1,2, veep, =1, j=1, 2, ¢se, m & okrajové podminky budou pfepsény opé&t
do rovnic (6.19) a (6.20).

Soustava rovnic (6.19), (6.20), (6.22) tvor{ tzv. implicitn{ schéma a musime ji
fefit n&kterymi metodami lineédrni slgebry.

Explicitn{ schéma mé sice praktické poZetni vjhody ve své jednoduchosti, ale pod-
minka (6.21) n3kdy citeln¥ omezuje velikost Easového kroku. Neproti tomu implicitni
schéma nemé tyto poZadavky a z toho divodu byvé vyhodné uZit implicitn{ schéma i za
cenu PeSen{ soustavy lineérnich algebraickych rovnic (6.19), (6.20), (6.22).

Pr{klad 6.2 Je déna rovnice veden{ tepla v homogenni tyZi

du _ ‘32u
s podminkami
ulx, 0) = sin Tx , xe€<0,1>,
u(o, t) = u@, ) = 0, te<o0, 0,025> .

Sestavme pro tuto ulohu explicitn{ schéma metody siti a vypo¥itejme pFibliZné hodnoty
Fedent.

Reseni: Zvolfme-li h = 0.1, potom podle (6.21) musi byt k= h2/2 = 0.005. PoloZme
tedy k = 0.005. Vzorce (6.18), (6.19) a (6.20) budou mit tvar

e E .. e
ui,j"‘l = 5 (ui-l’j + ui+l’j), 1= 1, 2, ssey 9, J = 0, l, 2’ 3| 43

= 1’ 2’ se ey 9,

s
I

= sin(0, 1 X i),

0’ 1, 2, 3’ 4| 5-

¥o,j = %0,§ - 9> J
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Polovina hodnot vypod{tanych podle t&chto rovnic je v tabulce 6.1.

- X 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
t i 1 2 3 4
;j\ 5
0,000 0 o] 0,309 0,588 0,809 0,951 1,000
0,005 1 0 0,39% 0,559 0,770 0,904 0,951
0,010 2 0 0,379 0,532 0,732 0,860 0,904
0,015 3 0 0,266 0,506 0,696 0,818 0,860
0,020 4 0 0,253 0,481 0,662 0,778 0,818
0,025 5 o] 0,240 0,457 0,629 0,740 0,778
Tab. 6.1

6.4 Metoda 8ftf pro hyperbolické rovnice

Pro demonstraci metody budeme vyZetiovat smf{Zenou Glohu pro rovnici kmiténf stru-
ny, kterd je déna rovnicd

2%y 2 2%
{6. ) = a
s poldteénimi podminkemi
(6.24) ulx, 0) =g, LY = gk, 0<x<L,
Itlio
a okrajovymi podminksami
(6.25) u(, t) =£,(t) , u, t) = £,t), oftErT,

Pro jednoduchost je&ts polo¥fme a = 1. Oblast G ={ (x, t): x € (0, L), te (0, T)}
pokryjeme sit{ jeko v piedchédzejicim odstavei, viz obr. 6.4.

Ve vnit¥nfch uzlech sit& prepfleme diferencidlnf rovnici (6.23) uZitim vzored
(6.8) na diferenni rovnici

(2 e TS Wi # He O = N €5 0%, Ml M £ % B
- k h

pro i =1, 2, vesy n-1, j =1L, 2, «s., m-1. Po Upravé pak dostaneme

2
X
(6.27) Y el e TRl % 0 B E‘i+1,j Tyt “1-1,3:' :

Abyehom podle explicitnich rovnic (6.27) mohli podftat pfibliZné hodnoty Fesent
v uzlovych bodech, potfebujeme znét Uy 5 v prvnfch dvou Zasovyech Fadéch, tj. pro
j=0,1 a i=0,1, 2, «es, 0. K tomu ném posloui{ podminky (6.24) a (6.25).

Ze (6.25) a z prvni{ rovnice v (6.24) plyne
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un’j = fl(jk:) ’ un’j == fatjk) ’ J=0, l, ees, m,
(6.28)

gl{ik) |l i. - 1' 2' sewy n - 1.

JestliZe ve druhé rovnici v podmfnce (6.24) nahradfme derivaci vztahem

ugy - uig ” 31.1] -
k 2t|x=ih 2 '
t=0
potom -
(6.29) Wy = Uy, ¢ kgziih) = gl(th + kgaiih}

pro i=1, 2, ..ey n-1,

Explicitn{ schéma metody sit{ pro rovnici (6,23) a podminky (6.24), (6.25) je
definovéno diferendnimi rovnicemi (6.27), (6.28), (6.29). Toto schéma je konvergentni
a stabilnf, jestliZe zvolfme k , h tek, aby platilo

< b
(6.30) k = P

- 141 -



1]
(2]

(3]
[¢]
(5]

[¢]
(7]

(€]
(5]

LITERATURA

Achieser , N.I.: Vorlesungen iiber Approximationstheorie. Berlin 1953,
Ahlberg,J.H., Nilson, EN, Walsh, J.L: The Theory of

Spline and Their Applications. New York 1967 (rusky pfeklad Moskva 1972),

Aitken, A.C.: On Interpolation by Iteration of Proportional Parts,without

the Use of Differences. Proc. Edinburg Math. Soc. 3, series 2, s. 56-76, (1932).
Babuska,I., Prédger ,M, Vitéddsek, E.: Nmerické feSend
diferenciélnich rovnic. Preha, SNTL 1964. '

Berezin,I.S.,, 2idko v, N.P.: Metody vy&islenij I, II. loskva,

Fizmatgiz 1966.

Cohen, AM : Numerical Analysis, London, LicGraw-Hill Book Company 1973.

Collatz, L.: Funkciondlnf snalyza a numerickd matematika. Prgha, SNTL

1970.

Dehlquist, G, Bjorck, A.: Numerical methods. New York, Pren-

tice-Hall 1974.

Démidovié&, B.P., Maron, I.A.: Zéklady numerické matematiky.

Prgha, SNTL 1966.

D&midovi&,BP,, Maron,I.A, Suvalova,EZ: Cislen-

nyje metody snaliza. Moskva, Nauka 1967.

Fadd&jev,DK., Fadd& jevové, V.N.: Numerické metody linear-

n{ algebry. Praha, SNTL 1964.

George, A, Lin, J.: Computer Solution of Large Sparse Positive Defi-

nite Systems. New York, Prentice-Hall 1981

Henrici, P.: Discrete Variable Methods in Ordinary Differentisl Equa-

tions. New York, Wiley 1968.

Henrici, P.: Elements of Numerical Anslysie. New York, Wiley 1964. [
Jarnik, V.: Integralnf pofet II. Praha, Academia 1976. |
Jokl,E, Vosp&l,%, Zahradnfik,V.,, Zelenka,M: '
Zéklady numerické matematiky. Praha, gvur 1975.

Michlin, S.G.: Veariacionnyje metody v matematiéesko] fizike. Moskva,
Gostechizdat 1957.

M{ka, S.: Numerické metody algebry. MVET. Praha, SNTL 1982.
Nekvinda, M, Srubat,d., Vild, Jd.: Uvod do numerické mate-
matiky. Praha, SNTL 1976.

Neville, E.H.: Iterative interpolation. J. Indian Math. Soc., series 20,
s. 87-120 (1934).

Préger, M: Numerické matematika I. Praha, UK 1981.

Ralston, A : Rationsl Chebyshev Approximation by Remes’~ Algorithms.
Numer. Math. 7, s. 322-330 (1965).

- 142 -



23]
[24]
(23

[2¢]
(=1

Ralston, A: Zékledy numerické matematiky. Praha, Academia 1973.
Rektorys, K.: Variadnf metody. Prsha, SNTL 1574.

Stoer,dJd., Bulirsch, R: Introduction to Numerical Analysis.
New York - Heidelberg - Berlin, Springer-Verlag 1980,

Vités ek, E.: Numerickd matematika II. Prgha, UK 1981.

Zavjalov,J.S., Kvasov, BI., Mirodni&enko, V,L:
Metody splajn-funkeij. Moskva, Nauka 1980.

- 143 -



OBSAH

Kap. 1. U\Iod -.--a;--o---.-..-.--aooqo..vouluono-tcco----o--o-uo-c---po-o;

Kep.

Kap.

1.1 Co je numerickd matematika P
1.2 Chyby a jejich charskteristiky ...eeeeeeeens.. AR
1.3 SfFenf chyb Ve VFPOZLECh uevuteeevnrennnnnennnennnnnnnononnnnn..
1.4 Numerické stabilita .ceieciceieceiencessnencensccessnnnnncncnneess

2. Ulohy 1ineérni 8lEDIY weveesesssscessesnnsenenosnnnennnsnonnnnnnn
2.1 NEKLEré POJMY osccerescccesssoseseraccescnecssoscncssnssesnnesos
2.1.1 Ortogonalita vektord a matic sesssacssansssesescesetsnnns
2.1.2 Matice rozdZlend Na DLOKY cevececscsessnssscsersesannsnns
2.1.3 Normy matic & VEKLOPT susescsssonecnersascnccssssscanenns
2¢1.4 Specidlni matice ..ecscescccccacecesssccssssscecesscssess
2,2 28kladni Ulohy 1ineArNl B1EELIY weeseesesscessnecsseneenonnennns
2.3 Primé metody FeSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic ....
2.3.1 ReZenf trojuhelnfkOVICh SOUSLAV +.eeveesveononenssncsonees
2.3.2 Gaussova a Jordenova eliminadnf Metod8 seeveccesssccsssss
2.3.3 Vybé&r hlavnich prvKl cisesecepesesavssssscncesssnssasasee
2.3.4 Metoda LU-rozKladll sesesscssccscccscncnasnsssncscasssssss
2.4 TIteradni metody FeSeni soustev linedrnfch algebraickyeh rovnic ..
2.4.1 Prosté iteradnf metoda - Jacobiova Metoda8 seeeeesvecessees
2.4.2 Gauaaova = Seidelova iters®nf metoda ......eccevcevececes
2.4.3 Relaxalni metoda .ecccscesscsssncsns 5 e e i g & €10
2.5 ReZenf maticové rovnice AX = B. Invertovdni matice .eeeeesessess
2.5.1 HeZenf rovnice AX = B eliminacl .eeeeessececsssssssscsoss
2.5.2 Invertovdn{ matice eliminaci ...cesevcccccsccsssseasaccaa
2.5.3 Inverze LU-rozkladell s.ceeseccccssssaccscccscssnsscnnncas
2.5.4 Inverze délenim na bloky - metoda vrouben{ ......... csene
2.6 Bpatn& podmin&né soUSLAVY TOVAIC .ucseescssssasssersrnssansnnnss
2.7 Vypolet vlastnich EL8e€l ..ececcscosscssessaccnnssensennsncavanss
2.T<1 MochIrng MOLOBA «usseiesaiisessessesesssssseiassssesssss 5
2.7.2 Urychlen{ konvergence mocninné metody .seeeeeeevesscscccss
2.7.3 Mocninnd metoda pro symetrickou matici ...eceevcccescsses
2.7.4 Vypolet daldich vliastnich &fsel .eesesevscecsccssccascnns
2.7.5 LU=-rozklad pro uplny problém vlastnich &fsel ....eeeeese.
2.8 Coi¥end Lsicssesivsviiscanseisiie e iseinessicesesssseiasiée .

30 Aproximace fuﬂkce R R N R N N

3.1 Tloha 2proXimice: ..ssesissseissssovassarnsveesnesrons S OT T
3.2 Interpolalni aproximace pomoci POLYNOMU eesesessosssscscssnsssns
3.2.1 Lagrangeiv interpola®ni pOLlYDOM ..seesassesssssnsnssnenns
3e2.2 Nevilliv algoritmls .cececesescccccsccancssssosssssssssses
3.2.3 Newtomiv interpoladni pPOLYNOM eeevcsccssssessssssssnsess .
3.2.4 Hermitova interpolace ..esessescess
3.2.5 Presnost a konvergence interpoladni aproximace ....eeess.
3.3 Interpolace spline-funkcemi ......... sesesssssssssssssasstansns .

- 144 -

W W

I—'l—‘l—'l—'l—'g
L o) O 0 3~ -3 -

19
19
21
22
23
23
25
26
27

28
30
31
32
32
33
33

36

36
37
38
39
41
45
47



Kap.

Kap.

3.3.1 Konstrukce interpoladnf spline-funkce Ssscevovene pestre e
3.3.2 Konvergence spline=-interpolace seeeeseresescscccsssscnsoas
3.4 Aproximace metodou nejmendich &tvercd (MNC) - diskrétn{ pfipad ...
Joh.1l Normflof TOVRICE sesswessasianisssensossodessssssessiscsece
3.4.2 Volba zékladnich fUNKEL seeesvesseseoresncnnensoccennennnn
Boded CARyBEVOVY POXTHORY swsvnsevninersineosiessssssssssisntoe
3+4.4 Trigonometrické POLYNOMY 4eseeevesscoscscsssesesncssnsnons
3.5 Aproximace metodou nejmenXfch &tvercd (UNC) - spojity pffpad ....
3.5.1 Normélnf IovVNiCe ..eeescevsccccosscsacnces R
3,5.2 Volba 28Kladnlch FURKET .obsisssevnieisssvossosssssosssoses
3.6 UTeby3evova aprOXillACE eeceecsccccscsscccessssccsssasssssessnsnses
3.6.1 Konstrukce Leby%evovy aprOXiMACE +eesevecsceoscssscsscenes
e Numericke Aepivovall Leiisisiidsicineese i Eiee TR e s e ey
3.7.1 Derivovédnf interpoladnfho DOLYNOMU . eeesescccasesccccnssss
3.7.2 Derivovéni interpoladni spline-fUNKCE ..eececcsssccssssssns
3.8 Numerické integrovdni (kvadratura) .eeeescsescsscscscsssasccnssss
3.8.1 Newtonovy - Cotesovy kvadraturni VZOrcCe e.scsssecesssssas e
3.8.2 Lichob#Znfkovd Met0G8 seescesceccesescscccsscnscsancannans
F.8.:3 'SINEEOHOVA MBEOAE v vimmvmesuivminie vuie saessesessseeseesdsess
3+8.4 Opussovy kvadralin'nf VZOICE ssesiscscsssssssnsessssonensns
3.8.5 Rombergova metoda ..ecssssessssacscesessnsssssasscsnsascnse
3.8.6 Chyby a konvergence Metod .ccscesccesacsscasscssscssansses

3.9 C‘\l’iéeni R R R R N

4, Re%enf nelineérnfch rovnic a jejich s0USta8V .evsseeesssssssssassens

4.1 Separace'kofenﬁ nelinefrnfch TroVRIC sieassscsscsscossncsssssensns
4.2 Vypolet kofemi nelinedérnf rovNicCe .esssssccessssscsscssscssassnns
4.2.1 Metoda pilenf intervalu (bisekce) ...... oiaie biele wibiam win g e
4.2.2 Dlictoda prosté ilerace .eceescccsccscscssssassssssasnsnsssne
4,2.3 Newtonova metoda (metoda tefen) ...c.evevccceess A Gaa
4.2.4 Metoda regula falsi (t&tiv) ceresdsieteieiiiieitaatatianns
4.2.5 Metoda SefeNl ...eecccsscsscasvsccnnscsascsane esssesssssasas
4,2.6 Kombinovans Metoda eeeecccetsccssanscssanccsssaccscsscanss
4.3 VypoZet koPfeni algebraické rovnice ...esevesssccscescccccssssanes
4,3.1 Metoda LagUerTOVA .sessecsscessscsssscassnassassosssasssos
4.3.2 Graeffova melod8 s.esesevecssssecsoccnccsccssccnsnsssnnnns
4.3.3 Metody uZivajici syntetické d&lenf ...cecssesssscscacsas &
4.4 HeZenf nelinedrnich S0USLAV .sessscessscsssnsscscssssssccsscsnscns

4.4.1 Metoda prosté iterace ...ece.- Gesesrasessnssessscsssssanse
4.4.2 Newtonova (zobecn&nd) metodf8 .eeeeeccccscccscssscscsnsnnas
4-5 cviémi ...‘..lll..II.l..-.l.ll.‘!.l-'.."l.ll‘... IIIII @88 88 aes

5. Numerické redeni oby&ejnych diferencidlnich rovhic .e.ceeseesscacss

5.1 PodAtetn{ Uloha pro rovnice l. FAGU seeeesscccssccccsseanes Sevee
5.2 Jednokrokové metody Pedenf polétednf UlohY seeeeessccscessccccces
5.2.1 Eulerova Met0GA eessssssesccsssocscnssessosscsssccsncacsos
5.2.2 Metody Taylorova tyPU .eeecsscescccsrssssscsnsnsansancnnes
5.2.3 Metody Rungovy - Kuttovy .....cesces. e eins e e e e A B
5.2.4 Odhad chyby a KONVEIZENCE sesenssesssscscscsascsssnsss e
5.3 Vicekrokové metody Fedeni polétedni GlONY .eseescsscscesevecccses

- 145 -

49
52
53
53
54
56

v BYY

61
62
63
63
65
66
67
68
69
69
71
73
74

76

76
79
79

82
84
85
86
86
86
88

92
93
95
97

99

99
100
100
101
102
104
107



I.l‘i.tﬂ‘atura IR R N N R NN

5.4

5.5

5.6
5-7

5.3.1 Ademsovy extrapolalnf MELOAY eeeeeeeeecossceccscoccnnnnns
5.3.2 Adamsovy interpola®nf MetOdY .seeeeceseccecscssccsccssnons
5.3.3 Konstrukce vicekrokovych metod .secevevesveescasscssnecens
5.3.4 Chyby vicekrokovych Metod .eeeeseccesesesecsascsncccrsnsoe
5¢3.5 Algoritmus prediktor-korektor ...ieeeecesesscecsseccscens
(0) S o R 1
5.4.1 Metoda sitf pro rovnice 2. PAAU .+ueeveevsevanncassssonnnas
5.4.2 Varia®n{ metody ...... cerniais T T T
Poddtedni (iloha pro soustavy rovnic l. PAAU .eveeeosscecssnsneas
GuSal: BOIIONE: BEEORAR: wowswm: oo s an e dse sie oy e isdeds
5.5.2 Metody Taylorova LYPU seecceccssccsscccssasscncescacscses
5.5.3 Metody Rungovy = Kuttovy .. . . .. ...ciieiiniincnnnnnecennns a
5:5.4 Vicekrokové metody .sesssssssesscsssncsssesasnsncnnssesss
Podétednf 0Oloha pro rovnice m-tého FAAU ...eeeveeeeccocsesancans

cvi(‘.eni L R R R A A,

6. Metoda sit{ pro parcidlni diferencidlni IoVINICE .ececsesesacsgesse

6.1
6.2
6.3
6.4

2ékladni princip metody 8itf .eisesscccessrecssccecccccsccncanns
Metoda sitf pro eliptické rovhiCe ..sesecesscscsssscasassassnsas
Metoda sit{ pro perabolické TOVARICE .sessesscsasessssscscsscnsns
Metoda sit{ pro hyperbolické ToVNICE ...cevescsccecccasssccssscns

- 146 -

107
109
110
111
112
114
115
nv
122
123
124
125
126
128
131

133

134
135
137
140

142




